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Resumen

El presente trabajo de tesis tiene como propósito diseñar, implementar y evaluar una secuencia didáctica de mo-
delación matemática orientada a la enseñanza de sistemas de ecuaciones. La propuesta integra representaciones
algebraicas y figurativas, como los grafos, y se fundamenta en el modelo didáctico-cognitivo de Blomjøh y Højgard-
Jensen. Como herramienta epistemológica, se empleará el algoritmo de selección de relevancia de páginas web,
conocido como PageRank.
La metodología de investigación que se empleará será la ingeniería didáctica, la cual se define como el diseño y la
evaluación de secuencias de enseñanza de las matemáticas que están fundamentadas teóricamente. El objetivo
es generar la aparición de fenómenos didácticos específicos, al mismo tiempo que se desarrollan recursos para
la enseñanza que han sido comprobados.
Se espera que los resultados demuestren una mejora significativa en la comprensión matemática y en las habi-
lidades de modelación y resolución de problemas en estudiantes en formación de pedagogía en matemática. La
aplicación de la teoría de grafos y elementos del algebra lineal en contextos educativos busca fomentar una com-
prensión más profunda de conceptos matemáticos complejos, además de desarrollar habilidades de pensamiento
crítico y analítico.

Palabras clave: Teoría de Grafos,Algoritmo Page Rank, Sistemas de Ecuaciones, Modelización Matemática
(Blomhøj y Højgaard-Jensen), Resolución de problemas.
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Capítulo 1: Introducción

La enseñanza de los sistemas de ecuaciones está presente en la formación matemática, tanto a nivel escolar

como universitario. En el currículo chileno, los sistemas de ecuaciones se abordan principalmente desde una

perspectiva algorítmica y grá�ca, destacando su utilidad para resolver problemas reales a través de métodos

algebraicos como sustitución, igualación y reducción. Sin embargo, esta aproximación limita la exploración de su

potencial para modelar fenómenos más complejos y conectar con aplicaciones modernas en diversos contextos

(MINEDUC,2016)(1).

En contraste, el enfoque universitario incorpora una visión más abstracta y teórica, enfatizando la solución de

sistemas lineales mediante matrices, determinantes y vectores, con aplicaciones en áreas como física, economía

e ingeniería (Santander, 2023)(2). Esta diferencia entre las perspectivas escolar y universitaria subraya la necesi-

dad de integrar ambas en la formación de futuros docentes, para que puedan diseñar experiencias de aprendizaje

signi�cativas y alineadas con las exigencias curriculares y contextuales.

La presente investigación aborda esta brecha mediante el diseño de una secuencia didáctica basada en la mo-

delación matemática, empleando el algoritmo de clasi�cación de relevancia de páginas web PageRank como

herramienta epistemológica. Este enfoque se fundamenta en la teoría didáctica-cognitiva de Blomjøh y Højgaard-

Jensen, destacando la interacción entre representaciones algebraicas y �gurativas para resigni�car el aprendizaje

de los sistemas de ecuaciones (Blomjøh et al., 2003)(3).

De manera general, en este documento, estructurado en ocho capítulos se reporta el desarrollo completo de esta

investigación. El capítulo 1 expone los antecedentes y la problemática asociada a la enseñanza de los sistemas

de ecuaciones en distintos niveles educativos, destacando las diferencias entre las perspectivas del currículo

chileno y el enfoque universitario.

A nivel escolar, el currículo enfatiza métodos algorítmicos y grá�cos (MINEDUC, 2016)(1), mientras que en el

ámbito universitario se privilegia una visión teórica, con aplicaciones avanzadas en modelación matemática (San-

tander, 2023)(2). Esta dicotomía resalta la necesidad de una formación docente que integre ambos enfoques,

promoviendo la resigni�cación del objeto matemático mediante herramientas como la modelación matemática y

el algoritmo PageRank .

El capítulo 2 se enfoca en analizar y comparar las de�niciones escolares y universitarias de sistemas de ecuacio-

nes. Se realiza un barrido curricular que revisa cómo este contenido se articula desde la educación básica hasta

la media, evidenciando los vacíos en su tratamiento didáctico (MINEDUC, 2011; MINEDUC, 2016) (4), (1) . A

partir de textos académicos y escolares, como Matemática 1º Medio (Fresno et al., 2020)(5) y Álgebra II (Santan-

der, 2023)(2), se identi�can enfoques complementarios y divergentes. Además, se incorporan aspectos históricos

y epistemológicos para enriquecer la comprensión del objeto matemático (Blum et al.,2002)(6). Finalmente, se

explora una aplicación del teorema de Perron-Frobenius en sistemas lineales 2x2 y 3x3, vinculando los sistemas

de ecuaciones con contextos de modelación avanzados.

El capítulo 3 expone el marco teórico de la investigación, sustentado en la modelización matemática como es-

trategia de enseñanza y aprendizaje. Se analizan las diferencias entre el modelo de modelización propuesto por

Blomhøj y Højgaard-Jensen y el enfoque del currículum chileno, destacando la importancia de la matematización

y validación en la construcción del conocimiento matemático.

En el capítulo 4 La investigación adopta un enfoque basado en la ingeniería didáctica, que combina el diseño,

la implementación y la evaluación de secuencias didácticas para abordar problemas educativos especí�cos (Ar-

tigue, 1994)(7). El capítulo describe las etapas del diseño y las técnicas de recopilación y análisis de datos. Se

detalla cómo se articula la teoría de Blomjøh y Højgaard-Jensen con la propuesta de actividades basadas en el
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algoritmo PageRank. Este enfoque metodológico permite observar la evolución de los estudiantes en términos de

habilidades de modelación y resolución de problemas, alineándose con las competencias de�nidas en las Bases

Curriculares (MINEDUC, 2016)(1).

El capítulo 5 detalla la intervención del proyecto, describiendo el diseño de la secuencia didáctica implementada

en tres sesiones con estudiantes de la carrera de Pedagogía en Matemática y Computación de la Universidad

de Santiago de Chile. Se presentan las plani�caciones de cada clase, las preguntas formuladas tanto para los

docentes como para los estudiantes, y las respuestas esperadas en cada etapa del proceso de modelización.

Posteriormente, el capítulo 6 desarrolla el estudio de clases, donde se documentan las interacciones entre los

estudiantes y los objetos matemáticos durante la implementación de la secuencia.

Se hace mención a que el diseño didáctico se centra en el desarrollo de actividades contextualizadas que integran

el algoritmo PageRank para la enseñanza de sistemas de ecuaciones. Este capítulo detalla las etapas de imple-

mentación, incluyendo momentos de inicio, desarrollo y cierre. Las actividades proponen problemáticas actuales,

como la clasi�cación de relevancia de páginas web, para conectar la teoría matemática con aplicaciones prácti-

cas. Este enfoque promueve el tránsito desde la comprensión básica hacia la modelación matemática avanzada

(Blomhøj Højgaard-Jensen, 2003)(3).

A continuación, en el capítulo 7 , se presentan los resultados del análisis, destacando la evolución de los estu-

diantes en cada sesión y su progreso en las distintas fases de la modelización matemática. Se contrastan los

resultados con el análisis a priori del diseño, identi�cando fortalezas y oportunidades de mejora en la propuesta

didáctica.

Finalmente el capítulo 8, Conclusiones y Proyecciones , sintetiza los hallazgos de la investigación, destacan-

do la importancia de integrar herramientas innovadoras como el algoritmo PageRank en la formación docente.

Los hallazgos de la investigación develan que la modelación matemática no solo fortalece el aprendizaje de los

sistemas de ecuaciones, sino que también contribuye al desarrollo de competencias transversales, como la re-

solución de problemas y el pensamiento analítico (Blum et al., 2003; MINEDUC, 2016). Además, se identi�can

limitaciones y se proponen líneas futuras de investigación, como la ampliación del diseño didáctico a otros objetos

matemáticos y contextos educativos.

1.0.1. Alcance y divulgación del estudio

El impacto de esta investigación ha trascendido el ámbito académico a través de su difusión en distintos con-

gresos especializados en educación matemática, permitiendo no solo la socialización de los hallazgos obtenidos,

sino también la discusión de su aplicabilidad en contextos de formación docente y en el aula universitaria. La

participación en estos encuentros ha sido clave para validar la relevancia de la propuesta didáctica y enriquecerla

con aportes de expertos en el área.

En primer lugar, la propuesta fue presentada en el Segundo Encuentro de Docencia e Innovación en Matemá-

tica Universitaria , realizado en la Ponti�cia Universidad Católica de Chile . En este espacio, se abordaron los

alcances del uso del algoritmo PageRank como herramienta didáctica para la enseñanza de sistemas de ecuacio-

nes, enfatizando su potencial para la articulación de representaciones algebraicas y grá�cas en la modelización

matemática. Durante este evento, se generó un debate en torno a la viabilidad de integrar este tipo de estrategias

en la formación de futuros docentes, así como sobre la importancia de fomentar una enseñanza que combine el

pensamiento matemático avanzado con herramientas tecnológicas aplicadas.

Posteriormente, la investigación fue expuesta en la XXVIII Jornadas Nacionales de Educación Matemática –

2024, llevadas a cabo en la ciudad de Los Ángeles y organizado por la Universidad de Concepción, sede Los

Ángeles . Este congreso, de carácter nacional, reunió a investigadores, docentes y formadores de profesores,
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constituyéndose en un espacio propicio para discutir la pertinencia de la modelización matemática en el currículo

chileno y su impacto en la enseñanza de los sistemas de ecuaciones. La exposición del estudio generó un gran

interés entre los asistentes, quienes valoraron la incorporación del algoritmo PageRank como una estrategia inno-

vadora que permite conectar la teoría matemática con aplicaciones actuales en ciencia de datos y computación.

Finalmente, el estudio fue presentado en el Primer Congreso de Estudiantes de Postgrado en Educación ,

organizado por la Universidad de Chile , donde se destacó su contribución al desarrollo de metodologías in-

novadoras en la enseñanza de las matemáticas. En este evento, la propuesta fue reconocida por su enfoque

interdisciplinario, el cual vincula la educación matemática con elementos de la teoría de grafos y el álgebra li-

neal aplicada. Además, se discutió el impacto que el uso de herramientas digitales y algoritmos computacionales

puede tener en la formación de profesores, promoviendo un aprendizaje más signi�cativo y contextualizado.

La favorable recepción de la propuesta en estos espacios rea�rma la pertinencia del estudio y su potencial para

incidir en la formación de futuros docentes, promoviendo un enfoque de enseñanza que integre la modelización

matemática y el uso de herramientas algebraicas avanzadas en el aprendizaje de los sistemas de ecuaciones.

Además, las discusiones y re�exiones generadas en estos congresos han permitido fortalecer la investigación,

proporcionando nuevos elementos de análisis y perspectivas que podrían ser consideradas en futuras aplicacio-

nes y estudios complementarios.

El reconocimiento obtenido en estos eventos demuestra que la propuesta no solo responde a una necesidad de-

tectada en la formación docente, sino que también tiene el potencial de ser escalada a otros niveles educativos

y contextos de enseñanza. A partir de estas instancias de divulgación, se ha abierto la posibilidad de establecer

colaboraciones con otros investigadores y docentes interesados en explorar nuevas aplicaciones de la modeliza-

ción matemática en la educación, lo que podría derivar en futuras investigaciones y desarrollos en esta línea de

trabajo.

1.1. Problemática y Antecedentes

La enseñanza de la matemática en Chile enfrenta desafíos signi�cativos en el desarrollo de competencias que

conecten los conceptos matemáticos con situaciones del mundo real. Uno de los enfoques más relevantes para

lograr esta conexión es la modelación matemática, la cual permite representar fenómenos mediante modelos

matemáticos, proporcionando herramientas para analizar y resolver problemas contextualizados (Blum Borromeo-

Ferri, 2009)(8). Sin embargo, la implementación de la modelación matemática en la educación, particularmente

en la formación de futuros docentes, presenta múltiples di�cultades que han sido ampliamente documentadas en

investigaciones nacionales e internacionales.

En el currículo chileno, la modelación matemática es reconocida como una habilidad fundamental desde la edu-

cación básica. Según las Bases Curriculares (MINEDUC, 2016)(9), la modelación debe promoverse a partir de

séptimo año básico, de�niéndola como el proceso de construir un modelo que permita estudiar, modi�car y evaluar

situaciones reales mediante representaciones matemáticas. Asimismo, en la educación media, esta habilidad se

consolida como parte del eje Álgebra y Funciones, enfatizando su utilidad para interpretar y resolver problemáticas

concretas (MINEDUC, 2016)(9).

A pesar de su inclusión curricular, la modelación matemática en Chile sigue siendo un área de desarrollo incipien-

te. En los textos escolares predominan ejercicios mecánicos y algoritmos prede�nidos, mientras que los problemas

contextualizados y las actividades de modelación son escasos o inexistentes (Felmer, 2014)(10). Esta carencia

limita la capacidad de los estudiantes para construir relaciones signi�cativas entre las matemáticas y su entorno,

perpetuando un enfoque reduccionista que prioriza el cálculo sobre la comprensión (Blomhøj Højgaard-Jensen,

2003)(11).
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Uno de los principales obstáculos para integrar la modelación matemática en las aulas chilenas radica en la forma-

ción inicial de los docentes. Estudios como los de Biembengut y Hein (2004)(12) señalan que las di�cultades en

los procesos de modelización tienen su origen en los planes de formación docente, los cuales no suelen incluir vi-

vencias ni experiencias prácticas que preparen a los futuros profesores para diseñar e implementar actividades de

modelación. Como resultado, los estudiantes en formación carecen de las herramientas pedagógicas necesarias

para enseñar esta habilidad de manera efectiva.

Blum y Borromeo-Ferri (2009)(8) destacan que la enseñanza de la modelación requiere que los docentes desarro-

llen competencias especí�cas, tales como identi�car problemas adecuados, seleccionar enfoques matemáticos

pertinentes y guiar a los estudiantes en la construcción y validación de modelos. Estas competencias, sin em-

bargo, suelen estar ausentes en los programas de formación docente en Chile, los cuales priorizan contenidos

teóricos y algoritmos tradicionales sobre estrategias pedagógicas innovadoras.

El Plan de Formación Inicial Docente en Chile reconoce la importancia de la modelación y la resolución de pro-

blemas como habilidades esenciales para la enseñanza de las matemáticas. Según el MINEDUC (2016)(9), los

docentes deben estar preparados para diseñar actividades que promuevan el pensamiento matemático crítico, la

representación y la argumentación, habilidades que son fundamentales en la resolución de problemas y la mode-

lación. Sin embargo, en la práctica, estas habilidades suelen relegarse a un segundo plano frente a los contenidos

disciplinarios tradicionales.

Blomhøj y Højgaard-Jensen (2003)(11) proponen un marco teórico que destaca la modelación matemática como

un proceso que va más allá de la resolución de problemas rutinarios. Este enfoque enfatiza la importancia de

contextualizar los problemas matemáticos, permitiendo a los estudiantes explorar las relaciones entre los datos,

los modelos y las soluciones. En este sentido, los planes de formación docente deben incluir actividades que

conecten la teoría con la práctica, ofreciendo a los futuros profesores la oportunidad de experimentar con procesos

de modelización en contextos reales.

El presente estudio busca abordar esta problemática mediante el diseño de una secuencia didáctica que utilice

el algoritmo PageRank como herramienta epistemológica para la enseñanza de sistemas de ecuaciones. Esta

propuesta tiene como objetivo fortalecer la formación docente inicial, promoviendo el desarrollo de competencias

en modelación matemática y resolución de problemas en contextos auténticos.
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1.2. Objetivo del estudio

A raíz de la problemática del presente estudio, se plantea como objetivo general:

Diseñar y validar localmente una situación de aprendizaje de sistemas de ecuaciones dirigida a estudiantes en

formación inicial de pedagogía en matemática, que fomente el uso del registro geométrico y algebraico en la

construcción del concepto, tomando como referente teórico la teoría de Blomjøh y Højgaard-Jensen.

1.2.1. Objetivos Especí�cos

� OE1: Identi�car las competencias y habilidades clave requeridas por las nuevas Bases Curriculares (MINE-

DUC, 2019) relacionadas con la modelación matemática en el contexto de la enseñanza de matemáticas en

estudiantes de pedagogía en matemática.

� OE2: Implementar una propuesta didáctica de modelación, utilizando la herramienta epistemológica “algo-

ritmo de selección de relevancia de páginas web Page Rank”, desde la teoría de modelación matemática de

Blomjøh y Højgaard-Jensen .

� OE3: Analizar las evidencias del diseño de modelación y veri�car la presencia y/o ausencia de los procesos

de modelación matemática de Blomjhø y Højgaard-Jensen.
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Una vez �nalizado el diseño de la secuencia didáctica (OE 1), se procede a la implementación de la primera de

las tres clases plani�cadas (OE 2). Posteriormente, se realiza un análisis detallado de los resultados obtenidos a

partir de dicha implementación (OE 3). La �gura 1.1 ilustra la relación existente entre los objetivos establecidos

Figura 1.1: Esquema del objetivo general y los objetivos especí�cos.
Fuente: elaboración propia

.
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1.3. Preguntas de investigación

Para complementar los objetivos declarados, en este estudio se plantean dos preguntas de investigación:

1. ¿Qué atributos didácticos debe poseer una situación de modelación para que los alumnos puedan lograr las

fases del proceso de modelización matemática?(P1).

2. ¿Qué contribuciones ofrece el proceso de modelización matemática al aprendizaje del objeto matemático

sistemas de ecuaciones? (P2).

Dado que las interrogantes de investigación deben estar vinculadas a los objetivos establecidos (Hernández,

Fernández y Baptista, 2014) (13), en la �gura 1.2 se ilustra esta relación entre dichos elementos.

Figura 1.2: Relación entre objetivos y preguntas de investigación.
Fuente: elaboración propia.
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1.4. Justi�cación y Antecedentes del estudio

La importancia de la modelación matemática como estrategia de enseñanza ha sido ampliamente documenta-

da en la literatura educativa, destacándose su potencial para promover aprendizajes signi�cativos y desarrollar

habilidades matemáticas esenciales en los estudiantes (Bassanezi Biembengut, 1997 (14); Blomhøj Højgaard-

Jensen, 2003 (11); Blum et al., 2003 (6); Guerrero-Ortiz Mena-Lorca, 2015 (15)). La modelación permite a los

estudiantes conectar conceptos matemáticos abstractos con situaciones del mundo real, facilitando la construc-

ción de signi�cado y el fortalecimiento de competencias transversales como el razonamiento crítico y la resolución

de problemas.

Los distintos enfoques y ciclos de modelización desarrollados desde la década de 1970 (véase Borromeo-Ferri,

2006 (16)) convergen en la idea de que la modelación es una herramienta pedagógica fundamental en todos

los niveles educativos. Sin embargo, gran parte de los estudios existentes, como los de Arrieta y Hernández

(2005)(17), García (2012)(18) y González et al (2015), centran sus propuestas en niveles universitarios y en disci-

plinas asociadas a ingeniería y ciencias, dejando una brecha signi�cativa en la implementación de estrategias de

modelación para niveles escolares. Esta investigación busca atender dicha brecha, enfocándose en la enseñanza

de sistemas de ecuaciones en primer año medio.

El documento curricular vigente en Chile reconoce la modelación como una habilidad clave en la enseñanza de

la matemática. Según el Ministerio de Educación (MINEDUC, 2016), modelar implica que los estudiantes sean

capaces de representar datos mediante diversas formas, seleccionar métodos matemáticos adecuados y utilizar

herramientas apropiadas para resolver problemas. Esta habilidad es especialmente relevante en el contexto de

sistemas de ecuaciones, dado su potencial para abordar problemas contextualizados y promover el aprendizaje

signi�cativo.

Sin embargo, en la práctica, la enseñanza de la modelación enfrenta múltiples desafíos, incluidos la falta de prepa-

ración de los docentes y la ausencia de experiencias signi�cativas en la formación inicial que les permitan diseñar

e implementar actividades de este tipo (Blomhøj Kjeldsen, 2009 (19); Felmer, 2014 (20)). Estas di�cultades limitan

el alcance de la modelación en el aula, relegándola a ejercicios mecánicos y descontextualizados.

La presente investigación propone una secuencia didáctica basada en la modelación matemática como estrategia

para la enseñanza de sistemas de ecuaciones para estudiantes en formación de la carrera de pedagogía en ma-

temática considerando los contenidos curriculares del primer año de enseñanza media escolar. Esta secuencia

busca abordar las di�cultades identi�cadas en la problemática del estudio, proporcionando a los docentes una

herramienta práctica y fundamentada en un marco teórico sólido. Desde una perspectiva investigativa, la concate-

nación de un modelo didáctico-cognitivo con elementos de teorías de la didáctica de las matemáticas, como la de

Blomhøj y Højgaard-Jensen (2003), permite analizar las construcciones mentales que emergen durante el ciclo

de modelización, ofreciendo una visión más profunda de las prácticas en el aula y sus resultados.

El diseño de esta propuesta también está en consonancia con los lineamientos curriculares y las ventajas evi-

denciadas en investigaciones previas acerca de la modelación como práctica de aula (MINEDUC, 2016; Blum

Borromeo-Ferri, 2009). Al enfocar el estudio en sistemas de ecuaciones, se busca resigni�car este contenido ma-

temático, conectándolo con problemas reales y actuales, promoviendo no solo el aprendizaje de procedimientos,

sino también el desarrollo de habilidades como el análisis, la argumentación y la validación de soluciones.

En síntesis, esta investigación representa una contribución relevante al campo de la educación matemática, al

proponer una estrategia innovadora para la enseñanza de sistemas de ecuaciones que combina fundamentos

teóricos, principios curriculares y prácticas pedagógicas efectivas.
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Capítulo 2: Sistemas de Ecuaciones y modelo Page Rank

El estudio de los sistemas de ecuaciones representa un componente esencial en la formación matemática, tanto

en el ámbito escolar como en el universitario. Este capítulo tiene como objetivo analizar y comparar las de�niciones

y enfoques presentes en ambos niveles, utilizando como referencia el actual Currículum Nacional Chileno y el

texto Algebra II de Ricardo Santander. Mediante un análisis exhaustivo, se pretende identi�car los puntos de

convergencia y divergencia entre estas perspectivas, subrayando las oportunidades pedagógicas que surgen de

la integración de conocimientos avanzados en la enseñanza escolar.

El capítulo incorpora un análisis curricular exhaustivo que examina los objetivos de aprendizaje vinculados con los

sistemas de ecuaciones en el nivel de primer año medio, contrastándolos con las formulaciones teóricas presentes

en el texto universitario elegido para este estudio. Además, se incluye una referencia detallada a los aspectos

históricos y epistemológicos asociados al desarrollo del concepto de sistemas de ecuaciones, enriqueciendo la

comprensión del objeto matemático desde una perspectiva integral.

En la parte �nal, el capítulo presenta una aplicación concreta del Teorema de Perron-Frobenius, utilizando siste-

mas de ecuaciones de dimensiones 2x2 y 3x3 como ejemplos prácticos.

2.0.1. De�nición Matemática y Escolar

2.0.1.1. De�nición Formal de un Sistema de Ecuaciones Lineales

Un sistema lineal de n ecuaciones y m incógnitas (o de orden n � m) es una expresión de la forma:

a11x1 + a12x2 + � � � + a1m xm = b1;

a21x1 + a22x2 + � � � + a2m xm = b2;

...

an 1x1 + an 2x2 + � � � + anm xm = bn ;

donde aij 2 R son los coe�cientes del sistema, x j (j = 1 ; 2; : : : ; m) son las incógnitas, y bi 2 R son los términos

independientes.

Equivalentemente, un sistema lineal se puede expresar en notación matricial como:

A � X = B;
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donde:

A =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

a11 a12 � � � a1m

a21 a22 � � � a2m

...
...

. . .
...

an 1 an 2 � � � anm

1

C
C
C
C
C
C
C
A

; X =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

x1

x2

...

xm

1

C
C
C
C
C
C
C
A

; B =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

b1

b2

...

bn

1

C
C
C
C
C
C
C
A

:

Si B = 0 (el vector nulo), el sistema se denomina sistema lineal homogéneo .

La solución de un sistema lineal de ecuaciones puede representarse y resolverse utilizando la notación matricial.

Dado el sistema lineal:

A � X = B;

donde A 2 Rn � n es la matriz de coe�cientes, X 2 Rn es el vector columna de incógnitas y B 2 Rn es el vector

columna de términos independientes, la solución, si existe, se obtiene de la siguiente forma:

1. Si la matriz A es invertible (determinante distinto de cero, det(A) 6= 0 ), el sistema tiene una única solución

dada por:

X = A � 1 � B;

donde A � 1 es la matriz inversa de A.

2. Si det(A) = 0 , el sistema es singular y puede presentar:

� Ninguna solución (sistema inconsistente).

� In�nitas soluciones (sistema dependiente).

3. En caso de sistemas homogéneos (B = 0), las soluciones son:

� X = 0 (única solución trivial) si A es invertible

� Una familia in�nita de soluciones si A no es invertible, correspondientes al espacio nulo de la matriz A.

4. Para resolver el sistema, los pasos comunes incluyen: - Calcular A � 1, si existe, utilizando el método de Gauss-

Jordan o determinantes. - Veri�car la consistencia del sistema analizando el rango de A y la matriz aumentada

[AjB ].
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2.0.1.2. Método de Cramer

Teorema 2.0.1. Sea un sistema lineal de n ecuaciones con n incógnitas representado en notación matricial como:

A � X = B;

donde A 2 Rn � n es la matriz de coe�cientes, X 2 Rn es el vector de incógnitas, y B 2 Rn es el vector de términos

independientes. Si det(A) 6= 0 , el sistema tiene una solución única, y cada incógnita x i (i = 1 ; 2; : : : ; n) se calcula

mediante:

x i =
det(A i )
det(A)

;

donde:

� det(A) es el determinante de la matriz de coe�cientes A.

� A i es la matriz obtenida al reemplazar la columna i de A por el vector de términos independientes B .

Ejemplo 2.0.2. Ejemplo: Para un sistema de n = 3 , las incógnitas x1, x2, y x3 se calculan como:

x1 =
det(A1)
det(A)

; x2 =
det(A2)
det(A)

; x3 =
det(A3)
det(A)

;

donde:

A1 =

0

B
B
B
@

b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

1

C
C
C
A

; A2 =

0

B
B
B
@

a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

1

C
C
C
A

; A3 =

0

B
B
B
@

a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

1

C
C
C
A

:

El método de Cramer es aplicable únicamente cuando det(A) 6= 0 y el número de ecuaciones es igual al número

de incógnitas (n � n). Para sistemas singulares (det(A) = 0 ) o sistemas sobredeterminados (n 6= m), este método

no es pertinente.

2.0.1.3. De�nición Escolar de Sistemas de Ecuaciones Lineales

Las siguientes de�niciones serán obtenidas del texto o�cial de primer año medio de enseñanza secundaria en

Chile (5), que en sus páginas 71-72, re�eren lo siguiente:

Un sistema de ecuaciones lineales con dos incógnitas se de�ne como un conjunto de dos ecuaciones lineales

de la forma:

ax + by = c;

dx + ey = f;

donde a; b; c; d; e; f 2 R y x; y son las incógnitas. La solución del sistema es el conjunto de valores (x; y) que

satisfacen simultáneamente ambas ecuaciones.

� Si las rectas correspondientes a las ecuaciones son secantes , el sistema tiene una única solución, denomi-

nada compatible determinado.

� Si las rectas son coincidentes , el sistema tiene in�nitas soluciones, denominado compatible indeterminado.
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� Si las rectas son paralelas , el sistema no tiene solución, denominado incompatible.

El texto (5) analiza la existencia de soluciones para sistemas de ecuaciones lineales a través de la relación

entre las rectas representadas por las ecuaciones del sistema y las propiedades de sus coe�cientes. Dados dos

sistemas de ecuaciones de la forma:

ax + by = c;

dx + ey = f;

donde a; b; c; d; e; f 2 R, la existencia y el tipo de solución se determinan considerando las razones entre los

coe�cientes:

� Si a
d 6= b

e , las rectas son secantes y el sistema tiene una única solución (sistema compatible determinado).

� Si a
d = b

e = c
f , las rectas son coincidentes y el sistema tiene in�nitas soluciones (sistema compatible

indeterminado).

� Si a
d = b

e 6= c
f , las rectas son paralelas y el sistema no tiene ninguna solución (sistema incompatible).

Este análisis permite clasi�car los sistemas lineales de acuerdo con su consistencia y determinar las condiciones

algebraicas que afectan la existencia de soluciones. Además, se resalta la importancia de comprender estas

relaciones para interpretar grá�camente la interacción entre las rectas asociadas.

2.0.2. Comparación entre las de�niciones

2.0.2.1. Similitudes

� Ambos enfoques de�nen el sistema de ecuaciones lineales como un conjunto de relaciones lineales entre

variables.

� Tanto la notación matricial como la de�nición escolar reconocen la solución como los valores de las incógni-

tas que satisfacen simultáneamente todas las ecuaciones del sistema.

� En ambos niveles, se destacan las condiciones necesarias para que un sistema tenga solución única, in�ni-

tas soluciones o no tenga solución, ya sea mediante análisis grá�co o propiedades algebraicas.

2.0.2.2. Diferencias

� La notación matricial, utilizada en el currículum universitario, generaliza los sistemas de ecuaciones lineales

a un número arbitrario de incógnitas y ecuaciones (n � m), mientras que en el nivel escolar se limita a

sistemas con dos incógnitas (2 � 2).

� En la enseñanza universitaria, se enfatizan los métodos algebraicos y computacionales avanzados (inversión

de matrices, determinantes), mientras que en el nivel escolar predominan los métodos grá�cos y algorítmicos

básicos.

� La perspectiva universitaria aborda los sistemas de manera abstracta y simbólica, mientras que la escolar

se centra en su aplicación contextual, vinculando el contenido a problemas cotidianos y situados.

2.0.3. Observaciones en Relación al Currículo

� En el currículo de primero medio (MINEDUC, 2016), los sistemas de ecuaciones lineales se enmarcan dentro

de los ejes de Álgebra y Funciones, destacando su resolución mediante métodos básicos y su conexión con

situaciones reales. Este enfoque busca desarrollar habilidades de modelación y resolución de problemas.
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� En contraste, el currículum universitario, particularmente en cursos de álgebra lineal, introduce la notación

matricial como una herramienta general y e�ciente para resolver sistemas complejos, lo cual está orientado

a disciplinas como ingeniería, ciencias y matemáticas avanzadas.

� Existe una brecha signi�cativa en la continuidad del tratamiento de los sistemas entre ambos niveles. La

transición del enfoque aplicado en el nivel escolar al enfoque abstracto del nivel universitario no siempre

está su�cientemente articulada en la formación docente.

2.0.4. Conclusión

La comparación revela que, si bien ambos enfoques buscan abordar el mismo concepto matemático, sus objetivos,

métodos y niveles de abstracción son considerablemente diferentes.
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2.0.5. Mapa Conceptual

Con el propósito de resumir los contenidos previos para la formación del concepto matemático de sistemas de

ecuaciones, el mapa conceptual mostrado en la �gura 2.1 los organiza para facilitar su visualización, teniendo en

cuenta los objetos abordados en los ejes Números (representados en rosado) y Álgebra y Funciones (indicados

en amarillo) del currículo nacional actual de primer año medio.

Figura 2.1: Mapa conceptual de Sistemas de Ecuaciones.
Fuente: Elaboración propia
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2.0.6. Barrido Curricular

En este sección, se exponen tanto los contenidos abordados en los niveles anteriores que son esenciales para el

desarrollo del concepto de sistemas de ecuaciones en primer año medio, así como la continuidad curricular que

se establece en los cursos subsiguientes. Para tal �n, se toman en consideración los contenidos relacionados con

funciones, estudiados en el eje de Álgebra y Funciones (Figura 2.2) y las ecuaciones e inecuaciones, analizados

en el eje Números (Figura 2.3),en el periodo que abarca desde séptimo año básico hasta cuarto año medio.

Figura 2.2: Esquema barrido curricular Eje Álgebra y Funciones.
Fuente: Elaboración propia

Como se puede observar en la �gura 2.2 los contenidos descritos en las bases curriculares describen la modela-

ción desde 7º y 8º. En 1º año medio no está mencionado como tal. En 3º medio se promueve la modelación como

una aplicación en funciones exponencial,logarítmica y trigonométricas y en 4º medio como una construcción en

problemas de función potencia.
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Por otro lado, en el eje Números se distinguen los siguientes contenidos. Ver �gura 2.3

Figura 2.3: Esquema barrido curricular Eje Números.
Fuente: Elaboración propia

En este esquema se describen los contenidos que promueven las habilidades de comprensión y resolución de

problemas. En todos los niveles hay un especial énfasis en aquello y se hace mención desde 7º a 4º año de

enseñanza.

Ambos esquemas presentados se fundamentan en la necesidad de establecer una progresión didáctica que

permita la enseñanza de la modelación matemática en coherencia con el marco teórico de Blomjöh y Højgaard-

Jensen (descrito en el capítulo 3 ). Este análisis es crucial para la identi�cación de una secuencia didáctica que

favorezca el desarrollo de la competencia de modelación en los estudiantes, con especial énfasis en la formación

de futuros docentes de matemáticas.
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2.0.7. Análisis de textos

Con el propósito de analizar los textos escolares, se llevó a cabo una comparación del enfoque presentado por

cada uno en relación con el concepto de sistemas de ecuaciones. Para ello, se seleccionaron tres textos de

estudio: Matemática 1º Medio proyecto Savia Editorial SM (Setz y Muñoz, 2018), Matemática 1º Medio Texto

del Estudiante , editorial Santillana (Fresno et al., 2020) y Álgebra II , Editorial USACH (Santander, 2023). Estos

textos son utilizados en distintos contextos educativos: el primero en una institución de dependencia privada, el

segundo en un establecimiento subvencionado/municipal, y el tercero como texto de referencia en la formación

universitaria de estudiantes de pedagogía en matemática e ingeniería en la Universidad de Santiago de Chile.

El primer texto de estudio analizado (Fresno et al., 2020) comienza el contenido estableciendo un problema de

motivación que promueve la modelación de dos situaciones de venta de entradas de una compañia de teatro, ver

�gura 2.4 .

Figura 2.4: Problema 1, lección 5 pág 116.
Fuente: Matemática 1º medio, editorial SM

La pregunta siguiente atiende a lo anterior. Ver �gura 2.5

Figura 2.5: Pregunta a, lección 5 pág 116.
Fuente: Matemática 1º medio, editorial SM

Se espera que el estudiante sea capaz de llegar a las relaciones y escribir los dos modelos tanto para la Modalidad

1 y 2, los cuales son los siguientes:

Modalidad 1:

4000� x

Modalidad 2:

10000 + 2000� x

.

17



Luego se registran otras preguntas que van en la dirección de variar y ajustar parámetros. Se da la primera

de�nición en términos de la habilidad a trabajar. Ver �gura 2.6 .

Figura 2.6: Preguntas lección 5, pág 116.
Fuente:Matemática 1º medio, editorial SM

El libro presenta, en la página siguiente, la primera formalización de la representación de un sistema de ecuación.

Ver �gura 2.7

Figura 2.7: Sistema de Ecuaciones, lección 5 pág 117.
Fuente:Matemática 1º medio, editorial SM

A continuación, el texto aborda ejercicios orientados a la representación grá�ca y el cálculo del punto de inter-

sección entre rectas, además de problemas de formulación y análisis que incluyen la caracterización de sistemas

de ecuaciones con solución única, soluciones in�nitas o sin solución. Posteriormente, se introduce el desarrollo

de problemas mediante los métodos de sustitución, igualación y reducción, complementados con la resolución de

situaciones contextualizadas en problemas cotidianos.
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Por otro lado el texto de 1º medio de editorial Santillana introduce el concepto matemático de "sistemas de

ecuaciones.a través de un problema inicial, acompañado únicamente de dos preguntas destinadas a la re�exión.

Ver �gura 2.8 .

Figura 2.8: Problema 1, lección 5 pág 66.
Fuente: libro 1º medio Matemática, ed. Santillana

A continuación, se presenta la función afín mediante su representación grá�ca, destacando los diferentes tipos de

grá�cos que pueden generarse según los valores correspondientes a sus pendientes. Ver �gura 2.9 .

Figura 2.9: Función afín, lección 5 pág 68.
Fuente:libro 1º medio Matemática, ed. Santillana
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Posteriormente, tras desarrollar una serie de ejercicios enfocados en la representación grá�ca, la determinación

de puntos de intersección con los ejes coordenados, la identi�cación de pares ordenados pertenecientes a una

recta y la formulación de ecuaciones que modelan situaciones dadas, se introduce un problema relacionado con

sistemas de ecuaciones con dos incógnitas. Ver �gura 2.10 .

Figura 2.10: S.Ecuaciones, lección 5 pág 70.
Fuente: Libro 1º medio Matemática, ed. Santillana

En la sección �nal, se presenta la formalización y de�nición de un sistema de ecuaciones con dos incógnitas,

estructurado de la siguiente manera: Ver �gura 2.11 .

Figura 2.11: S.Ecuaciones, lección 5 pág 70
Fuente:Libro 1º medio Matemática, ed. Santillana
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A continuación, el libro expone el procedimiento para resolver un sistema de ecuaciones utilizando el método

grá�co, ilustrando las condiciones bajo las cuales un sistema puede no tener solución, tener una única solución o

poseer soluciones in�nitas, acompañando esta explicación con su correspondiente formalización. Ver �gura 2.12 .

Figura 2.12: S.Ecuaciones, lección 5 pág 72.
Fuente:Libro 1º medio Matemática, Santillana

Finalmente, se presentan los procedimientos necesarios para resolver sistemas de ecuaciones con dos incógnitas

mediante los métodos de igualación, sustitución y reducción. La sección concluye con una serie de ejercicios y

problemas contextualizados que completan la instrucción.
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El último texto de referencia analizado es Álgebra II (2), de Ricardo Santander, publicado por la Editorial USACH.

Este libro es de uso obligatorio para los estudiantes de las carreras de ingeniería y pedagogía que pertenecen

a la Facultad de Ciencia, abarcando disciplinas como química, física y matemática. En su introducción, el texto

presenta una motivación inicial basada en un problema de intersección de dos rectas, utilizando un enfoque

técnico y algebraico para abordar su solución. Ver �gura 2.13 .

Figura 2.13: S.Ecuaciones.
Fuente: (2)
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Posteriormente, se desarrolla una formalización teórica del concepto de sistemas de ecuaciones mediante el uso

de matrices. En esta sección, se aborda la solución de sistemas de ecuaciones homogéneos. Ver �gura 2.14 .

Figura 2.14: Formalización S.Ecuaciones.
Fuente: (2)

Al �nal del capítulo, se introduce un algoritmo base junto con ejercicios propuestos y el análisis de sistemas

lineales particulares, acompañados de sus respectivas soluciones. Asimismo, se dedica un espacio especí�co

para el desarrollo de ejercicios adicionales y problemas contextualizados, que buscan reforzar la comprensión y

aplicación de los conceptos estudiados.
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2.0.8. Aspectos Históricos Epistemológicos

En la resolución de problemas, a lo largo de la historia, siempre se ha procurado determinar soluciones numéricas

a los problemas planteados. La necesidad de resolver estos problemas se traduce en la búsqueda de soluciones

a ecuaciones que representan las ideas matemáticas relacionadas con los fenómenos a estudiar. Aunque no es

posible establecer un momento preciso en la historia de las matemáticas que marque su aparición, se acepta

que el documento matemático más antiguo que ha perdurado hasta nuestros días es el papiro Rhind, el cual se

conserva en el Museo Británico, anotándose también algunos fragmentos en el Museo de Brooklyn. Este texto es

conocido como el Libro de Cálculo y fue elaborado por el sacerdote egipcio Ahmés alrededor del año 1650 a.C.,

siendo descubierto en Tebas en 1855 (COLETTE, Vol. I, pág. 40)(21). En este valioso manuscrito se abordan

las ecuaciones de primer grado, donde la incógnita se representa mediante un “ibis”, que simboliza la acción de

escarbar en el suelo, posiblemente debido a su aplicación inicial en la agrimensura. El documento contiene un total

de 85 problemas, redactados en escritura hierática, y fue concebido primordialmente como un manual práctico

dirigido a aquellos que no poseían conocimientos avanzados. Según la declaración del propio Ahmés, este texto

es una copia de uno más antiguo, datado entre 2000 y 1800 a.C., de cuyo contenido algunos fragmentos podrían

proceder de épocas aún más remotas (Bell, 2021)(22).

En (Luzardo, D., Pena, A. J. (2006)(23) se menciona que Los babilonios poseían el conocimiento necesario para

abordar problemas especí�cos que implicaban ecuaciones de primer y segundo grado, empleando técnicas como

la completación de cuadrados o la sustitución. Además, también eran capaces de resolver ecuaciones cúbicas y

bicuadráticas, así como sistemas de ecuaciones lineales y no lineales, tales como:

8
<

:

x � y = a

x2 � y2 = b

Un ejemplo especí�co de una situación de este tipo ha perdurado hasta nuestros días en una de las renombra-

das tablillas de Croquetta, que pertenecen al último periodo sumerio, aproximadamente en el año 2100 a.C. El

problema en cuestión es el siguiente:

Existen dos campos cuyas áreas suman 1800 yardas cuadradas. Uno produce granos en razón de 2/3 de saco por

yarda cuadrada, mientras que el otro produce granos en razón de 1/2 saco por yarda cuadrada. Si la producción

total es de 1100 sacos, ¿cúal es el tamaño de cada campo?

Por otro lado, los matemáticos chinos en los siglos III y IV a.C. proseguían con la tradición babilónica, aportando

así los primeros métodos del pensamiento lineal. Un ejemplo de ello se encuentra en el tratado "Nueve capítulos

sobre el Arte Matemático", publicado durante la Dinastía Han, en el cual se presenta el siguiente sistema lineal:

8
>>><

>>>:

3x +2y + z = 39

2x +3y + z = 34

x +2y +3z = 26

De manera comparable a un procedimiento desarrollado para la identi�cación de respuestas, emerge la regla

"fan-chen", la cual, en su esencia, se asemeja a la reconocida técnica de eliminación gaussiana que se utiliza en

la actualidad.

Esta obra Nueve cap�tulos sobre el Arte Matematico fue compuesta por el hombre de estado y cientí�co Chuan

Tsanom en el añoo 152 a.C. y en el se incluyeron sistemáticamente todos los conocimientos matemáticos de la

época (Ribnikov, K. (1987), pág. 31)(24). Es oportuno recordar que esta obra fue consultada por Carl Friederich
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Gauss (1777-1855) en un estudio sobre la órbita del asteroide Pallas (25). Usando observaciones de Pallas,

tomadas entre los años 1803 y 1809, Gauss obtiene un sistema de seis ecuaciones lineales en seis incógnitas y

da un método sistemático para resolver tales ecuaciones, hoy día conocido como eliminación gaussiana.

Posteriormente, se presentarían las contribuciones de los matemáticos islámicos y europeos, quienes continuaron

desarrollando el pensamiento lineal. Un caso representativo es el de Leonardo de Pisa (1180-1250), más conocido

como Fibonacci, en su obra Liber Quadratorum publicada en 1225, estudió un sistema de ecuaciones no lineal:

8
<

:

x2 + a = y2

x2 � a = z2

Los matemáticos griegos, por su parte, no mostraron interés en los problemas lineales, a pesar de contar con

un pensamiento lineal ampliamente reconocido en sus análisis geométricos de origen pitagórico y de in�uen-

cias babilónicas (26). Sin embargo, en sus obras se pueden observar algunos intentos de análisis diofantino,

particularmente en el examen de las magnitudes [(27),libro V] y en las propiedades aritméticas de los números

enteros [(27), Libro VII]. Cabe recordar que la solución general de la ecuación de segundo grado se encuentra

documentada en los Elementos de Euclides (27).
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2.0.9. Algoritmo Page rank

El presente capítulo se ocupa del análisis teórico y matemático del algoritmo PageRank, una herramienta esen-

cial en la clasi�cación de páginas web, concebida por los fundadores de Google, Larry Page y Sergey Brin. Este

modelo ha transformado la forma en que los motores de búsqueda organizan y priorizan la información dispo-

nible en la web, fundamentándose en la teoría de grafos, los sistemas de ecuaciones lineales y los resultados

fundamentales del álgebra lineal, tales como el teorema de Perron-Frobenius.

En términos fundamentales, PageRank atribuye a cada página web un valor numérico que indica su relevancia

dentro de un grafo dirigido, donde los nodos representan páginas y las aristas dirigidas denotan hipervínculos.

Este valor se establece de manera iterativa a partir de un sistema de ecuaciones lineales vinculado a la matriz

de transición del grafo, ajustada para asegurar que cumpla con las condiciones de ser estocástica, irreducible y

aperiódica. Dichas propiedades garantizan la existencia de un vector propio dominante, conforme al teorema de

Perron-Frobenius, cuyo elemento predominante es el vector estacionario del modelo y determina las ponderacio-

nes de relevancia deseadas.

El teorema de Perron-Frobenius asume una importancia fundamental en la comprensión y formalización del Pa-

geRank, dado que asegura que una matriz estocástica irreducible posee un único autovalor dominante (igual a

uno) que se relaciona con un autovector positivo. Este hallazgo teórico fundamenta el sustento matemático que

respalda la convergencia del algoritmo, posibilitando la interpretación del PageRank como una solución estable y

única del sistema lineal que se deriva de la matriz de transición ajustada.

Además, el proceso de cálculo del PageRank puede ser analizado desde la óptica de una cadena de Markov (dis-

cusión que dentro de esta investigación no es considerada). No obstante, podemos mencionar que cada iteración

denota una aplicación reiterativa de la matriz de transición al vector de estado, modelando el comportamiento de

un "navegante aleatorio” que se desplaza entre páginas mediante hipervínculos con una probabilidad especí�ca,

o seleccionando de manera fortuita una nueva página con una probabilidad complementaria. Esta interpretación

estocástica refuerza la relación entre el algoritmo PageRank y los sistemas de ecuaciones lineales, al mismo

tiempo que subraya la importancia de las condiciones iniciales y las estrategias de normalización.

El presente apartado se centra en un análisis exhaustivo que examina cómo la teoría de sistemas lineales y el

teorema de Perron-Frobenius fundamentan la solidez teórica del algoritmo PageRank. Para ello, se empleará una

ilustración mediante modelos matriciales de dimensiones 2x2 y 3x3, permitiendo explorar de manera gradual y

comprensible los conceptos subyacentes.

Asimismo, se examinarán las propiedades matemáticas de las matrices asociadas, junto con las condiciones

necesarias para la aplicación rigurosa del teorema de Perron-Frobenius. Este análisis se complementará con un

ejemplo detallado que se desarrollará a continuación, destacando su relevancia en la comprensión y aplicación

práctica del modelo PageRank.
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2.0.10. La World Wide Web

Internet no constituye simplemente una agrupación de textos independientes, sino que se presenta como un

espacio virtual donde las páginas se referencian mutuamente. Para el análisis de esta estructura, dejaremos de

lado el contenido de las páginas y nos centraremos únicamente en los enlaces que las conectan. El resultado de

este enfoque es una estructura que podemos representar como un grafo.

Como ejemplo consideremos un sistema de tres páginas web conectadas mediante hipervínculos.

La estructura de enlaces se de�ne como sigue:

� La página 1 tiene enlaces a las páginas 2 y 3.

� La página 2 tiene un único enlace a la página 1.

� La página 3 tiene enlaces a las páginas 1 y 2.

En la �gura 2.15 representamos esta información mediante un grafo.

Figura 2.15: Ejemplo de enlaces o conexiones de tres páginas web.
Fuente: Elaboración propia

En este contexto, los vértices del grafo simbolizan las páginas web, mientras que las �echas indican los enlaces,

lo que equivale a citas entre dichas páginas. Cada �echa se dirige desde la página que realiza el envío hacia la

página que es citada.

A continuación se denotan las páginas P1; P2; P3; :::; Pn y podemos escribir j ! i si la página Pj cita a la página

Pi . En el recorrido del grafo observar que 3 ! 2 pero no 2 ! 3.

En el análisis de este grafo, se establece que la relación j ! i representa una recomendación de la página Pj

hacia la página Pi . Esto implica que la página Pi recibe un voto o una medida de relevancia proveniente de la

página Pj , reforzando su importancia relativa dentro de la estructura de enlaces.
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Nuestro primer acercamiento al modelo será lo que llamaremos conteo ingenuo . Este criterio considerará el

supuesto que una página es importante si recibe muchos enlaces. Por lo tanto, la medida de importancia R de

una página web se simbolizará con Ri y estará determinada por:

Ri =
X

j ! i

1

Aquí,
P

j ! i representa la suma de los enlaces que apuntan a Pi y los sumandos tienen valoración 1, es decir, Ri

es el número de votos o valoración de relevancia hacia la página Pi donde cada voto aporta el mismo valor 1.

En nuestro caso, los aportes son los siguientes:

� R1 = 1 + 1 = 2

� R2 = 1 + 1

� R3 = 1

Donde R1 recibe aportes de las páginas 2 y 3, R2 recibe votos de las páginas 1 y 3 y �nalmente R3 solo recibe el

aporte de la página 1.

El motivo de que este proceso se llame conteo ingenuo tiene sentido en el hecho que cada página web emite

muchos enlaces y al distribuir su relevancia su entrega, será mucho menor al valor inicial 1. Por lo tanto si E j

corresponde al número de enlaces emitidos, podemos de�nir una medida más precisa para Ri como sigue:

Ri =
X

j ! i

1
E j

En sí, Ri cuenta el número de votos ponderados que llegan a la página Pi . En el ejemplo tenemos:

� R1 = 1 + 1
2

� R2 = 1
2 + 1

2

� R3 = 1
2

Aquí, R1 recibe el aporte íntegro de la página 2 y 1
2 de la página 3, R2 recibe 1

2 votos de las páginas 1 y 3 y

�nalmente R3 solo recibe el aporte o voto de la página 1. A esta secuencia de conteo lo llamaremos conteo

ponderado .

La formulación adecuada de lo anteriormente descrito consiste en conceptualizar los enlaces o votos como dis-

tribuciones, abordándolos dentro de un marco probabilístico. En este contexto, la relación j ! i se de�ne como

proporcional a la valoración Rj asociada a la página receptora. Para una mejor comprensión de esta idea, el

modelo que representa esta situación se presenta a continuación:

Ri =
X

j ! i

1
E j

� Rj
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En nuestro caso, las ecuaciones asociadas a las páginas son:

F

R1 = 1 � R2 +
1
2

� R3

R2 =
1
2

� R1 +
1
2

� R3

R3 =
1
2

� R1

Para determinar la relevancia de las páginas, es fundamental resolver el sistema de ecuaciones asociado. Es

importante destacar que dicho sistema es homogéneo, lo que signi�ca que puede representarse de la siguiente

manera:

R1 � R2 � 1
2 R3 = 0

� 1
2 R1 + R2 � 1

2 R3 = 0

� 1
2 R1 + R3 = 0

9
>>>=

>>>;

o bien, 0

B
B
B
@

1 � 1 � 1
2

� 1
2 1 � 1

2

� 1
2 0 +1

1

C
C
C
A

�

0

B
B
B
@

R1

R2

R3

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

0

0

0

1

C
C
C
A

Para abordar su resolución, expresaremos todos los términos en función de una variable común (R3).

De la ecuación R3 = 1
2 � R1, tenemos:

2 � R3 = R1

Reemplazamos en la ecuación R2 = 1
2 � R1 + 1

2 � R3, donde se ebtiene:

R2 =
1
2

� 2R3 +
1
2

R3

, R2 = R3 +
1
2

R3

, R2 =
3
2

R3

Entonces, la solución

0

B
B
B
@

R1

R2

R3

1

C
C
C
A

puede ser expresada como sigue

0

B
B
B
@

R1

R2

R3

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

2R3

3
2 R3

R3

1

C
C
C
A

= R3 �

0

B
B
B
@

2

3
2

1

1

C
C
C
A
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Asumiendo que cada página tiene un orden de relevancia inicial igual a 1, es decir, R3 = 1 , la solución obtenida

es:

0

B
B
B
@

2

3
2

1

1

C
C
C
A

Por lo tanto el orden de relevancia de las páginas en orden creciente es:

R1 > R 2 > R 3

La estructura de la solución de este ejercicio también puede representarse de manera matricial, considerando que

cada enlace entre páginas, denotado como i ! j , toma el valor de 1 si y solo si la página Pi hace referencia a la

página Pj . Bajo esta premisa, se establece la siguiente representación:

M =

0

B
B
B
@

0 1 1

1 0 0

1 1 0

1

C
C
C
A

M será llamada matríz de adyacencia, donde:

mij =

8
<

:

0 i 6! j

1 i ! j

Al analizar detenidamente la primera �la, correspondiente a las posiciones m11; m12; m13, se observa que los

valores asignados son 0, 1 y 1, respectivamente. Estos valores representan las conexiones o enlaces de la página

P1 hacia las páginas P2 y P3. Este patrón de relación se extiende de manera análoga a las demás �las de la

matriz.

A continuación, para alcanzar los resultados esperados, se implementará una serie de pasos cuya fundamen-

tación teórica será desarrollada en detalle en el Apéndice B de este documento. En esta sección, se presenta

una descripción preliminar basada en los principios matemáticos subyacentes, con el objetivo de facilitar una

comprensión más profunda de la conexión entre la estructura matricial y el teorema de Perron-Frobenius.

� Paso 1, calculamos la matríz traspuesta.

M t =

0

B
B
B
@

0 1 1

1 0 1

1 0 0

1

C
C
C
A

Esto representa lo siguiente:

mt
ij =

8
<

:

0 i 6 j

1 i  j
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La primera �la de la matriz transpuesta presenta los valores 0; 1; 1, los cuales representan los votos de

relevancia que la página P1 recibe de las páginas P2 y P3. De manera similar, la segunda �la contiene los

valores 1; 0; 1, que indican los votos recibidos por P2 desde P1 y P3. Finalmente, la tercera �la, con valores

1; 0; 0, re�eja los votos de relevancia que P3 obtiene de P1 y P2.

Al observar el resultado obtenido, se concluye que este corresponde al mismo valor alcanzado mediante el

conteo ingenuo realizado en la ejecución del ejercicio anterior.

� Paso 2, Normalizamos la matriz traspuesta.

N =

0

B
B
B
@

0 1 1
2

1
2 0 1

2

1
2 0 0

1

C
C
C
A

Observar que la suma de los componentes de cada columna es igual a 1. Formalmente, esta propiedad

caracteriza a N como una matriz estocástica .

En este contexto, N representa el conteo ponderado descrito previamente. En el conjunto de ecuaciones

señaladas en F , se establece:

• R1 = 1 � R2 + 1
2 � R3

• R2 = 1
2 � R1 + 1

2 � R3

• R3 = 1
2 � R1

En este sistema, la primera �la de N corresponde directamente a la relación expresada en la primera ecua-

ción de F , y así sucesivamente para las �las restantes.

La relación existente entre N y F se puede establecer de la siguiente forma:

0

B
B
B
@

R1

R2

R3

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

0 1 1
2

1
2 0 1

2

1
2 0 0

1

C
C
C
A

�

0

B
B
B
@

R1

R2

R3

1

C
C
C
A

= N �

0

B
B
B
@

R1

R2

R3

1

C
C
C
A

Para determinar el orden de relevancia, la teoría establece, a través del teorema de Perron-Frobenius, que

si N es una matriz positiva, entonces posee un único valor propio � max = 1 dominante (positivo), el cual

está asociado a un autovector �! x positivo.

De acuerdo a lo anterior, la matemática nos indica que si �! x =

0

B
B
B
@

R1

R2

R3

1

C
C
C
A

es considerado un autovector, enton-

ces:

N �

0

B
B
B
@

R1

R2

R3

1

C
C
C
A

= � �

0

B
B
B
@

R1

R2

R3

1

C
C
C
A

siendo � el valor propio asociado al autovector �! x .

Es decir,
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0

B
B
B
@

0 1 1
2

1
2 0 1

2

1
2 0 0

1

C
C
C
A

�

0

B
B
B
@

R1

R2

R3

1

C
C
C
A

= � �

0

B
B
B
@

R1

R2

R3

1

C
C
C
A

,

R2 + 1
2 R3 = � � R1

1
2 R1 + 1

2 R3 = �R 2

1
2 R1 = �R 3

9
>>>=

>>>;

De aquí tenemos

R1 + R2 + R3 = � � (R1 + R2 + R3)

Por lo tanto el único valor propio posible que valida lo anterior es � = 1 y es nuestro valor buscado.

� Paso 3. Utilizando herramientas del álgebra lineal, procedemos a calcular los valores propios asociados a la

matriz N . Para ello, es necesario resolver la siguiente ecuación característica:

det(N � � � I ) = 0

Donde I es la matríz identidad.

, det(N � � � I ) = jN � � � I j

,

�
�
�
�
�
�
�
�
�

0

B
B
B
@

0 1 1
2

1
2 0 1

2

1
2 0 0

1

C
C
C
A

� � �

0

B
B
B
@

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

C
C
C
A

�
�
�
�
�
�
�
�
�

,

�
�
�
�
�
�
�
�
�

0

B
B
B
@

� � 1 1
2

1
2 � � 1

2

1
2 0 � �

1

C
C
C
A

�
�
�
�
�
�
�
�
�

, � � 3 +
3
4

� � +
1
4

= 0

, � 1 = 1

, � 2 = �
1
2

, � 3 = �
1
2
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� Paso 4, debemos considerar � 1 = 1 (Por paso 2) y reemplazar en

0

B
B
B
@

� � 1 1
2

1
2 � � 1

2

1
2 0 � �

1

C
C
C
A

Entonces:

,

0

B
B
B
@

� 1 1 1
2

1
2 � 1 1

2

1
2 0 � 1

1

C
C
C
A

� Paso 5, calculamos el vector �! x =

0

B
B
B
@

x1

x2

x3

1

C
C
C
A

de Perron-Frobenius y esto signi�ca calcular:

,

0

B
B
B
@

� 1 1 1
2

1
2 � 1 1

2

1
2 0 � 1

1

C
C
C
A

�

0

B
B
B
@

x1

x2

x3

1

C
C
C
A

= 0

Multiplicando obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

� x1 + x2 + 1
2 x3 = 0

1
2 x1 � x2 + 1

2 x3 = 0

1
2 x1 � x3 = 0

9
>>>=

>>>;

Si observamos y reemplazamos los valores de x1 por R1 , x2 por R2 y x3 por R3 obtenemos el mismo sistema de

ecuaciones del proceso anterior (F ):

�! x =

0

B
B
B
@

x1

x2

x3

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

2

3
2

1

1

C
C
C
A

Siguiendo el mismo procedimiento y con la ayuda del software matemático matrix calculator , reemplazamos los

valores obtenidos de � 2 = � 1
2 y � 3 = � 1

2 obteniendo como vectores propios: (�� )

v2 = v3 =

0

B
B
B
@

� 1

0

1

1

C
C
C
A
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Es importante destacar que, para determinar la relevancia de una página web, el teorema de Perron-Frobenius

garantiza que el candidato óptimo está dado por el vector propio correspondiente al valor propio � = 1 . Este vector

representa la máxima relevancia y, por lo tanto, identi�ca la página más signi�cativa dentro del sistema.

Los resultados obtenidos, independientemente del enfoque seguido, conducen al mismo resultado. La justi�cación

de por qué, en el desarrollo del ejercicio matricial, se realizaron una serie de pasos que derivaron en la obtención

del vector de Perron-Frobenius será abordada en detalle, de manera técnica y rigurosa, en el Apéndice B de este

documento.

Con el propósito de brindar mayor claridad al proceso, se presentará un esquema general que incluye matrices

de adyacencia de dimensiones 2x2 y 3x3. Este enfoque permitirá ilustrar la complejidad inherente al cálculo de

los valores propios y, en última instancia, a la determinación de los vectores propios.

2.0.11. El caso de una matríz de 2x2

Una matriz general no estocástica de 2 � 2 cuyos elementos son:

M =

0

@
a b

c d

1

A :

Donde a; b; c; dson números reales 6= 0 .

Si cada columna de M suma 1, la matriz se convierte en una matríz estocástica M E por columnas. Esto se

puede lograr rede�niendo los elementos de la última �la como:

M E =

0

@
a b

1 � a 1 � b

1

A :

De esta manera, se garantiza que:

a + (1 � a) = 1 ; b+ (1 � b) = 1 :

Restamos � I , donde I es la matriz identidad:

I =

0

@
1 0

0 1

1

A :

La nueva matriz es:

M E � � I =

0

@
a � � b

1 � a 1 � b� �

1

A :

Luego, el det( M � � I )=0, se calcula como sigue:

det(M E � � I ) =

�
�
�
�
�
�

a � � b

1 � a 1 � b� �

�
�
�
�
�
�

= 0
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El polinomio característico resultante es:

, � 2 � (a � b+ 1) � � + ( a � b) = 0

Por lo tanto, los valores propios son:

, � 1 = 1

, � 2 = a � b

Si � 1 = 1 , el vector propio v1 es el siguiente:

v1 =

0

@
� b

a� 1

1

1

A

Ahora bien, si � 2 = a � b, el vector propio v2 es:

v1 =

0

@
� 1

1

1

A

En el caso de una matriz de dimensiones 2x2, aplicada al análisis de enlaces entre páginas web, se descarta

por completo la posibilidad de que una página se enlace a sí misma y que el valor de sus votos o conexiones

sea un número negativo. Bajo estas restricciónes, las con�guraciones posibles que se pueden considerar son las

siguientes:

� Caso 1: Página 1 cite a la 2 y que la página 2 cite a 1.

� Caso 2: Página 1 cite a 2 y que 2 no cite a ninguna página.

� Caso 3: Página 1 no cite a ninguna página y página 2 cite a página 1.

De acuerdo a la primera posibilidad el valor que toma a es 0 y el valor de b es 1.

Los casos 2 y 3 carecen de una importancia sustancial, dado que, en estas con�guraciones, si una página cita a

otra, la página receptora de la citación se considera la más relevante. Por otro lado, en el caso 1, al sustituir los

valores de a y b en v1, se obtiene lo siguiente:

v1 =

0

@
� b

a� 1

1

1

A =

0

@
1

1

1

A

Esta conclusión es coherente con el resultado esperado, ya que, al citarse mutuamente, ambas páginas adquieren

la misma relevancia.
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2.0.12. El caso de una matríz de 3x3

Aquí se de�ne una matriz general no estocástica de 3 � 3 cuyos elementos son:

M =

0

B
B
B
@

a b c

d p f

g h i

1

C
C
C
A

:

Donde a; b; c; d; p; f; g; h; i son números reales 6= 0 .

Si cada columna de M suma 1, la matriz se convierte en una matriz estocástica M E por columnas. Esto se puede

lograr rede�niendo los elementos de la última �la como:

M E =

0

B
B
B
@

a b c

d p f

1 � a � d 1 � b� p 1 � c � f

1

C
C
C
A

:

De esta manera, se garantiza que:

a + d + (1 � a � d) = 1 ; b+ p + (1 � b� p) = 1 ; c + f + (1 � c � f ) = 1 :

En nuestro caso de ejemplo descrito en 2.0.10, nuestros valores iniciales son (
) :

a = 0; b = 1; c =
1
2

; d =
1
2

; p = 0; f =
1
2

1 � a � d =
1
2

; 1 � b� p = 0; 1 � c � f = 0

Restamos � I , donde I es la matriz identidad:

I =

0

B
B
B
@

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

C
C
C
A

:

La nueva matriz es:

M E � � I =

0

B
B
B
@

a � � b c

d p � � f

1 � a � d 1 � b� p 1 � c � f � �

1

C
C
C
A

:

Luego, el det( M � � I ) se calcula como sigue:

det(M E � � I ) =

�
�
�
�
�
�
�
�
�

a � � b c

d p � � f

1 � a � d 1 � b� p 1 � c � f � �

�
�
�
�
�
�
�
�
�

:
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Para encontrar los valores propios, calculamos det(M E � � I )=0. De acuerdo a lo anterior, el polinomio carac-

terístico resultante es (	) :

� � 3 + ( a � c � f + p + 1) � � 2 � (a � c � bd+ cd� af + bf � f + ap � cp+ p) � � � (bd� cd+ af � bf � ap+ cp) =

� (� � 1) � (� 2 � (a � c � f + p) � � � (bd� cd+ af � bf � ap + cp)) =

� (� � 1) �
�

� � a� c� f + p� (a2 + c2 +2 ac+4 bd� 4cd+ f 2 +2 af � 4bf +2 cf + p2 � 2ap+2 cp� 2fp )
1
2

2

�
�

�
� � a� c� f + p+( a2 + c2 +2 ac+4 bd� 4cd+ f 2 +2 af � 4bf +2 cf + p2 � 2ap+2 cp� 2fp )

1
2

2

�
= 0

Por lo tanto, los valores propios son:

� 1 = 1

� 2 = a� c� f + p� (a2 + c2 +2 ac+4 bd� 4cd+ f 2 +2 af � 4bf +2 cf + p2 � 2ap+2 cp� 2fp )
1
2

2

� 3 = a� c� f + p+( a2 + c2 +2 ac+4 bd� 4cd+ f 2 +2 af � 4bf +2 cf + p2 � 2ap+2 cp� 2fp )
1
2

2

Si reemplazamos los valores de (
) en � 2 y � 3, tenemos

� 2 = �
1
2

; � 3 = �
1
2

Ambos resultados son coincidentes con lo obtenido en el ejemplo propuesto de la �gura 2.15.

A modo general, dichos valores propios (� ) no son otra cosa que las raíces del polinomio cúbico (	) :

Uno de los valores propios será � 1 = 1 , los otros estarán determinados por lo siguiente:

Si

� = a2 � 2ac � 2ap + 2af + 4bd� 4bf + c2 � 4cd+ 2cp+ 2cf + p2 � 2pf + f 2:

Los otros dos valores propios son:

� 2 =
a � c + p � f

2
�

p
�
2

; � 3 =
a � c + p � f

2
+

p
�
2

;

Si � 1 = 1 , el vector propio v1 es el siguiente:

v1 =

0

B
B
B
@

� c+ bf � cp
� 1+ a+ bd+ p� ap

� cd+ f � af
� 1+ a+ bd+ p� ap

1

1

C
C
C
A
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Nuevamente si reemplazamos los valores (
) , el vector propio v1 es:

v1 =

0

B
B
B
@

2

3
2

1

1

C
C
C
A

El cuál, coincide con el valor del vector propio descrito en el ejemplo propuesto de la �gura 2.15.

2.0.12.1. Condiciones para � 2 > 0

Para que � 2 > 0, se requieren las siguientes condiciones:

1. a + p > c + f ,

2. a � c + p � f >
p

� ,

3. � � 0 (para garantizar que la raíz cuadrada sea real).

Si estas condiciones se cumplen, el valor propio � 2 será positivo. De lo contrario puede ser negativo o tener una

solución no real. En base a lo anterior, el vector propio v2 es el siguiente:

v2 =

0

B
B
B
B
@

� ac� c2 +2 bf � cf � cp� c�
p

�
ac� c2 +2 cd� af +2 bf � 2cf � f 2 � cp+ fp � c

p
� � f

p
�

� 4cd� 2af � 2cf � 2f 2 +2 fp � 2f
p

�
2ac� 2c2 +4 cd� 2af +4 bf � 4cf � 2f 2 � 2cp+2 fp � 2c�

p
� � 2f

p
�

1

1

C
C
C
C
A

2.0.12.2. Condiciones para � 3 > 0

Para que � 3 > 0, se requieren las siguientes condiciones:

1. c + f > a � p

2.
p

� > c + f � a � p

3. � � 0 (para garantizar que la raíz cuadrada sea real).

Si estas condiciones se cumplen, el valor propio � 3 será positivo. De lo contrario puede ser negativo o tener una

solución no real. En base a lo anterior, el vector propio v3 es el siguiente:

v3 =

0

B
B
B
B
@

� ac� c2 +2 bf � cf � cp+ c�
p

�
ac� c2 +2 cd� af +2 bf � 2cf � f 2 � cp+ fp + c

p
�+ f

p
�

� 4cd� 2af � 2cf � 2f 2 +2 fp +2 f
p

�
2ac� 2c2 +4 cd� 2af +4 bf � 4cf � 2f 2 � 2cp+2 fp +2 c�

p
�+2 f

p
�

1

1

C
C
C
C
A
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Si reemplazamos los valores de (
) en v2 y v3 obtenemos:

v2 = v3 =

0

B
B
B
@

� 1

0

1

1

C
C
C
A

Ambos valores coinciden con los resultados obtenidos en (�� ) del ejemplo propuesto de la �gura 2.15 .
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Capítulo 3: Marco Teórico

3.1. Marco Teórico

3.1.1. La modelación como estrategia de enseñanza

Los antecedentes históricos del concepto de modelación matemática se remontan a las grandes civilizaciones

de la antigüedad, como los antiguos egipcios, babilonios y griegos, que aplicaron hábilmente las matemáticas

para abordar una variedad de desafíos prácticos en la construcción, el comercio, la astronomía y la navegación.

Estas culturas tempranas utilizaron métodos y conceptos matemáticos que formaron la base de los desarrollos

posteriores. Durante la revolución cientí�ca del siglo XVII, la modelación matemática se avanzó y se perfeccionó

aún más, convirtiendo las matemáticas en una parte esencial de las ciencias naturales. Esta integración, fue

crucial para el progreso y los descubrimientos cientí�cos. De este modo, allanó el camino para el desarrollo de

modelos matemáticos avanzados que ahora se utilizan ampliamente en diversos campos, como la investigación

cientí�ca, la ingeniería, la medicina y el análisis económico, destacando el papel principal de las matemáticas en

la solución de los problemas complejos que enfrenta la sociedad moderna (Schøning, 2021).

Al examinar las diversas de�niciones de la modelación matemática , se pueden identi�car distintas perspectivas

que enriquecen nuestra comprensión del concepto. Según Bassanezi (2002), la modelación matemática se en-

tiende como el arte de transformar problemas provenientes de la realidad en problemas matemáticos que puedan

ser resueltos, interpretando sus soluciones en un lenguaje accesible y comprensible para el contexto real. Por

otro lado, Blomhoj (2004) sostiene que la modelación supone una comprensión profunda de las matemáticas

involucradas, considerándola como una práctica educativa que establece una estrecha conexión entre el mundo

real y las matemáticas, situando a estas últimas en el centro del proceso de enseñanza y aprendizaje. En un

enfoque más dinámico, Biembengut et al. (2004) de�nen la modelación como un proceso que se utiliza para la

creación y validación de modelos matemáticos. Schmidt (2010), por su parte, describe la modelación matemática

como el uso de las matemáticas para resolver problemas reales y abiertos. Finalmente, Blum y Borromeo (2009)

entienden la modelación matemática como un proceso centrado en situaciones o fenómenos reales, que facilita

el traslado bidireccional del mundo real a las matemáticas.

En el presente trabajo, se adoptará la de�nición de Morten Blomhoj (2004) sobre la modelación matemática ,

debido a su énfasis en la comprensión de las matemáticas involucradas en el proceso y su estrecha relación con

el mundo real. Esta perspectiva resulta fundamental para guiar el enfoque metodológico del estudio.
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3.1.2. Modelación Matemática en el Currículum Chileno

La modelación matemática tiene un papel destacado en el currículo educativo chileno, considerándose una com-

petencia esencial para vincular el conocimiento matemático con situaciones del mundo real. Esta competencia,

denominada “modelar”, se presenta en el currículo como un nexo entre la comprensión abstracta de las mate-

máticas y su aplicación en contextos prácticos (MINEDUC, 2016b). La modelación facilita a los estudiantes la

construcción de modelos algebraicos, geométricos o funcionales que representan fenómenos reales, proporcio-

nando relevancia a los conceptos matemáticos y potenciando la alfabetización matemática.

De acuerdo con el currículo chileno, la modelación se describe como “la creación de un modelo físico o abs-

tracto que capture ciertos aspectos de una realidad con el propósito de estudiarla, modi�carla y/o evaluar su

comportamiento” (MINEDUC, 2016b, p. 108). Este proceso abarca la habilidad de representar datos de manera

apropiada, elegir métodos matemáticos y utilizar herramientas adecuadas para la resolución de problemas. Así,

los estudiantes fomentan una comprensión contextualizada de las matemáticas y su aplicabilidad.

El currículo resalta, además, la relevancia de que los estudiantes descubran signi�cados en las matemáticas,

tanto en contextos abstractos como en su aplicación en la vida diaria. Este enfoque se encuentra en consonancia

con los principios vigotskianos, que sostienen que el aprendizaje se produce a través de la interacción entre el

conocimiento matemático y la realidad sociocultural del estudiante (MINEDUC, 2016b).

La actividad de modelar se considera un proceso en el que el estudiante atraviesa diversas etapas para el de-

sarrollo de la competencia de modelado. El currículo detalla tales etapas de la siguiente manera (MINEDUC,

2016b):

� Expresar acciones o situaciones con lenguaje matemático.

� Aplicar, seleccionar y evaluar modelos que involucren operatoria.

� Identi�car regularidades en expresiones numéricas y geométricas y generalizar utilizando lenguaje matemá-

tico.

� Aplicar, seleccionar y evaluar modelos que involucren patrones y regularidades.

� Traducir expresiones en lenguaje cotidiano a lenguaje matemático y viceversa.
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Asimismo, se propone una perspectiva cognitiva en relación al signi�cado de la acción matemática cuando un

estudiante lleva a cabo un proceso de modelación, tal como se ilustra en la �gura 3.1

Figura 3.1: Pensamiento y acción matemática cuando una tarea de modelación desafía al estudiante en un contexto
del mundo real. Fuente: MINEDUC, 2016b

El currículo de�ne el modelamiento matemático como una forma de resolución de problemas, subrayando que su

objetivo es que los estudiantes analicen, razonen y comuniquen conceptos matemáticos; implica el planteamiento,

la resolución y la interpretación efectiva en contextos cotidianos. Asimismo, se especi�can cinco etapas que este

enfoque de resolución de problemas requiere cuando un estudiante se enfrenta a un desafío:

� 1. Se comienza con una problemática contextualizada en la realidad.

� 2. Se estructura conforme a principios matemáticos que identi�can las matemáticas pertinentes.

� 3. De manera progresiva, la realidad se va disminuyendo a través de procedimientos como la formulación de

hipótesis, la generalización y la formalización. Este proceso pone de mani�esto los aspectos matemáticos

de la situación cotidiana y convierte el problema real en un problema de carácter matemático.

� 4. Se resuelve el problema matemático

� 5. Se otorga signi�cado a la solución matemática en relación con la situación real, al tiempo que se recono-

cen las limitaciones inherentes a dicha solución.
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En síntesis:

Figura 3.2: Caracterización de las 5 etapas del modelamiento matemático según el currículum chileno. Fuen-
te:(MINEDUC, 2016b, p.15)

3.1.3. El proceso de modelación matemática

Para abordar la modelación matemática, es imprescindible seguir un proceso que permita comprender una reali-

dad especí�ca y, a través de diversas etapas, construir un sistema matemático que la represente de manera

adecuada. Este proceso, conocido como proceso de modelación matemática , será el marco referencial para el

desarrollo de este trabajo. En particular, se utilizará el modelo propuesto por Blomhoj y Højgaard-Jensen (2003),

que se detalla en la �gura 3.3 .

Figura 3.3: Proceso de Modelación Matemática propuesto por Blomhoj et al. (2003)
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3.2. Relación entre la de�nición de modelación MINEDUC y proceso de modelación de

Blomjhø y Højgaard-Jensen

La modelación matemática es una herramienta esencial en la enseñanza de las matemáticas, ya que permite

vincular conceptos abstractos con situaciones del mundo real. En el contexto chileno, el Ministerio de Educación

(MINEDUC) ha de�nido un esquema especí�co para abordar la modelación en el currículo escolar. Por otro lado,

el modelo propuesto por Blomhøj y Højgaard-Jensen (2003) presenta un enfoque estructurado basado en fases

claramente delimitadas. Las similitudes y diferencias desde una perspectiva técnica y didáctica son las siguientes:

3.2.1. Similitudes entre ambos esquemas

Ambos modelos comparten ciertos principios fundamentales:

� Relación con el mundo real : Tanto el esquema del MINEDUC como el de Blomhøj y Højgaard-Jensen

enfatizan la importancia de partir de problemas contextualizados en la realidad.

� Proceso iterativo : Ambos modelos consideran la modelación como un proceso cíclico en el que la valida-

ción y reformulación de los modelos juegan un papel crucial.

� Uso de representaciones múltiples : Se destaca la traducción entre distintos registros semióticos, como el

lenguaje cotidiano, simbólico y grá�co.

� Interpretación de resultados : En ambos casos, la modelación no concluye con la obtención de una solu-

ción matemática, sino que esta debe ser interpretada en términos del problema original.

3.2.2. Diferencias entre ambos enfoques

A pesar de estas similitudes, existen diferencias clave en la estructuración de cada modelo.

� En relación a las fases del proceso , el currículo chileno plantea cinco etapas generales:

1. Identi�cación de un problema contextualizado.

2. Traducción del problema a un modelo matemático.

3. Aplicación de procedimientos matemáticos para resolverlo.

4. Interpretación de la solución en términos del problema real.

5. Evaluación y validación de la solución

� Por otro lado, el modelo de Blomhøj y Højgaard-Jensen es más detallado, incluyendo fases , tales como:

1. Formulación del problema (FP).

2. Sistematización (SM).

3. Matematización (MT).

4. Análisis del sistema matemático (ASM).

5. Interpretación y evaluación (IE).

6. Validación (VL).
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� Nivel de formalización: El modelo de Blomhøj y Højgaard-Jensen enfatiza un proceso más riguroso de mate-

matización, incluyendo un análisis estructurado del sistema matemático y su validación dentro del contexto

del problema original. En contraste, el esquema del MINEDUC está diseñado con un enfoque más didáctico

y accesible para estudiantes de educación básica y media.

� Flexibilidad en la aplicación: El modelo del MINEDUC está orientado hacia la enseñanza escolar y se adapta

al currículo nacional, mientras que el enfoque de Blomhøj y Højgaard-Jensen está pensado para contextos

educativos más avanzados, como la formación de profesores o la educación superior.
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Capítulo 4: Metodología

El presente trabajo de investigación es cualitativo exploratorio, al estar centrado en el diseño y validación de una

situación de aprendizaje en “sistemas de ecuaciones”.

Su validación es local al ser experimentada en un grupo determinado de estudiantes en formación inicial de

pedagogía en matemática, los cuales son los sujetos de estudio y la población para la que cobra sentido esta

investigación.

El proceso de recolección de datos se realiza mediante el análisis de las producciones de los estudiantes. Con la

intención de establecer la validación del diseño para ver el grado de completitud de conversiones y tratamientos

en el marco analítico deductivo de Blomjhø y Højgaard-Jensen y se establece como metodología de investigación

la Ingeniería Didáctica , que vigilará el uso del registro geométrico y algebraico en la construcción del concepto

de “sistemas de ecuaciones”. Una característica crucial de esta metodología permite la validación interna de un

diseño.

Es un enfoque metodológico desarrollado en el marco de la Didáctica de las Matemáticas, especialmente en la

tradición francesa, que tiene como propósito el diseño, experimentación y análisis de situaciones de enseñanza

con un fuerte respaldo teórico y empírico (Artigue, 1996) (28). Se fundamenta en la idea de que la enseñanza

y el aprendizaje de las matemáticas no pueden entenderse de manera aislada, sino en función de las interac-

ciones entre los estudiantes, los docentes y los objetos matemáticos dentro de un contexto didáctico especí�co

(Brousseau, 1997) (29).

La ingeniería didáctica sigue una secuencia de cuatro fases bien de�nidas (Artigue, 2009) (30):

� Análisis y diseño a priori : Se establecen los objetivos de aprendizaje y se diseña un conjunto de situacio-

nes didácticas basadas en hipótesis teóricas sobre el conocimiento y su adquisición.

� Experimentación en el aula : Se implementa el diseño en un contexto real de enseñanza, observando las

interacciones entre los estudiantes y los objetos matemáticos.

� Análisis a posteriori : Se estudian los resultados de la experimentación, contrastando las hipótesis iniciales

con los datos empíricos obtenidos.

� Validación y reajuste : Se reformulan y optimizan las propuestas didácticas en función de los análisis reali-

zados.

En este sentido, la Ingeniería Didáctica representa un enfoque cíclico e iterativo, donde el conocimiento didáctico

se construye progresivamente a partir de la experimentación controlada y la teorización sobre la enseñanza y

el aprendizaje. Su valor radica en la capacidad de proporcionar herramientas metodológicas para el diseño de

secuencias didácticas fundamentadas, lo que permite evaluar y mejorar continuamente las prácticas educativas

en matemáticas (Godino et al., 2014) (31).

4.0.1. Descripción del estudio

El diseño de la secuencia didáctica se fundamentó en el marco teórico propuesto por Hernández et al. (2014),

como referencia principal para cumplir con el primer objetivo especí�co del proyecto: la elaboración de una se-

cuencia didáctica claramente estructurada. Para ello, se diseñaron tres clases que aplican de manera efectiva la

estrategia de modelación. En cuanto al segundo objetivo especí�co, relacionado con la implementación de una

de estas clases, se adoptaron rigurosamente las etapas descritas por Isoda y Olfos (2009) (32), asegurando una

aplicación precisa y cuidadosa de cada fase del proceso.
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4.0.2. Etapas del diseño del estudio

El diseño del presente estudio se basó en las cuatro etapas de la investigación-acción propuestas por Hernández

et al. (2014). Ver tabla 4.1 .

Etapas Acciones

1. Problemática y
Diagnóstico

Se llevó a cabo la identi�cación y formulación de una
problema relacionado con la carencia de ejercicios de
modelación que utilicen sistemas de ecuaciones en los
textos de estudio del curso de álgebra lineal destinado a
estudiantes formándose en la carrera de pedagogía en
matemáticas de la universidad de Santiago de Chile. Esta
situación conllevó a la realización de una revisión
curricular y de los textos correspondientes al nivel,
además de la de�nición del objeto matemático que se
encuentra en cuestión.

2. Formulación de
un plan

Se elaboró una secuencia didáctica compuesta por tres
sesiones con el propósito de abordar la problemática
planteada, fundamentada en la metodología de la
ingeniería didáctica. Esta secuencia se centra en una
actividad que emplea la estrategia de modelación junto a
los estudiantes, titulada ¿Qué página web es más
relevante? Los planes de clase fueron concebidos en
concordancia con el proceso de modelación matemática
de Blomjøh y Højgaard-Jensen, considerado como el
marco teórico para el presente estudio.

3. Implementación Se realizaron tres clases o intervenciones del plan
elaborado para la secuencia con estudiantes de segundo
año que cursan el primer semestre de la asignatura
didácticas de las matemáticas , correspondiente a la
carrera de Pedagogía en Matemática y Computación de
la Universidad de Santiago de Chile. Se estableció
contacto con la profesora a cargo de la
asignatura,Daniela Soto, para posteriormente enviar una
carta de invitación a los estudiantes con el �n de
convocarlos a participar en el proyecto de tesis de
magíster.

4. Re�exión Posterior a cada implementación, se llevó a cabo una
re�exión sobre la estructura, formato y preguntas a
considerar en la nueva sesión. Esto permitió generar un
plan de clase para la segunda intervención y mejoras
para la tercera intervención.

Tabla 4.1: Etapas del diseño del estudio
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4.0.3. Contexto y sujetos de estudio

Para llevar a cabo la implementación del primer plan de clase de la secuencia didáctica diseñada, se realizaron

tres intervenciones. En la tabla 4.2 se detalla el contexto en el que se desarrolló cada sesión, así como los

participantes que actuaron como sujetos informantes.

Sesiones Descripción del contexto y sujetos de estudio

Sesión 1 Realizada en la Universidad de Santiago de Chile;
los sujetos informantes fueron 12 estudiantes del
curso didáctica de las matemáticas del segundo
año del primer semestre de carrera de pedagogía
en matemática y computación de la Universidad de
Santiago de Chile , quienes participaron de la clase
con una duración de 90 minutos.

Sesión 2 Fue realizada en los laboratorios de computación
de la Universidad de Santiago de Chile, el grupo de
estudio fue el mismo que en la primera sesión. La
duración de la actividad fue de 90 minutos

Sesión 3 Realizada de forma telemática y consideró el
mismo grupo de estudio. La sesión tuvo una
duración de 90 minutos

Tabla 4.2: Contexto y sujetos de estudio

Los estudiantes se organizaron en 4 grupos conformados cada uno por tres integrantes para el desarrollo de la

actividad de clase implementada. Para el análisis, se tomaron en cuenta únicamente las producciones entregadas

al término de las intervenciones que cumplieran con los criterios de orden y legibilidad, excluyéndose aquellas que

no re�ejaron un trabajo riguroso y comprometido con la actividad propuesta. La tabla 4.3 detalla la clasi�cación

de los grupos en función del orden de participación en las intervenciones realizadas en el aula.

Intervenciones Grupos

Sesión 1 G2,G1,G3,G4

Sesión 2 G1,G2,G3,G4

Sesión 3 G2,G1,G4,G3

Tabla 4.3: Clasi�cación de grupos por orden de participación
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4.0.4. Técnicas de recopilación de datos

Para el desarrollo de este estudio, se emplearon dos técnicas de recolección de datos, las cuales fueron aplicadas

a lo largo de las tres intervenciones mencionadas previamente. Estas técnicas permitieron obtener información

valiosa que contribuyó al análisis y evaluación de la secuencia didáctica propuesta. A continuación, la tabla 4.4

presenta una descripción detallada de cada una de las técnicas utilizadas, especi�cando sus características, el

propósito de su implementación y la forma en que se integraron al proceso de investigación. De este modo, se

garantiza que la recolección de datos se llevó a cabo de manera sistemática y coherente, asegurando la validez y

�abilidad de los resultados obtenidos en el estudio.

Técnicas Descripción

Registro Escrito Actividad: ¿Cuál es la página web de mayor
relevancia? (Partes I y II) y actividad: ¿Quién es el
culpable?, que constituyeron la base esencial para
la elaboración y desarrollo del plan de clase que se
implementó. Estas actividades se llevaron a cabo
de manera colaborativa por los estudiantes,
quienes registraron sus respuestas y
procedimientos detallados en la hoja de registro
proporcionada a cada grupo, lo que permitió un
análisis más profundo y formativo del proceso de
aprendizaje.

Regístro audiovisual Grabación en formato de video de la primera y
segunda intervención en la universidad, las cuales
fueron editadas posteriormente para observar los
momentos más signi�cativos de cada sesión.

Tabla 4.4: Técnicas de recopilación de datos
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4.0.5. Categorías de análisis

Se realizó la implementación del proceso de modelación matemática sugerido por Blomhøj y Højgaard-Jensen

(Blomhøj y Højgaard-Jensen, 2003; Blomhøj, 2008). El propósito de esta integración fue identi�car las acciones y

procesos correspondientes a los subprocesos de matematización dentro del contexto del proceso de modelación.

La tabla 4.5 presenta las categorías de análisis, que se entienden como las fases del proceso de modelación

matemática, observadas en las producciones escritas de los participantes, acompañadas de los códigos corres-

pondientes para su identi�cación.

Categorías Descriptores

Formulación del
problema (FP)

Elaborar comentarios respecto a la problemática
presentada, elaboración de un plenario
consultando las observaciones de la situación de
estudio.

Sistematización
(SM)

Elaborar una hipótesis en relación con la situación
problemática. Representar, a través de un gráfo o
matricialmente, lás páginas web y sus
contribuciones que reciben de las páginas web que
enlazan.

Matemátización
(MT)

Identi�car relaciones que pueden ser expresadas
mediante modelos matemáticos a partir de la
situación planteada.

Análisis del
sistema
matemático (ASM)

Identi�car las variables que intervienen en la
situación problemática, así como la naturaleza de
la relación que existe entre ellas.

Interpretación y
evaluación (IE)

Interpretar el modelo desarrollado. Realizar una
evaluación empleando valores conocidos
proporcionados en el marco del problema.

Validación (VL) Proyectar el problema tomando otros enlaces o
conexiones de páginas web. Realizar una
representación grá�ca (grafo)

Tabla 4.5: Fases del proceso de modelización matemática
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4.0.6. Aspectos generales de la secuencia didáctica

Las clases que conforman la secuencia tienen objetivos especí�cos que están interrelacionados, cuyos aspectos

generales se detallan en la tabla 4.6 .

Clases Objetivo Actividades Características

Clase 1 Utilizar el método de
modelación matemática
para determinar la
relevancia de un conjunto
de páginas web a partir
de sus conexiones,
desarrollando un grafo y
una fórmula que
represente las
contribuciones entre
páginas.

¿Cuál página web es
más relevante?. Parte I

Sistemas de
ecuaciones

Clase 2 Determinar el orden de
relevancia de un conjunto
de páginas web mediante
modelación matemática,
utilizando matrices
normalizadas, valores y
vectores propios.

¿Cuál página web es
más relevante?. Parte II

Matrices, sistemas
de ecuaciones

Clase 3 Determinar al culpable en
un caso de acusaciones
cruzadas mediante la
representación de
relaciones en un grafo o
matriz, utilizando el aná-
lisis de relevancia para
justi�car las conclusiones
obtenidas.

Los más buscados Sistemas de
ecuaciones,
matrices

Tabla 4.6: Ejemplo de tabla con cuatro columnas alineadas y presentables.
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En cada plan de clase, se establece una distinción entre el objetivo de la clase y la presentación de este a los

estudiantes, permitiendo que sean ellos quienes lo descubran a medida que avanzan en las distintas etapas del

proceso de modelación matemática de Blomjøh y Højgaard-Jensen. Ver tabla 4.7

Clases Objetivo de la clase Objetivo declarado a
los estudiantes

Clase 1 Aplicar conceptos de
redes y grafos para
analizar y modelar la
relevancia de páginas
web, utilizando criterios
matemáticos de sistemas
de ecuaciones

Utilizar el método de
modelación matemática
para determinar la
relevancia de un conjunto
de páginas web a partir
de sus conexiones,
desarrollando un grafo y
una fórmula que
represente las
contribuciones entre
páginas.

Clase 2 Representar, analizar y
modelar relaciones entre
páginas web utilizando
matrices y vectores
propios para determinar
relevancia

Determinar el orden de
relevancia de un conjunto
de páginas web mediante
modelación matemática,
utilizando matrices
normalizadas, valores y
vectores propios.

Clase 3 Modelar una red de
relaciones a partir de
declaraciones para
determinar al culpable
utilizando herramientas
matemáticas como grafos
o matrices

Determinar al culpable en
un caso de acusaciones
cruzadas mediante la
representación de
relaciones en un grafo o
matriz, utilizando el
análisis de relevancia
para justi�car las
conclusiones obtenidas.

Tabla 4.7: Distinción entre objetivo de la clase y objetivo declarado a los estudiantes

En respuesta a la necesidad de desarrollar una competencia esencial como lo es la capacidad de modelar (Blum y

Borromeo-Ferri, 2009), se propone el diseño de esta secuencia didáctica, con el objetivo de integrar la modelación

como estrategia pedagógica de manera habitual en el aula, tanto desde una perspectiva didáctica como curricular.

En el ámbito didáctico, las clases que componen la propuesta se estructuran de tal forma que permiten a los

estudiantes recorrer las fases del proceso de modelación matemática, conforme al modelo didáctico-cognitivo

establecido para este estudio (Blomhøj y Højgaard-Jensen, 2003; Blomhøj, 2008), con el �n de generar y validar

un modelo para una situación dada, presentada como un desafío a los estudiantes. De igual manera, el nivel de

complejidad de las sesiones es progresivo, permitiendo que los alumnos, basándose en sus experiencias previas

y conocimientos adquiridos, formulen estrategias para abordar la actividad central de cada sesión.
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4.0.7. Técnicas de análisis

Para el análisis de los resultados, se tomará en cuenta el registro más completo de cada grupo de sujetos in-

formantes, obtenido durante las implementaciones. Estos registros serán tabulados clase a clase y clasi�cados

según las etapas alcanzadas en el proceso de modelización matemática. Aunque todos los participantes desarro-

llan la actividad, se seleccionará aquel trabajo que el grupo considere más representativo para ser registrado en

en una tabla como la indicada a 4.8.

Grupos Categorías

* FP SM MT ASM IE VL
G1
G2
G3
G4

Tabla 4.8: Grupos y Categorías de análisis
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Capítulo 5: Intervención del proyecto

La presente intervención didáctica se desarrolló en el contexto de la enseñanza del álgebra lineal en la carrera

de Pedagogía en Matemática y Computación de la Universidad de Santiago de Chile. Su propósito fue abordar

la ausencia de ejercicios de modelación que empleen sistemas de ecuaciones en los textos de estudio de la

asignatura. Para ello, se diseñó e implementó una secuencia didáctica basada en la modelación matemática

como estrategia de enseñanza.

En una primera etapa, se identi�có y formuló el problema a partir de la revisión curricular y del análisis de los

materiales de estudio utilizados en la formación inicial docente. Este proceso permitió reconocer la carencia de

actividades que promuevan el uso de sistemas de ecuaciones en situaciones de modelación, lo que evidenció la

necesidad de diseñar una propuesta didáctica que incorporara este enfoque. Además, se de�nió con precisión el

objeto matemático en cuestión, estableciendo un marco teórico que sustentara el desarrollo de la intervención.

Como respuesta a esta problemática, se diseñó una secuencia didáctica conformada por tres sesiones, funda-

mentadas en la metodología de la ingeniería didáctica. La actividad central de la propuesta, titulada ¿Qué página

web es más relevante?, busca introducir a los estudiantes en la modelación matemática mediante la resolución

de un problema contextualizado con sistemas de ecuaciones. Los planes de clase fueron elaborados siguiendo el

proceso de modelación matemática de Blomjøh y Højgaard-Jensen, considerado el marco teórico adoptado en la

investigación.

La secuencia didáctica fue implementada en tres instancias con la participación de 12 estudiantes de segundo

año (primer semestre) de la carrera de Pedagogía en Matemática y Computación de la Universidad de Santiago

de Chile, quienes cursaban la asignatura didáctica de las matemáticas . Para la selección de los participantes,

se estableció contacto con la profesora a cargo del curso, Daniela Soto(Jefa de la carrera de pedagogía en

matemática y computación, USACH), y se envió una carta de invitación a los estudiantes, quienes aceptaron

voluntariamente formar parte del estudio. Los participantes poseían conocimientos previos sobre sistemas de

ecuaciones adquiridos en su formación escolar, según lo registrado en el barrido curricular de enseñanza media

(tablas 2.2 y 2.3) , así como nociones básicas de álgebra lineal universitaria.

Luego de cada implementación, se llevó a cabo un proceso de re�exión orientado a evaluar la estructura de la ac-

tividad, el formato de la secuencia y la pertinencia de las preguntas formuladas. Estos análisis permitieron realizar

ajustes y mejoras en los planes de clase, optimizando la propuesta en función de las observaciones obtenidas.

Así, la segunda y tercera intervención incorporaron modi�caciones que favorecieron una mejor comprensión de

los conceptos y una mayor efectividad en el desarrollo de la actividad de modelación.

A continuación, se describen en detalle las tres sesiones de la secuencia didáctica, incluyendo sus respectivas

plani�caciones, el desarrollo de las actividades y las interacciones esperadas con los estudiantes. Además, se

diseñaron y analizaron las preguntas formuladas tanto por el docente como por los alumnos, con el objetivo de

orientar la construcción del conocimiento y promover la re�exión en torno al proceso de modelación matemática.

Estas preguntas y respuestas fueron registradas y examinadas para evaluar su impacto en el aprendizaje y la

comprensión de los sistemas de ecuaciones dentro del contexto de modelación.
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5.1. Plani�cación clase 1

5.1.1. Indicaciones de la clase. 5 minutos

Categoría Descripción

Objetivo de Aprendizaje (OA)
Aplicar conceptos de redes y grafos para analizar y mode-
lar la relevancia de páginas web, utilizando criterios mate-
máticos de sistemas de ecuaciones.

Habilidades

� Interpretar situaciones reales y representarlas mate-
máticamente.

� Analizar y argumentar decisiones en función de cri-
terios matemáticos.

� Resolver problemas utilizando modelos matemáti-
cos.

Actitudes

� Mostrar disposición a justi�car los procedimientos
utilizados en el análisis matemático.

� Valorar la utilidad de la modelación matemática en la
toma de decisiones informadas.

Conocimientos Previos

� Representación de datos mediante grá�cos y tablas.
� Operaciones básicas con números racionales.
� Resolución de sistemas de ecuaciones.

Objetivo de la clase

Utilizar el proceso de modelación matemática de Blom-
jøh y Højgaard-Jensen para determinar la relevancia de
un conjunto de páginas web a partir de sus conexiones,
desarrollando un grafo y una fórmula que represente las
contribuciones entre páginas.

Tabla 5.1: Indicaciones para la plani�cación de clase.

55



5.1.2. Actividad de Inicio.10 minutos

5.1.2.1. Comprensión del contexto

Para comenzar la clase, se solicita a los estudiantes organizarse en equipos de tres integrantes. A cada grupo

se le entrega una copia impresa de la actividad titulada «Qué página web es más relevante», la cual también se

proyecta en la pizarra principal para facilitar la visualización colectiva. Iniciar la siguiente lectura:

¿Qué página web es más relevante?

Página 1

Página 2

Página 3

Página 4

Página 5

Vivimos en un mundo donde las conexiones y las redes están presentes en todos los aspectos de nuestra vida

diaria. Desde cómo interactuamos con otras personas, hasta cómo accedemos a información en internet, las

relaciones entre distintos elementos juegan un papel fundamental. En particular, la web es un ejemplo fascinante

de una red en constante interacción, donde las páginas están conectadas entre sí a través de enlaces.

Hoy exploraremos cómo estas conexiones in�uyen en aspectos como la organización de la información y cómo

podemos representar estas relaciones de manera que nos ayuden a comprender mejor su funcionamiento. Para

comenzar, veremos un video que presenta las interacciones entre páginas web, con un enfoque en los enlaces
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que las conectan y cómo estas conexiones pueden in�uir en su importancia dentro de la red.

Posteriormente:

� Presentar el objetivo de la clase a los estudiantes:

Utilizar el método de modelación matemática para determinar la relevancia de un conjunto de pá-

ginas web a partir de sus conexiones, desarrollando un grafo y una fórmula que represente las

contribuciones entre páginas .

� Proyectar en la pizarra el video introductorio 1, como motivación de la clase. (hasta el minuto 3).

Luego , responder las siguientes preguntas:

Preguntas de re�exión

¿Qué entiendes por un modelo matemático?

¿Qué es lo que llamó más tu atención en el video introductorio?

Si los estudiantes no logran formular una respuesta coherente, el docente proporciona una explicación adaptada

al contexto, señalando que un modelo matemático es una representación de una situación real que permite

su análisis y comprensión .

Para la segunda pregunta se solicita a los estudiantes que observen atentamente la información presentada.

Posteriormente, se lleva a cabo una breve discusión grupal para re�exionar sobre los aspectos que más les

llamaron la atención del video, fomentando su interés y participación activa.

1Video Page Rank. Vease Page Rank, el algoritmo matemático que hizo google dominar el mundo, disponible en
https://youtu.be/b3fwA3EWCd8?si=36lriyr5aD4VZrLp
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5.1.3. Formulación del problema. 15 minutos

Se procede a la lectura introductoria al problema:

Relevancia de una Página Web

Figura 5.1: Conexiones páginas web.

En la actualidad, internet se ha convertido en una herramienta esencial para la vida diaria. Millones de perso-

nas recurren a la web para buscar información, resolver dudas, aprender sobre nuevos temas o simplemente

entretenerse. Sin embargo, la vasta cantidad de contenido disponible puede ser abrumadora si no se cuenta con

sistemas e�cientes que ayuden a �ltrar y priorizar la información más relevante. Aquí es donde los motores de

búsqueda juegan un papel crucial.

Los motores de búsqueda han revolucionado la manera en que accedemos a la información. Al introducir una

consulta, estos sistemas se encargan de analizar millones de páginas web en fracciones de segundo para ofrecer

un conjunto de resultados ordenados según su pertinencia. Este orden no es aleatorio; se basa en complejos

criterios diseñados para garantizar que las páginas más relevantes, con�ables y útiles aparezcan primero en la

lista de resultados.

La relevancia de este proceso radica en su impacto en nuestra vida diaria. Un motor de búsqueda e�ciente no solo

nos ahorra tiempo al evitar que revisemos información irrelevante, sino que también mejora la calidad de nuestras

decisiones. Por ejemplo, cuando un estudiante busca recursos académicos, un profesional explora estrategias

para un proyecto o una persona busca recomendaciones para un restaurante, los resultados que aparecen en los

primeros lugares suelen ser los más valiosos y pertinentes.

La capacidad de los motores de búsqueda para priorizar páginas web relevantes ha simpli�cado enormemente la

búsqueda de información, convirtiendo lo que podría ser una tarea ardua en una experiencia rápida y e�ciente.

Esto no solo bene�cia a los usuarios, sino también a los creadores de contenido, quienes deben asegurarse de

que sus páginas sean informativas y estén bien estructuradas para alcanzar una mayor visibilidad.

La forma en que se seleccionan y ordenan estas páginas está relacionada con la red de enlaces entre ellas. Las

conexiones entre páginas web actúan como una especie de "votación"que determina su importancia relativa. De

este modo, entender cómo se distribuyen estas interacciones puede ser clave para analizar cómo los motores de

búsqueda organizan la información.
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Durante los últimos diez años, Google ha liderado el mercado de los motores de búsqueda en Internet, desta-

cándose por su capacidad para organizar de manera inteligente los resultados según su relevancia. Siguiendo

esta idea, una empresa de marketing digital desea priorizar un conjunto de páginas web para ubicar anuncios

publicitarios.

Dentro de una campaña publicitaria, dirigida hacia redes sociales, la empresa de marketing digital tiene los si-

guientes enlaces:

Rutas de Conexión

La página 1 tiene enlaces a las páginas 2, 3 y 4

La página 2 tiene enlaces hacia las páginas 3 y 4

La página 3 tiene solo un enlace hacia la página 1

La página 4 tiene enlaces hacia las páginas 1 y 3

Tras la lectura, se les solicita a los grupos que analicen la tabla presentada en la actividad y, en base a su

observación, responder ¿qué página sería la más relevante para tí? y escribir dos ideas principales que consideren

relevantes o llamativas. Este ejercicio tiene como objetivo fomentar la exploración inicial y la discusión colaborativa,

además de activar habilidades de observación y análisis grupal.

Pregunta

De acuerdo a la tabla, ¿qué página sería la más relevante para tí?

Escribe dos ideas

5.1.4. Fase de Sistematización. 15 minutos

A partir de las observaciones realizadas por los estudiantes, el docente introduce la instrucción de «representar,

mediante un grafo, los enlaces entre las páginas web y sus conexiones» (correspondiente a la Fase de

Sistematización, SM ). En este grafo, cada nodo simboliza una página web, mientras que las aristas representan

las conexiones existentes entre ellas. Este enfoque visual facilita a los estudiantes la organización de los datos

proporcionados y la identi�cación de relaciones estructuradas, constituyendo así un primer acercamiento al pro-

blema real planteado. El tiempo estimado para el desarrollo de esta actividad abarca desde el minuto 16 hasta el

minuto 35 de la sesión, proporcionando un espacio adecuado para la discusión grupal, el trabajo colaborativo y la

representación grá�ca precisa de la información.

Indicación

Representar, a través de un gráfo, lás páginas web y sus conexiones
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5.1.5. Fase de Matematización. 15 minutos

En el transcurso de los minutos 36 al 50, se lleva a cabo la Fase de Matematización (MT) , en la que los estu-

diantes, trabajando en sus respectivos grupos, avanzan hacia la formulación de relaciones matemáticas a partir

del grafo previamente elaborado en la etapa de Sistematización (SM)

Pregunta

¿Cuántos caminos o enlaces llegan a la página 1?

¿A la página 2?

¿A la página 3?

¿A la página 4?

¿Qué procedimiento utilizaste para determinar los valores?.Explique

Durante este proceso, cada grupo asigna un valor inicial 1 de relevancia a cada página web representada por

un nodo en el grafo. Este valor, que puede entenderse como una ponderación inicial, se distribuye de manera

proporcional entre las páginas conectadas a través de las aristas, siguiendo la lógica de que una página trans�ere

parte de su relevancia a aquellas páginas con las que mantiene enlaces.

Pregunta

Si la valoración o relevancia inicial de cada página es 1 y se distribuye proporcionalmente entre las

páginas enlazadas, ¿cómo puedes expresar la valoración �nal de cada página como una suma de

las contribuciones que recibe de las páginas que la enlazan .

Representar, a través de un gráfo, lás páginas web y sus contribuciones que reciben de las páginas

web que enlazan

Escribe una ecuación que modele, para cada página, las relaciones descritas

A partir de esta distribución proporcional, los estudiantes comienzan a identi�car patrones y regularidades en

los valores asignados, lo que les permite formular un sistema de ecuaciones algebraicas que modela el �ujo

de relevancia entre las páginas web. Dicho sistema constituye una representación matemática simpli�cada de

la situación inicial, donde cada ecuación expresa la relación entre los valores de relevancia de una página y los
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de aquellas a las que está conectada. Este ejercicio promueve la traducción del problema contextual hacia un

lenguaje matemático más formal, permitiendo a los estudiantes percibir cómo un fenómeno del mundo real puede

ser representado mediante estructuras algebraicas.

Respuesta Experta:

P1 = 1 +
2
2

; P2 =
1
3

; P3 =
1
2

+
1
2

+
1
3

; P4 =
1
2

+
1
3

5.1.6. Análisis del sistema Matemático ASM. 10 minutos

Luego los estudiantes deben encontrar la ecuación que modela, para cada página, las relaciones descritas.

P1 = 1 � P3 +
1
2

� P4; P2 =
1
3

� P1; P3 =
1
2

� P1 +
1
2

� P2 +
1
3

� P4; P4 =
1
2

� P2 +
1
3

� P1

Posteriormente, resolver el sistema de ecuaciones. Para ello se plantean dos preguntas

Pregunta

De acuerdo a lo anterior, ¿a través de qué procedimiento podrías obtener orden y relevancia �nal

de cada página web? .

Resolver y determinar el orden de relevancia de cada página web de acuerdo al método escogido

Se espera que los estudiantes identi�quen y mencionen algún método previamente conocido para la resolución de

sistemas de ecuaciones. En caso de que no puedan hacerlo, se procederá a proporcionar una retroalimentación

estructurada que los guíe hacia la construcción adecuada de la solución. Para ello, se introducirá y explicará la

estrategia recomendada, asegurando su comprensión y aplicación correcta.

Considerar también

P1 + P2 + P3 + P4 = 4

Debido a que todas las páginas tienen relevancia 1. Esta técnica está asociada a la resolución de sistemas de

ecuaciones homogeneos.

5.1.7. Interpretación y Evaluación (IE) y Validación (VL). 20 minutos

En los últimos 20 minutos de la clase (minutos 71 al 90), se lleva a cabo el momento de cierre, una etapa clave

en la que se integran las fases de Interpretación/Evaluación (IE) y Validación (VL) del proceso de modelación

matemática. Este momento tiene como propósito principal consolidar el aprendizaje, permitiendo a los estudiantes

re�exionar sobre los resultados obtenidos, analizar su coherencia con la situación inicial planteada y discutir las

estrategias implementadas a lo largo de la sesión.
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Para ello, se consideran estas dos preguntas

Preguntas

Escribe el orden de relevancia, acorde a los valores obtenidos, de cada página web

¿Cómo podrías comprobar tu respuesta?. Valida tu resultado utilizando el método que estimes

conveniente.

En esta fase, cada grupo presenta sus resultados al resto de la clase, explicando de manera estructurada y razo-

nada cómo su modelo matemático representa la problemática propuesta. Esta presentación incluye la descripción

de los procedimientos realizados, la interpretación de las soluciones obtenidas y su vinculación con el contex-

to real de las conexiones entre páginas web. Los estudiantes tienen la oportunidad de justi�car las decisiones

tomadas durante las etapas previas, como la formulación de ecuaciones o la exclusión de alguna ecuación redun-

dante, y de argumentar la validez de su modelo en relación con los objetivos iniciales. Este ejercicio fomenta la

comunicación matemática, desarrollando habilidades de expresión oral y argumentación lógica, esenciales en el

aprendizaje de las matemáticas.

El docente, por su parte, asume el rol de facilitador en una discusión grupal, promoviendo la comparación de

procedimientos, modelos y resultados entre los diferentes grupos. Durante esta discusión, el docente plantea

preguntas orientadoras como: ¿Qué similitudes y diferencias observan entre los modelos presentados?, ¿Qué

factores podrían explicar estas diferencias? o ¿Cómo se podría mejorar el modelo propuesto para hacerlo más

robusto?. Estas interrogantes estimulan el análisis crítico y la re�exión colectiva, permitiendo a los estudiantes

identi�car fortalezas y debilidades en sus estrategias y resultados.

Asimismo, la validación de las soluciones constituye un aspecto central de esta etapa. Los estudiantes son

invitados a evaluar la consistencia y plausibilidad de sus resultados mediante la veri�cación de las ecuaciones

originales o el uso de métodos alternativos, como la sustitución directa o la revisión grá�ca del modelo. Este

proceso no solo refuerza la con�anza en los procedimientos realizados, sino que también permite a los estudiantes

comprender la importancia de la validación como una práctica habitual en el trabajo matemático. En caso de

que se detecten inconsistencias o errores, se aborda de manera colectiva cómo estos pueden ser corregidos,

transformando las di�cultades en oportunidades de aprendizaje.

Por último, este momento de cierre proporciona una visión global del proceso de modelación realizado, conectando

las fases previas (desde la Formulación del Problema hasta la Matematización y el Análisis del Sistema con la

interpretación �nal del modelo. Los estudiantes no solo consolidan su comprensión de los conceptos abordados,

sino que también adquieren una perspectiva integral de cómo las matemáticas pueden aplicarse para resolver

problemas complejos del mundo real.
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5.2. Plani�cación Clase 2

5.2.1. Indicaciones de la clase. 5 minutos

Categoría Descripción

Objetivo de Aprendizaje
Representar, analizar y modelar relaciones entre páginas web utilizan-
do matrices y vectores propios para determinar relevancia.

Habilidades

� Identi�car estructuras matemáticas en problemas reales.
� Resolver sistemas de ecuaciones.
� Analizar y aplicar propiedades de matrices y vectores propios.

Actitudes

� Valorar la aplicación de las matemáticas para comprender situa-
ciones reales.

� Demostrar persistencia al resolver problemas complejos.

Conocimientos Previos

� Representación matricial de conexiones.
� Concepto de matriz traspuesta.
� Interpretación de sistemas de ecuaciones.

Objetivo de la Clase
Determinar el orden de relevancia de un conjunto de páginas web me-
diante modelación matemática, utilizando matrices normalizadas, valo-
res y vectores propios.

Tabla 5.2: Indicaciones para la plani�cación de clase.

5.2.2. Actividad de Inicio. 10 minutos

5.2.2.1. Comprensión del contexto.

En el comienzo, presentar el siguiente objetivo de clase a los estudiantes: Determinar el orden de relevancia de

un conjunto de páginas web mediante modelación matemática, utilizando matrices normalizadas, valores

y vectores propios .

Luego de ello, generar un plenario de activación de conocimientos previos.
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5.2.3. Formulación del problema. 15 minutos

Posteriormente, organiza a los estudiantes en grupos de 3 a 5 personas y da inicio a la actividad de lectura,

presentándoles el siguiente texto:

Relevancia de una Página Web

Figura 5.2: Conexión a internet

En el mundo digital, las conexiones entre páginas web forman redes complejas que nos permiten acceder a

la información de manera e�ciente. Cada vez que navegamos por internet, interactuamos con una vasta red

de páginas interconectadas a través de enlaces. Estos enlaces son como "puentes"que establecen relaciones

directas entre las páginas. Para analizar estas conexiones de manera estructurada, podemos representarlas como

un sistema de ceros y unos, que nos ayuda a visualizar y comprender cómo se organizan estas redes.

En este sistema:

a) Un 1 indica que existe una conexión o enlace entre dos páginas.

b) Un 0 indica que no hay conexión directa entre ellas.

En nuestra primera clase, exploramos cómo las conexiones entre páginas web pueden representarse matemáti-

camente para analizar su relevancia dentro de una red. A través de un sistema de ecuaciones, modelamos las

relaciones entre las páginas, considerando cómo estas distribuyen su ïmportancia"mediante los enlaces que las

conectan. Este enfoque nos permitió interpretar y resolver el problema inicial: ¿Qué página web es más relevan-

te?.
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5.2.4. Fase de Sistematización. 15 minutos

Luego de la formulación y lectura del problema , se describe lo siguiente en la actividad:

Ahora, en esta segunda experiencia, ampliaremos nuestro análisis utilizando herramientas más estructuradas. En

particular, siguiendo los enlaces:

Rutas de Conexión

La página 1 tiene enlaces a las páginas 2, 3 y 4

La página 2 tiene enlaces hacia las páginas 3 y 4

La página 3 tiene solo un enlace hacia la página 1

La página 4 tiene enlaces hacia las páginas 1 y 3

Pregunta

De acuerdo a la tabla, ¿Cuál es la matríz asociada, tomando encuenta los puntos a) y b)?

Explique el por qué su decisión de estructurar la información de esa manera

La respuesta experta a la primera pregunta es:

M =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

0 1 1 1

0 0 1 1

1 0 0 0

1 0 1 0

1

C
C
C
C
C
C
C
A

La segunda pregunta tiene referencia a la lectura inicial, pues se menciona que Un 1 indica que existe una

conexión o enlace entre dos páginas. y Un 0 indica que no hay conexión directa entre ellas.. Por lo tanto la matríz

de adyacencia es la descrita por esta razón

En la misma fase, se generan las siguientes preguntas:

Pregunta

¿Cuál es su matriz traspuesta?

Una matriz normalizada es aquella donde la suma total de cada uno de los elementos de la colum-

na da como resultado 1. De acuerdo a lo anterior, ¿Cómo podrías normalizar la matriz traspues-

ta.Encuentre la matriz normalizada y escríbela con un nombre
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Sus respectivas respuestas expertas son:

Matríz traspuesta:

M t =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 1 1

1 0 0 0

1 1 0 1

1 1 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
A

Matríz normalizada:

M N =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 1 1
2

1
3 0 0 0

1
3

1
2 0 1

2

1
3

1
2 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
A

5.2.5. Fase de Matematización. 15 minutos

En esta etapa el profesor motiva a los estudiantes a responder la siguiente pregunta:

Pregunta

¿Cuáles son los valores propios de la matriz normalizada?, ¿Cómo se determinan?

Una de las técnicas sugeridas es utilizar del software Matrix Calculator e ingresar los datos de la matríz y calcular

los valores propios.

Otra técnica análoga es igualar a cero el determinante de la matríz

(M N � � � I )

.

5.2.6. Fase de Análisis Matemático. 10 minutos

De acuerdo a la siguiente pregunta
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Pregunta

Si evaluamos el mayor de los valores propios obtenidos en la matríz M N � � � I . Calcular el vector

propio �! v =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

x1

x2

x3

x4

1

C
C
C
C
C
C
C
A

asociado. ¿Qué signi�cado tiene en la situación? .

Como respuesta experta se plantea la evaluación del mayor valor propio en:

�
M N � � � I

�
� �! v = 0

y se procede al cálculo del vector.

5.2.7. Fase de Interpretación y Evaluación (IE). 10 minutos

Con la �nalidad de encontrar el valor del cálculo del vector propio , se promueve que los estudiantes puedan

alcanzar, resolver e interpretar este sistema:

� x1 + x3 + 1
2 x4 = 0

1
3 x1 � x2 = 0

1
3 x1 + 1

2 x2 � x3 + 1
2 x4 = 0

1
3 x1 + 1

2 x2 � x4 = 0

x1 + x2 + x3 + x4 = 4

9
>>>>>>>>>>=

>>>>>>>>>>;

Posteriormente en la actividad se develan estas preguntas:

Pregunta

De acuerdo a lo anterior, ¿Observas alguna similitud y/o diferencia en los resultados obtenidos

comparados con la primera clase para obtener el orden y relevancia �nal de cada página web? .

Determinar el orden de relevancia de cada página web
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Las respuestas a ambas preguntas están determinadas por lo siguiente:

� 1. Existe una similitud evidente en ambos métodos. El método de representación grá�ca y matricial determi-

nan �nalmente, sea cual sea el camino, el mismo sistema de ecuación.

� La relevancia de cada página web está determinada por:

x1|{z}
48
31

+ x2|{z}
16
31

+ x3|{z}
36
31

+ x4|{z}
24
31

= 4

5.2.8. Fase de Validación (VL). 10 minutos

En esta fase, la actividad plantea la preguntas:

Pregunta

¿Cómo podrías comprobar tu respuesta?. Valida tu resultado utilizando el método que estimes

conveniente.

Se procede �nalmente a evaluar los valores obtenidos y reemplazarlos en la ecuación.

x1|{z}
48
31

+ x2|{z}
16
31

+ x3|{z}
36
31

+ x4|{z}
24
31

= 4

68



5.3. Plani�cación Clase 3

5.3.1. Indicaciones de la clase. 5 minutos

Categoría Descripción

Objetivo de Aprendizaje
Modelar una red de relaciones a partir de declaraciones para deter-
minar al culpable utilizando herramientas matemáticas como grafos o
matrices.

Habilidades

� Representar situaciones reales mediante grafos y matrices.
� Analizar redes complejas para extraer conclusiones relevantes.
� Argumentar y validar decisiones utilizando conceptos matemáti-

cos.

Actitudes

� Valorar el uso de la matemática para resolver problemas de la
vida real.

� Trabajar colaborativamente para construir modelos matemáticos.

Conocimientos Previos

� Concepto básico de grafos y matrices.
� Operaciones elementales con matrices.
� Interpretación de relaciones entre elementos en un sistema.

Objetivo de la clase
Determinar al culpable en un caso de acusaciones cruzadas mediante
la representación de relaciones en un grafo o matriz, utilizando el aná-
lisis de relevancia para justi�car las conclusiones obtenidas.

Tabla 5.3: Indicaciones generales para la clase.
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5.3.2. Actividad de Inicio. 10 minutos

5.3.2.1. Comprensión del contexto

En el comienzo, presentar el siguiente objetivo de clase a los estudiantes: Determinar al culpable en un caso de

acusaciones cruzadas mediante la representación de relaciones en un grafo o matriz, utilizando el análisis

de relevancia para justi�car las conclusiones obtenidas .

Luego de ello, generar un plenario de activación de conocimientos previos.

5.3.3. Fase de Formulación del problema. 15 minutos

Posteriormente, organizar a los estudiantes en 4 grupos de 3 integrantes cada uno y dar inicio a la actividad

introductoria, presentándoles el siguiente texto:

Cinco amigos (Alicia, Bruno, Carla, Diego y Elena) se ven envueltos en un misterioso caso relacionado con la

desaparición de un objeto de gran valor. Aunque no hay evidencia clara que determine la culpabilidad, durante

el juicio cada uno de ellos señala a otros como responsables, generando una compleja red de acusaciones

cruzadas. Ante la falta de pruebas contundentes, la policía ha decidido emplear un método innovador basado en

el análisis de la relevancia dentro de esta red de acusaciones. Según este enfoque, el culpable será aquel que

resulte señalado con mayor frecuencia por los demás.
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5.3.4. Fase de Sistematización (SM). 15 minutos

Luego de la formulación y lectura del problema , se describe lo siguiente en la actividad:

Las declaraciones (acusaciones) se organizan como sigue:

Informe Policial

Alicia : Bruno es culpable y Carla también lo es.

Bruno : Diego y Alicia son culpables.

Carla : Solo Alicia y yo somos inocentes

Diego : Alicia cometió el delito

Helena: Bruno, Diego y Carla son culpables.

Preguntas de re�exión

De acuerdo a lo estudiado en las sesiones I y II, ¿Qué modelo de representación elijes para resolver

el caso (grafo o matrices)?. Argumente su respuesta

Representar la información de la tabla a través de un grafo o matríz

En las siguientes secciones, el desarrollo del modelo dependerá exclusivamente de la elección realizada por los

estudiantes. Por consiguiente, basándose en las experiencias adquiridas durante las dos sesiones previas, se

formularán únicamente las preguntas correspondientes a la etapa exploratoria. Además, se considerarán como

parte integral de la plani�cación las orientaciones y directrices proporcionadas en los talleres 1 y 2.

5.3.5. Fase de Matematización (MT). 15 minutos

Instrucción

Según el modelo elegido, resolver el caso indicando todos los pasos en orden y argumentando

sus decisiones de forma matemática .

Solución:

Ver directrices 5.1.5 o 5.2.5

5.3.6. Fase de Análisis del sistema Matemático (ASM). 10 minutos

Ver directrices 5.1.6 o 5.2.6
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Cada persona se expresa como una suma de las acusaciones que recibe.

A = 1D +
1
2

B

B =
1
2

A +
1
3

C +
1
3

H

C =
1
2

A +
1
3

H

D =
1
2

B +
1
3

C +
1
3

H

H =
1
3

C

5.3.7. Fase de Interpretación y Evaluación (IE). 5 minutos

Para responder esta pregunta

Pregunta

De acuerdo a su orden de relevancia, ¿Quién es el culpable del delito?

A|{z}
8
5

+ B|{z}
6
5

+ C|{z}
9

10

+ D|{z}
1

+ H|{z}
3

10

= 5

De acuerdo a lo anterior, Alicia es culpable.

5.3.8. Fase de Validación (VL). 5 minutos

Descrito en el paso anterior.

5.3.9. Fase de Re�exión. 10 minutos

En esta sesión se incorpora una fase de re�exión destinada a profundizar en la perspectiva del estudiante respecto

a sus impresiones y aprendizajes sobre el proceso de modelación desarrollado durante el estudio. Las preguntas

formuladas para guiar esta re�exión fueron las siguientes:

Preguntas de re�exión

¿De qué manera el uso de grafos o matrices como herramientas matemáticas te permitió abordar

la situación planteada de una forma diferente a otros métodos que habías utilizado anteriormente?

72



Preguntas de re�exión

¿Crees que podrías aplicar los métodos estudiados, como grafos o matrices, para modelar y resol-

ver problemas en otros contextos o situaciones reales? Explica por qué.

La primera pregunta invita a los estudiantes a re�exionar sobre la innovación metodológica que representa el uso

de modelos matemáticos como grafos o matrices en comparación con otros enfoques tradicionales o previamente

utilizados.

La instancia promueve identi�car cómo estas herramientas matemáticas pudieron ofrecer una nueva perspectiva

o facilitar una solución más e�ciente o precisa en el contexto del problema planteado. Además, se busca que los

estudiantes reconozcan las ventajas y desafíos especí�cos que implica el uso de grafos o matrices en el análisis

de situaciones reales.

En la segunda pregunta, se plantea un ejercicio de transferencia del aprendizaje, donde los estudiantes deben

considerar si los métodos utilizados pueden extrapolarse a otros dominios de aplicación. La re�exión los lle-

va a explorar cómo las herramientas matemáticas aprendidas pueden ser útiles en diferentes contextos reales,

ampliando su capacidad para aplicar lo aprendido fuera del ámbito académico. Se espera que los estudiantes

justi�quen sus respuestas, demostrando una comprensión profunda de los métodos estudiados y su potencial

aplicación en situaciones diversas, ya sea en áreas profesionales, sociales o incluso en la vida cotidiana.

Estas preguntas de re�exión son fundamentales para que los estudiantes no solo evalúen sus propios aprendiza-

jes, sino que también desarrollen la capacidad de transferir y aplicar sus conocimientos matemáticos en distintos

escenarios, lo que fortalece su formación como futuros profesionales en matemáticas y educación matemática.
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Capítulo 6: Estudio de Clases

6.1. Plani�cación de clase 1: ¿Qué página web es más relevante?.

En esta sección, se presenta de manera detallada la primera lección de la secuencia didáctica que ha sido cuida-

dosamente elaborada e implementada. El objetivo principal de esta lección es modelar una situación que involucra

sistemas de ecuaciones. Se comienza con una descripción exhaustiva de los tres momentos que integran esta

lección, seguida de un análisis a priori que corresponde a cada uno de ellos. La lección, al igual que la secuencia

didáctica en su conjunto, se organiza de acuerdo con las distintas etapas del proceso de modelización matemáti-

ca. Esta organización se fundamenta en el marco teórico que respaldó su diseño, como lo establecen Blomhøj y

Højgaard-Jensen en 2003, así como Blomhøj en 2008. Las fases que componen esta lección son las siguientes:

� Formulación del problema (sigla referencial FP).

� Sistematización (sigla referencial SM).

� Matematización (sigla referencial MT)

� Análisis del sistema matemático (sigla referencial ASM)

� Interpretación / Evaluación (sigla referencial IE)

� Validación (sigla referencial VL)

6.1.1. Momento de inicio

La clase comienza con la presentación del objetivo: Utilizar el método de modelación matemática para de-

terminar la relevancia de un conjunto de páginas web a partir de sus conexiones, desarrollando un grafo

y una fórmula que represente las contribuciones entre páginas . Para activar los conocimientos previos, el

docente plantea al grupo la pregunta: ¿Qué entienden o recuerdan sobre un modelo matemático?. Si los estu-

diantes no logran formular una respuesta coherente, el docente proporciona una explicación adaptada al contexto,

señalando que un modelo matemático es una representación de una situación real que permite su análisis y com-

prensión.

Seguidamente, como parte de la motivación inicial, se proyecta un video introductorio 1 hasta el minuto 3, que

ilustra las conexiones y enlaces entre páginas web, así como su orden de relevancia en los buscadores. Se solicita

a los estudiantes que observen atentamente la información presentada. Posteriormente, se lleva a cabo una breve

discusión grupal para re�exionar sobre los aspectos que más les llamaron la atención, fomentando su interés y

participación activa.

Para comenzar la clase, se solicita a los estudiantes organizarse en equipos de tres integrantes. A cada grupo

y estudiante se le entrega una copia impresa de la actividad titulada «Qué página web es más relevante»

(APÉNDICE C), la cual también se proyecta en la pizarra principal para facilitar la visualización colectiva. El

docente guía una lectura conjunta de la actividad, asegurándose de que todos los estudiantes comprendan el

contenido y el propósito inicial de la tarea.

Tras la lectura, se les solicita a los grupos que analicen la tabla presentada en la actividad y, en base a su

observación, escriban dos ideas principales que consideren relevantes o llamativas. Este ejercicio tiene como

objetivo fomentar la exploración inicial y la discusión colaborativa, además de activar habilidades de observación

y análisis grupal.

1Video Page Rank. Vease Page Rank, el algoritmo matemático que hizo google dominar el mundo, disponible en
https://youtu.be/b3fwA3EWCd8?si=36lriyr5aD4VZrLp
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Esta etapa corresponde a la fase de Formulación del Problema (FP) , donde se introduce la situación a modelar y

se promueve un acercamiento re�exivo al contexto planteado. El desarrollo de esta fase está diseñada para ocupar

un tiempo aproximado de 15 minutos, manteniendo un ritmo dinámico que permita a los estudiantes concentrarse

en la tarea y preparar el terreno para las etapas posteriores de la actividad.

6.1.2. Momento de desarrollo

A partir de las observaciones realizadas por los estudiantes, el docente introduce la instrucción de «representar,

mediante un grafo, los enlaces entre las páginas web y sus conexiones» (correspondiente a la Fase de

Sistematización, SM ). En este grafo, cada nodo simboliza una página web, mientras que las aristas representan

las conexiones existentes entre ellas. Este enfoque visual facilita a los estudiantes la organización de los datos

proporcionados y la identi�cación de relaciones estructuradas, constituyendo así un primer acercamiento al pro-

blema real planteado. El tiempo estimado para el desarrollo de esta actividad abarca desde el minuto 16 hasta el

minuto 35 de la sesión, proporcionando un espacio adecuado para la discusión grupal, el trabajo colaborativo y la

representación grá�ca precisa de la información.

En el transcurso de los minutos 36 al 50, se lleva a cabo la Fase de Matematización (MT) , en la que los estu-

diantes, trabajando en sus respectivos grupos, avanzan hacia la formulación de relaciones matemáticas a partir

del grafo previamente elaborado en la etapa de Sistematización (SM). Durante este proceso, cada grupo asigna

un valor inicial 1 de relevancia a cada página web representada por un nodo en el grafo. Este valor, que puede

entenderse como una ponderación inicial, se distribuye de manera proporcional entre las páginas conectadas a

través de las aristas, siguiendo la lógica de que una página trans�ere parte de su relevancia a aquellas páginas

con las que mantiene enlaces.

A partir de esta distribución proporcional, los estudiantes comienzan a identi�car patrones y regularidades en

los valores asignados, lo que les permite formular un sistema de ecuaciones algebraicas que modela el �ujo

de relevancia entre las páginas web. Dicho sistema constituye una representación matemática simpli�cada de

la situación inicial, donde cada ecuación expresa la relación entre los valores de relevancia de una página y los

de aquellas a las que está conectada. Este ejercicio promueve la traducción del problema contextual hacia un

lenguaje matemático más formal, permitiendo a los estudiantes percibir cómo un fenómeno del mundo real puede

ser representado mediante estructuras algebraicas.

Durante esta fase, el rol del docente resulta fundamental, ya que supervisa activamente el desarrollo del tra-

bajo grupal, garantizando que los estudiantes avancen en la dirección correcta sin intervenir de manera directa

en la resolución del problema. Para ello, el docente plantea preguntas orientadoras que guían el razonamiento

matemático de los estudiantes y los invitan a re�exionar sobre los procedimientos utilizados. Ejemplos de estas

intervenciones incluyen preguntas como: ¿Cómo expresarías la distribución de los valores en lenguaje algebrai-

co?, ¿Qué sucede si una página no tiene enlaces salientes? o ¿Qué patrones matemáticos puedes observar

en las relaciones del grafo?. Estas interrogantes fomentan la discusión y el análisis crítico dentro de los grupos,

facilitando la identi�cación de los elementos clave necesarios para la matematización del problema.

Asimismo, este momento de la clase permite a los estudiantes fortalecer sus habilidades en la construcción y

manipulación de modelos algebraicos, al tiempo que desarrollan una comprensión más profunda de los conceptos

involucrados, como la proporcionalidad, la distribución de valores y la interdependencia entre las variables. La

actividad requiere que los grupos trabajen de manera colaborativa y organizada, discutiendo y consensuando

las relaciones matemáticas que emergen del grafo y registrando sus procedimientos en forma escrita para su

posterior análisis.

En el transcurso de los minutos 51 al 70, se desarrolla la fase de Análisis del Sistema Matemático (ASM) , una

etapa crítica en el proceso de modelación donde los estudiantes trabajan activamente en la resolución del sistema
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de ecuaciones algebraicas formulado previamente durante la fase de Matematización (MT). Esta etapa implica un

análisis riguroso del sistema planteado, buscando soluciones que permitan comprender el comportamiento del

modelo matemático y extraer conclusiones pertinentes a la situación inicial representada.

Durante este período, los estudiantes, organizados en grupos, hacen uso de herramientas tecnológicas como

calculadoras cientí�cas o software educativo especializado (por ejemplo, GeoGebra, MATLAB o Excel), cuyo

propósito es facilitar el manejo e�ciente de los cálculos y el tratamiento simultáneo de múltiples ecuaciones. Estas

herramientas desempeñan un papel fundamental en la resolución precisa del sistema de ecuaciones, además de

proporcionar una visualización clara de los resultados, lo cual es crucial para interpretar y analizar las soluciones

obtenidas en relación con el contexto del problema planteado.

En esta etapa, uno de los objetivos fundamentales es que los estudiantes logren determinar la solución del sistema

de ecuaciones no homogéneo, identi�cando de manera crítica y razonada la posibilidad de descartar una de las

cuatro ecuaciones en el proceso de obtención de las respuestas. Este ejercicio desafía a los estudiantes a realizar

análisis estructurados de la información, reconociendo la redundancia o innecesariedad de ciertos elementos

en el sistema planteado. Al hacerlo, los estudiantes no solo aplican estrategias algebraicas, sino que también

desarrollan habilidades de razonamiento lógico y crítico.

Si bien el uso de herramientas tecnológicas es promovido como un recurso valioso en la resolución del sistema,

es fundamental enfatizar que dichas herramientas no deben constituir el �n principal de la actividad, sino más

bien un medio complementario que facilite la comprensión y la e�ciencia en el desarrollo de los procedimientos.

El objetivo principal sigue siendo que los estudiantes construyan un entendimiento profundo del problema y desa-

rrollen competencias matemáticas esenciales, tales como la formulación, análisis e interpretación de sistemas de

ecuaciones en un contexto real.

6.1.3. Momento de cierre

En los últimos 20 minutos de la clase (minutos 71 al 90), se lleva a cabo el momento de cierre, una etapa clave

en la que se integran las fases de Interpretación/Evaluación (IE) y Validación (VL) del proceso de modelación

matemática. Este momento tiene como propósito principal consolidar el aprendizaje, permitiendo a los estudiantes

re�exionar sobre los resultados obtenidos, analizar su coherencia con la situación inicial planteada y discutir las

estrategias implementadas a lo largo de la sesión.

En esta fase, cada grupo presenta sus resultados al resto de la clase, explicando de manera estructurada y razo-

nada cómo su modelo matemático representa la problemática propuesta. Esta presentación incluye la descripción

de los procedimientos realizados, la interpretación de las soluciones obtenidas y su vinculación con el contex-

to real de las conexiones entre páginas web. Los estudiantes tienen la oportunidad de justi�car las decisiones

tomadas durante las etapas previas, como la formulación de ecuaciones o la exclusión de alguna ecuación redun-

dante, y de argumentar la validez de su modelo en relación con los objetivos iniciales. Este ejercicio fomenta la

comunicación matemática, desarrollando habilidades de expresión oral y argumentación lógica, esenciales en el

aprendizaje de las matemáticas.

El docente, por su parte, asume el rol de facilitador en una discusión grupal, promoviendo la comparación de

procedimientos, modelos y resultados entre los diferentes grupos. Durante esta discusión, el docente plantea

preguntas orientadoras como: ¿Qué similitudes y diferencias observan entre los modelos presentados?, ¿Qué

factores podrían explicar estas diferencias? o ¿Cómo se podría mejorar el modelo propuesto para hacerlo más

robusto?. Estas interrogantes estimulan el análisis crítico y la re�exión colectiva, permitiendo a los estudiantes

identi�car fortalezas y debilidades en sus estrategias y resultados.

Asimismo, la validación de las soluciones constituye un aspecto central de esta etapa. Los estudiantes son

invitados a evaluar la consistencia y plausibilidad de sus resultados mediante la veri�cación de las ecuaciones
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originales o el uso de métodos alternativos, como la sustitución directa o la revisión grá�ca del modelo. Este

proceso no solo refuerza la con�anza en los procedimientos realizados, sino que también permite a los estudiantes

comprender la importancia de la validación como una práctica habitual en el trabajo matemático. En caso de

que se detecten inconsistencias o errores, se aborda de manera colectiva cómo estos pueden ser corregidos,

transformando las di�cultades en oportunidades de aprendizaje.

Por último, este momento de cierre proporciona una visión global del proceso de modelación realizado, conectando

las fases previas (desde la Formulación del Problema hasta la Matematización y el Análisis del Sistema con la

interpretación �nal del modelo. Los estudiantes no solo consolidan su comprensión de los conceptos abordados,

sino que también adquieren una perspectiva integral de cómo las matemáticas pueden aplicarse para resolver

problemas complejos del mundo real.
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6.1.4. Objeto matemático

El desarrollo de esta clase implica la incorporación y aplicación de los siguientes elementos matemáticos:

� Representación grá�ca (grafos).

� Valoración probabilística de los caminos.

� Sistemas de ecuaciones no homogeneos.

6.1.5. Descripción de la actividad

El momento inicial de la actividad basada en ¿Qué página web es más relevante? se centra en la adaptación

y modi�cación de una propuesta previamente conocida como El caso de un buzo , presentada en Ledezma

(2017)(33). Esta adaptación tiene como propósito integrar y gestionar el marco teórico de Blomhøj y Højgaard

Jensen, el cual estructura el proceso de modelación matemática en subprocesos especí�cos. La modi�cación

no altera sustancialmente el contexto original del problema, sino que rede�ne su enfoque para alinearlo con los

objetivos de aprendizaje relacionados con las conexiones y relevancia de páginas web. Ver �gura 6.1

Figura 6.1: Problema 1 taller 1, pág 3 ¿Qué página web es más relevante?
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Durante el desarrollo de la clase, se presentan a los estudiantes un conjunto de catorce preguntas (descritas

en el documento Clase 1,APENDICE C ) derivadas de la actividad central. Estas interrogantes están diseñadas

estratégicamente para guiar a los estudiantes en el desarrollo progresivo de las dos etapas siguientes del pro-

ceso de modelización matemática, tras la fase inicial de Formulación del Problema (FP). Cada pregunta tiene

como propósito especí�co promover habilidades de análisis, re�exión y construcción de un modelo matemático

adecuado, acorde con la situación-problema planteada.

En las tres primeras fases del proceso de modelización (FP, SM y MT), las preguntas planteadas se centran en

facilitar que los estudiantes estructuren y conceptualicen un modelo matemático válido que represente la proble-

mática propuesta. Estas preguntas, cuidadosamente formuladas, estimulan a los estudiantes a identi�car patro-

nes, establecer relaciones matemáticas, traducir las condiciones del problema al lenguaje algebraico y realizar

cálculos que sustenten el modelo construido.

Una vez que los estudiantes han obtenido un modelo matemático que consideran apropiado, el proceso avanza

hacia las fases de Interpretación/Evaluación (IE) y Validación (VL). Durante estas etapas, se realizan acciones

especí�cas que se articulan principalmente en torno a la puesta en común de los resultados. En esta instancia, los

estudiantes presentan y discuten sus modelos con el grupo completo, analizando la coherencia de las soluciones

y veri�cando su aplicabilidad en el contexto original del problema. Estas actividades permiten re�exionar sobre la

e�cacia del modelo construido, identi�car posibles inconsistencias y proponer ajustes que fortalezcan la validez

de las respuestas obtenidas.

Esta clase se caracteriza por la intervención estratégica del docente, quien guía el desarrollo de cada momento de

la sesión mediante preguntas orientadoras. Estas preguntas están diseñadas para facilitar la progresión natural

de las etapas de los subprocesos de modelización matemática, promoviendo una participación activa y re�exiva

por parte de los estudiantes.

El propósito principal de estas intervenciones es estimular a los estudiantes para que sean capaces de formu-

lar modelos matemáticos adecuados, así como interpretarlos en el contexto de la situación-problema planteada.

Además, se busca que los estudiantes adquieran las habilidades necesarias para evaluar críticamente la cohe-

rencia y pertinencia de los modelos propuestos, y �nalmente validar sus resultados mediante la veri�cación de las

condiciones y supuestos iniciales.

A través de este enfoque, el docente no solo actúa como facilitador del aprendizaje, sino que también crea un am-

biente que fomenta la autonomía en el pensamiento matemático y el desarrollo de competencias clave asociadas

a la modelización. Este método asegura que los estudiantes transiten de manera estructurada y fundamentada

por cada una de las fases del proceso, fortaleciendo su capacidad para resolver problemas en contextos reales

de forma signi�cativa y sustentada.
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6.1.6. Respuesta experta

En la tabla 6.1 se presenta el análisis detallado de las respuestas esperadas expertas en relación con las pre-

guntas y acciones planteadas durante la primera sesión de enseñanza. Dicho análisis se organiza conforme a las

diversas fases que conforman el proceso de modelización matemática, permitiendo así una visión estructurada

y sistemática de la interacción entre las actividades propuestas y los objetivos de aprendizaje asociados a cada

etapa.

Fases Respuesta experta de las preguntas

FP ¿Qué entiendes por un modelo matemático?.
Resp: Es una representación simpli�cada de un
fenómeno del mundo real, estructurada con base en
conceptos y herramientas matemáticas, que permite
analizar, interpretar, predecir o entender el
comportamiento del fenómeno en cuestión

MT Si la valoración o relevancia inicial de cada página es 1 y
se distribuye proporcionalmente entre las páginas
enlazadas, ¿cómo puedes expresar la valoración �nal de
cada página como una suma de las contribuciones que
recibe de las páginas que la enlazan.

P1 = 1 +
1
2

; P2 =
1
3

; P3 =
1
2

+
1
2

+
1
3

; P4 =
1
2

+
1
3

ASM Escribe una ecuación que modele, para cada página, las
relaciones descritas.

P1 = 1 �P3+
1
2

�P4; P2 =
1
3

�P1; P3 =
1
3

�P1+
1
2

�P2+
1
2

�P4; P4 =
1
2

�P2+
1
3

�P1

Tabla 6.1: Respuestas expertas primera sesión, taller 1
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6.1.7. Posibles estrategias

En el análisis de la sesión de clase, se han tomado en cuenta las posibles estrategias que los estudiantes podrían

emplear para la construcción del modelo matemático que aborda el problema planteado, especí�camente durante

el desarrollo de las fases de Matematización (MT) y Análisis del Sistema Matemático (ASM).

La tabla 6.2 presenta una descripción detallada de dichas estrategias correspondientes a la primera clase de la

secuencia didáctica.

Estrategias Ejemplos

Representación del grafo
inicial, interpretando la
tabla introductoria del

problema

Representación del grafo
con valoración de sus

enlaces. Esta estrategia
puede ayudar a

determinar el sistema de
ecuaciones asociado al

problema

Conteo ingenuo.
Determinar los enlaces

que llegan y su
valoración permiten tener

una idea de cierta
relevancia numérica de

cada página (léase
página 1 como x1

sucesivamente página 2
como x2 , página 3 como
x3 y �nalmente página 4

como x4

8
>>><

>>>:

P1 = 1 + 1
2

P2 = 1
3

P3 = 1
3 + 1

2 + 1
2

P4 = 1
3 + 1

2

Determinación del
sistema de ecuaciones

no homogeneo asociado
al problema

8
>>><

>>>:

P1 = P3 + 1
2 P4

P2 = 1
3 P1

P3 = 1
3 P1 + 1

2 P2 + 1
2 P4

P4 = 1
3 P1 + 1

2 P2

Tabla 6.2: Estrategias y ejemplos primera sesión, taller 1
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6.1.8. Di�cultades y errores

En esta lección de la secuencia didáctica, se lleva a cabo un análisis detallado de las di�cultades y errores po-

tenciales que los estudiantes pueden encontrar durante las fases de sistematización (SM), matematización (MT),

análisis del sistema matemático (ASM) e interpretación/evaluación (IE). Asimismo, se consideran las intervencio-

nes y retroalimentaciones que el docente proporciona en respuesta a dichos desafíos. Los resultados de este

análisis se presentan de manera pormenorizada en la tabla 6.3 . No se abordan di�cultades o errores en la fase

de formulación del problema (FP), ya que esta etapa se concentra exclusivamente en la argumentación en torno

a una pregunta contextual. Tampoco se incluyen en la fase de validación (VL), dado que dicha fase se desarrolla

mediante una actividad de puesta en común con el grupo, lo que permite una evaluación colaborativa.
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Categorías Posibles errores y
di�cultades

Retroalimentación

SM No logra representar a
través de un grafo el
problema correctamente

Unir cada enlace
mediante una �echa
(vector) y dibujar las
conexiones entre las
páginas a través de un
grafo

MT No comprende la
valoración dada al unir
cada página web con
otra. No determina la
cantidad de enlaces
salientes y entrantes

¿Cuál es la cantidad de
�echas (enlaces)
salientes y entrantes del
grafo?, si cada �echa
entrante representa una
valoración de 1 a la
página receptora, ¿cuál
es la valoración total de
la página 1, de la 2, de la
3, de la 4?

MT No comprende la
estructura probabilística
de la unión o conexión de
los enlaces

Generar un recuerdo
sobre problemas de
planteo de sistemas de
ecuaciones, tales como :
En una alcancía hay
monedas de 100pesos y
500pesos. En total hay
25 monedas. El valor
total de las monedas es
de 7;000pesos.
¿Cuántas monedas de
cada tipo hay en la
alcancía?. Hacer el simil
con los camino o enlaces
entre las páginas para
obtener el resultado
buscado.

ASM No comprenden cómo
solucionar un sistema de
ecuación no homogeneo

De las ecuaciones
obtenidas, dejar todas las
expresiones en términos
de una y trabajar solo con
3 de las 4 ecuaciones
para hallar los valores

IE No comprende el sentido
de la solución del
sistema de ecuaciones
no homogeneo

Generar un espacio de
re�exión grupal (plenario)
sobre los valores
obtenidos y determinar el
orden de relevancia de
cada página web

Tabla 6.3: Posibles di�cultades y errores en base a los subprocesos de Blomjhø y Haghaard Jensen
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6.2. Clase 2: ¿Qué página web es más relevante? Parte II

En esta sección, se expone la sesión 2 de la secuencia didáctica creada, iniciando con la descripción de sus tres

fases y luego desarrollando los análisis apriori y posteriori correspondientes.

6.2.1. Momento de inicio

La sesión comienza con la Formulación del Problema (FP) , fase en la que el profesor presenta a los estudiantes

una situación contextualizada, diseñada para motivar el análisis matemático a partir de un escenario de la vida

cotidiana en el entorno digital. En este caso, se aborda la relevancia de páginas web dentro de una red, utilizando

la teoría de grafos y matrices como herramientas para modelar las interacciones entre ellas. Este enfoque per-

mite vincular conceptos matemáticos abstractos con fenómenos del mundo real, algo fundamental para que los

estudiantes puedan percibir la aplicabilidad de las matemáticas en situaciones concretas.

Los participantes, organizados previamente en grupos de tres personas, reciben una hoja guía con un problema

relacionado con la red de páginas web. En esta hoja, se les solicita modelar la red de enlaces entre páginas

web utilizando una matriz de adyacencia , un concepto clave en el análisis de grafos. La pregunta central que

deberán resolver es: ¿Cuál página web es más relevante dentro de la red?. Para ello, deben identi�car cómo los

enlaces entre páginas afectan su relevancia dentro de la estructura global, lo que implica la necesidad de realizar

un análisis matemático de la red. Este problema, que a primera vista puede parecer lejano al ámbito matemático,

se contextualiza en un escenario tecnológico altamente cercano a la vida diaria de los estudiantes, brindando un

fuerte componente motivacional.

En este momento inicial, el docente comienza estructurando el diálogo con los estudiantes a través de pregun-

tas orientadoras. El objetivo es hacerles re�exionar sobre los conceptos previos que pueden haber adquirido en

clases anteriores, en especial sobre las matrices y los sistemas de ecuaciones. ¿Cómo representamos las cone-

xiones entre páginas web?, ¿Qué características tendría una matriz de adyacencia en este contexto?, son algunas

de las preguntas que el docente plantea. Estas preguntas permiten que los estudiantes recuerden y recuperen

conocimientos previos sobre la representación de grafos y las propiedades de las matrices, facilitando el inicio del

proceso de sistematización.

Además de recuperar conceptos, el docente fomenta la participación activa de los estudiantes, animándolos a

compartir sus ideas y a debatir en grupo sobre las distintas maneras en que se podría abordar el problema plan-

teado. En este sentido, el grupo se convierte en una comunidad de aprendizaje en la que se discuten enfoques,

se comparan posibles soluciones y se re�exiona sobre cómo las herramientas matemáticas, como las matrices,

pueden ser útiles para representar y resolver problemas del mundo real. El profesor aprovecha este momento para

reforzar la importancia de la claridad en los procedimientos matemáticos, enfatizando que, aunque el contexto sea

de la vida diaria, los métodos y las soluciones deben basarse en el rigor y la precisión propia de las matemáticas.

La interacción en este momento inicial no solo busca que los estudiantes comprendan los procedimientos, sino

también que desarrollen un pensamiento crítico que les permita aplicar esos procedimientos en distintos contex-

tos. El docente destaca que el propósito de la actividad no es únicamente resolver el problema en cuestión, sino

también desarrollar una habilidad matemática transversal que los estudiantes podrán aplicar en futuros desafíos.

De esta forma, la sesión se orienta a que los estudiantes no solo obtengan un resultado, sino que comprendan

el proceso de modelización matemática y cómo los conceptos matemáticos que están utilizando, tales como las

matrices y los sistemas de ecuaciones, se pueden aplicar a situaciones reales, como el análisis de la relevancia

de páginas web en una red.
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El desarrollo de esta fase está previsto para una duración aproximada de 15 minutos, manteniendo un ritmo

adecuado que favorezca la concentración de los estudiantes en la tarea y permita sentar las bases para las

etapas subsecuentes de la actividad.

6.2.2. Momento de desarrollo

Los estudiantes, al adentrarse en la fase de Sistematización (SM) , empiezan a asociar las �las y columnas

de la matriz con las páginas web y los enlaces entre ellas. Este paso es clave para que comprendan cómo las

estructuras abstractas de las matrices pueden representar conexiones reales y tangibles en un sistema, como lo

es una red de páginas web. La tarea de traducir una red de enlaces en una matriz de adyacencia les permite

visualizar de manera clara las relaciones entre las páginas y entender cómo cada una in�uye en la relevancia de

las demás dentro de la red.

Para avanzar en esta tarea, los estudiantes primero deben representar grá�camente las conexiones que se les

proporcionan en un **diagrama o red nodal**. En este diagrama, cada nodo representa una página web, y cada

enlace entre nodos re�eja una conexión entre dichas páginas. A través de este paso, los estudiantes tienen la

oportunidad de visualizar cómo se estructura la red y cómo las interacciones entre las páginas se distribuyen. El

uso de un diagrama de este tipo les permite obtener una representación más tangible del problema y facilita la

comprensión de las relaciones entre los elementos antes de trasladarlas a una forma algebraica.

Una vez que la representación grá�ca está lista, el siguiente paso consiste en traducir esa información en una

**matriz de adyacencia**, donde cada elemento de la matriz re�eja la presencia o ausencia de un enlace entre

las páginas correspondientes. Este proceso de conversión de un diagrama a una matriz no solo ayuda a los

estudiantes a comprender mejor la estructura de la red, sino que también refuerza su habilidad para trabajar con

matrices y otros conceptos matemáticos abstractos.

Durante esta fase, los estudiantes trabajan de manera colaborativa en sus grupos. Discuten y debaten sobre cómo

estructurar la información de forma ordenada, considerando las conexiones entre las páginas y asegurándose

de que la matriz re�eje correctamente la red de enlaces. Este trabajo en grupo fomenta la colaboración y el

intercambio de ideas, lo que permite que los estudiantes lleguen a acuerdos sobre la mejor manera de representar

las relaciones entre las páginas. Además, el docente juega un rol fundamental en este momento, guiando a

los estudiantes y asegurándose de que comprendan la importancia de la precisión en la representación de las

conexiones y la correcta organización de la información. De este modo, la fase de Sistematización se convierte en

una oportunidad para que los estudiantes desarrollen habilidades tanto matemáticas como colaborativas, mientras

se preparan para las siguientes etapas del proceso de resolución del problema.

El tiempo estimado para el desarrollo de esta actividad son 15 minutos.

Con la red inicial ya de�nida y representada grá�camente, se da paso a las fases de Matematización (MT) y

análisis de sistema matemático (ASM) , los estudiantes comienzan a transformar la representación grá�ca de

las conexiones en una forma algebraica más precisa y estructurada. En esta etapa, los estudiantes proceden a

escribir la matriz traspuesta a partir de la matriz de adyacencia que han construido previamente. Este paso es

crucial, ya que la matriz traspuesta re�eja las relaciones de los enlaces pero desde una perspectiva inversa, lo

que permite analizar cómo la relevancia de una página web puede ser in�uenciada por las conexiones que otras

páginas establecen hacia ella.

Una vez que la matriz traspuesta ha sido construida, los estudiantes pasan a la normalización de la matriz.

En este proceso, se aseguran de que cada columna de la matriz sume 1, lo que es fundamental para que la

matriz sea adecuada para su posterior análisis, especialmente en lo que respecta al cálculo de valores propios. La

normalización tiene como objetivo distribuir uniformemente la importancia o relevancia entre las páginas web en la

red, haciendo que cada columna represente la proporción de in�uencia que una página ejerce sobre las demás.
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Este proceso asegura que los resultados obtenidos sean consistentes y comparables, dado que las matrices

normalizadas son fundamentales para la aplicación de métodos como el de PageRank, que se utiliza para medir

la relevancia de las páginas.

Durante esta fase, el profesor desempeña un papel clave, circulando entre los grupos y realizando preguntas

orientadoras que estimulan la re�exión y el análisis de los estudiantes. Preguntas como: ¿Por qué es necesario

normalizar las columnas? o ¿Qué implicación tiene esta transformación en el contexto de la relevancia de las

páginas? están diseñadas para hacer que los estudiantes piensen más allá de los cálculos matemáticos y com-

prendan el impacto de la normalización en el signi�cado de los datos que están manipulando. La normalización

no es solo un procedimiento técnico, sino que tiene una implicación práctica signi�cativa, ya que modi�ca la dis-

tribución de la relevancia entre las páginas, asegurando que se mantenga la coherencia en el análisis global de la

red.

Estos procesos de matematización y Análisis de sistema matemático (ASM) son, además, unas fases ricas

en argumentación y análisis crítico. A medida que los estudiantes realizan los cálculos y aplican la normalización,

surgen discusiones sobre cómo las propiedades de la matriz modi�cada afectan la estructura inicial de la red de

enlaces. Los grupos intercambian ideas sobre cómo la normalización cambia la manera en que las páginas web

son consideradas en términos de su relevancia dentro de la red, y cómo la in�uencia mutua entre las páginas

se re�eja en la matriz transformada. Este es un momento clave para que los estudiantes profundicen en la com-

prensión del modelo matemático y su relación con el contexto real que están analizando, al mismo tiempo que

desarrollan habilidades matemáticas más complejas.

El docente, en su rol de facilitador, guía estas discusiones, ayudando a los estudiantes a conectar los aspectos

técnicos con el contexto práctico del problema. A través de la formulación de preguntas y de ofrecer ejemplos,

el docente asegura que los estudiantes no solo realicen los cálculos de manera correcta, sino que también com-

prendan el propósito matemático detrás de cada paso y cómo la estructura de la matriz re�eja las relaciones

de relevancia entre las páginas web en el mundo digital. De este modo, las fases de Matematización (MT) y

Análisis de sistema matemático (ASM) se convierten en un espacio de aprendizaje, donde los estudiantes de-

sarrollan tanto su competencia técnica como su capacidad para interpretar y aplicar los conceptos matemáticos

en contextos reales. La duración de esta actividad es de 30 minutos.

6.2.3. Momento de cierre

En los últimos 20 minutos, la clase avanza hacia las fases de Interpretación/Evaluación (IE) y Validación (VL) ,

donde los estudiantes comienzan a re�exionar sobre los resultados obtenidos a lo largo de la actividad. En primer

lugar, los estudiantes interpretan los resultados del vector propio dominante, el cual representa el nivel de relevan-

cia de cada página web dentro de la red que han modelado. Esta interpretación no solo implica el análisis de los

valores numéricos obtenidos, sino también una comprensión profunda de cómo esos valores re�ejan la estructura

de la red y las interacciones entre las páginas. Cada grupo debe asignar un orden de relevancia a las páginas

web, lo que permite observar cuál es la página más importante dentro de la red según el análisis realizado.

Una vez que los estudiantes han asignado el orden de relevancia, se les pide que comparen estos resultados con

los obtenidos en la primera sesión, lo que les permite re�exionar sobre las similitudes o diferencias en los enfoques

y resultados. Este momento es crucial para que los estudiantes establezcan conexiones entre lo aprendido en

diferentes contextos y para que re�exionen sobre cómo el uso de herramientas matemáticas puede modi�car la

interpretación de un mismo problema. El docente, en este sentido, fomenta la discusión grupal mediante preguntas

críticas que invitan a la re�exión y a la evaluación del proceso matemático. Algunas de las preguntas orientadoras

son: ¿El procedimiento fue consistente?, ¿Qué diferencias o similitudes observan en los resultados obtenidos hoy

con respecto a la clase anterior?* y ¿Cómo validarían su respuesta utilizando otro método?
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Estas preguntas tienen como objetivo ayudar a los estudiantes a evaluar no solo los resultados obtenidos, sino

también los métodos utilizados para llegar a esos resultados. Se les anima a re�exionar sobre si el modelo

matemático empleado fue adecuado y si la interpretación de los datos fue correcta. Asimismo, se les desafía

a considerar otros enfoques o métodos alternativos que podrían haberse utilizado para resolver el problema y

validar los resultados obtenidos. Este tipo de re�exión fomenta una comprensión crítica del proceso matemático y

les permite identi�car posibles limitaciones o áreas de mejora en el análisis realizado.

Al concluir la re�exión grupal, cada grupo selecciona un representante para exponer sus conclusiones ante el

resto de la clase. Este momento de exposición no solo refuerza el aprendizaje individual, sino que también pro-

mueve el aprendizaje colectivo, ya que permite a los estudiantes escuchar diferentes perspectivas sobre cómo

abordar el mismo problema y comparar las soluciones propuestas por otros grupos. Además, la exposición de las

conclusiones ofrece a los estudiantes la oportunidad de comunicar sus razonamientos matemáticos de manera

clara y coherente, una habilidad fundamental tanto en el ámbito académico como en el profesional. El docente,

durante las exposiciones, puede intervenir para reforzar puntos clave, aclarar dudas o proporcionar una retroali-

mentación constructiva, asegurándose de que todos los estudiantes compartan una comprensión común sobre

los resultados y el proceso seguido.

En conjunto, las fases de Interpretación/Evaluación y Validación no solo permiten a los estudiantes consolidar los

conocimientos adquiridos durante la clase, sino también desarrollar habilidades metacognitivas que les ayudarán

a analizar y evaluar sus propios procesos de resolución de problemas en futuras situaciones. Al �nalizar la clase,

los estudiantes habrán tenido la oportunidad de conectar los procedimientos matemáticos con el contexto real

del problema, al mismo tiempo que habrán practicado el razonamiento crítico, la comunicación matemática y la

validación de resultados en un entorno colaborativo.

6.2.4. Objeto matemático

El avance de esta sesión conlleva la inclusión y utilización de los siguientes componentes matemáticos:

� Matríz de adyacencia.

� Matríz Traspuesta.

� Normalización de una matríz o Matríz Estocásticas.

� Valores y vectores propios

� Vector Perron-Frobenius.
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6.2.5. Descripción de la actividad

Es importante recordar que, en el contexto de la modelización matemática, la etapa de Formulación del Problema

(FP) constituye un elemento fundamental, dado que implica la interpretación y conversión de una situación real

al lenguaje matemático. El comienzo de la sesión se orienta a examinar de qué manera la representación de las

relaciones entre páginas web a través de una matriz binaria puede favorecer la comprensión y organización del

problema en esta fase inicial del proceso de modelización matemática. Ver �gura 6.2

Figura 6.2: Introducción situación-problema ¿Qué página web es más relevante?,parte II
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Al inicio de la sesión , se plantean a los estudiantes dos interrogantes derivadas de la actividad, que permiten

iniciar el proceso de modelización matemática y facilitan la comprensión de la etapa de Formulación del Problema

(FP), como se detallará más adelante en el análisis de la respuesta experta. En especí�co, se les indaga acerca de

cuál sería la matriz asociada, teniendo en cuenta los vínculos presentados en la tabla. Una vez que los estudiantes

hayan construido la matriz de adyacencia, se procederá a una puesta en común con el objetivo de consolidar las

fases de Sistematización (SM), Matematización (MT) y Análisis del Sistema Matemático (ASM). Ver �gura 6.3

Figura 6.3: Preguntas de inicio actividad ¿Qué página web es más relevante?, parte II
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A diferencia de la actividad previa, en la cual se solicitó a los estudiantes informantes que representaran la situa-

ción problemática mediante un grafo, en esta ocasión se requiere que la información sea representada a través

de una matriz de adyacencia, su transpuesta y una matriz normalizada durante la fase de Sistematización (SM).

Ver �gura 6.4 y 6.5

Figura 6.4: Preguntas del proceso de Sistematización
(SM), taller II

Figura 6.5: Preguntas del proceso de sistematización
(SM), taller II
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Posteriormente, en la fase de Matematización (MT), se procederá a determinar los valores propios, lo cual permi-

tirá, en la etapa de Análisis del Sistema Matemático (ASM), establecer el sistema de ecuaciones correspondiente

al cálculo del vector propio, conocido como el vector de Perron-Frobenius.

De igual manera, las interrogantes planteadas por el educador exhiben un carácter orientador, aunque con menor

grado de dirección en comparación con la sesión anterior. Si bien estas preguntas facilitan el avance a través

de las etapas del proceso de modelización matemática, en un principio se lleva a cabo un recordatorio de los

momentos esenciales de la experiencia previa, lo cual favorece que los alumnos realicen las actividades con

mayor independencia.
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6.2.6. Respuesta Experta

En la tabla 6.4 y 6.5 se presenta un análisis detallado de las respuestas expertas, en relación a las preguntas

y acciones planteadas durante la primera sesión de enseñanza. Este análisis se organiza siguiendo las diversas

fases que componen el proceso de modelización matemática, lo que proporciona una visión clara y ordenada de

la interacción entre las actividades propuestas y los objetivos de aprendizaje correspondientes a cada etapa.

Fases Respuesta experta a las preguntas

SM De acuerdo a la tabla, ¿Cuál es la matríz asociada, tomando en
cuenta los puntos a) y b)?
Resp:

M =

0

B
B
B
B
B
B
@

0 1 1 1

0 0 1 1

1 0 0 0

1 0 1 0

1

C
C
C
C
C
C
A

M será llamada matríz de adyacencia.

SM ¿Cuál es su matriz traspuesta? Resp:

M t =

0

B
B
B
B
B
B
@

0 0 1 1

1 0 0 0

1 1 0 1

1 1 0 0

1

C
C
C
C
C
C
A

SM Una matriz normalizada es aquella donde la suma total de cada
uno de los elementos de la columna da como resultado 1. De
acuerdo a lo anterior, ¿Cómo podrías normalizar la matríz
traspuesta.Encuentre la matriz normalizada y escríbela con un
nombre. Resp:

M N =

0

B
B
B
B
B
B
@

0 0 1 1
2

1
3 0 0 0
1
3

1
2 0 1

2

1
3

1
2 0 0

1

C
C
C
C
C
C
A

Tabla 6.4: Respuestas expertas segunda sesión, taller 2
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Fases Respuesta experta a las preguntas

MT ¿Cuáles son los valores propios de la matriz normalizada?,
¿Cómo se determinan?.
Resp 1:

� 1 = 1; � 2 = �
1
2

; � 3 = �
1
2

Resp 2: Se determina mediante el calculo de
�
�M N � � � I

�
� = 0

.

ASM Si evaluamos el mayor de los valores propios obtenidos en la
matríz M N � � � I . Calcular el vector propio �! v = ( x1; x2; x3; x4)
asociado.
Resp: 0

B
B
B
B
B
B
@

� 1 0 1 1
2

1
3 � 1 0 0
1
3

1
2 � 1 1

2

1
3

1
2 0 � 1

1

C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
B
@

x1

x2

x3

x4

1

C
C
C
C
C
C
A

IE ¿Observas alguna similitud y/o diferencia en los resultados
obtnidos comparados con la primera clase para obtener el
orden y relevancia �nal de cada página web?
Resp:

� x1 + x3 + 1
2 x4 = 0

1
3 x1 � x2 = 0
1
3 x1 + 1

2 x2 � x3 + 1
2 x4 = 0

1
3 x1 + 1

2 x2 � x4 = 0

x1 + x2 + x3 + x4 = 4

9
>>>>>>>>>=

>>>>>>>>>;

Es el mismo sistema de ecuaciones de la sesión 1.

VL Determinar el orden de relevancia de cada página web Resp:

x1|{z}
48
31

+ x2|{z}
16
31

+ x3|{z}
36
31

+ x4|{z}
24
31

= 4

Tabla 6.5: Respuestas expertas segunda sesión, taller 2
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6.2.7. Posibles estrategias

En el análisis de la sesión de clase, se han tomado en cuenta las posibles estrategias que los estudiantes podrían

emplear para la construcción del modelo matemático que aborda el problema planteado, especí�camente durante

el desarrollo de las fases de Matematización (MT) y Análisis del Sistema Matemático (ASM).

La tabla 6.6 presenta una descripción detallada de dichas estrategias correspondientes a la primera clase de la

secuencia didáctica.

Estrategias Ejemplos

Introducir los coe�cientes
de la matríz normalizada
en el software matrix cal-
culator y encontrar los va-
lores propios

Calcular el/los valor(es)
propio(s) y calcular

�
M N � � � I

�
= 0

0

B
B
B
B
B
B
@

� � 0 1 1
2

1
3 � � 0 0
1
3

1
2 � � 1

2

1
3

1
2 0 � �

1

C
C
C
C
C
C
A

=0

Evaluar el mayor valor
propio (� = 1 ) y calcu-
lar su vector propio aso-
ciado (vector de Perron-
Frobenius)

0

B
B
B
B
B
B
@

� 1 0 1 1
2

1
3 � 1 0 0
1
3

1
2 � 1 1

2

1
3

1
2 0 � 1

1

C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
B
@

x1

x2

x3

x4

1

C
C
C
C
C
C
A

Determinación del siste-
ma de ecuaciones no ho-
mogeneo asociado al pro-
blema

� x1 + x3 + 1
2 x4 = 0

� x2 + 1
3 x1 = 0

� x3 + 1
3 x1 + 1

2 x2 + 1
2 x4 = 0

� x4 + 1
3 x1 + 1

2 x2 = 0

9
>>>>>>=

>>>>>>;

Tabla 6.6: Estrategias y ejemplos primera sesión, taller 1
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6.2.8. Di�cultades y errores

En esta lección de la secuencia didáctica, se lleva a cabo un análisis detallado de las di�cultades y errores

potenciales que los estudiantes pueden encontrar durante las fases de FP, SM, MT, ASM y IE en la tabla 6.7 . No

se abordan di�cultades o errores en VL , dado que dicha fase se desarrolla mediante una actividad de puesta en

común con el grupo, lo que permite una evaluación colaborativa.

Categorías Posibles errores y
di�cultades

Retroalimentación

FP No logra representar a
través de una matríz de
adyacencia el problema
correctamente

Observar nuevamente la lectura
inicial de introducción donde
menciona: Un 1 indica que
existe conexión o enlace entre
dos páginas y un 0 indica que
no hay conexión directa entre
ellas

SM No representa a través
de una matríz traspuesta
la matríz de adyacencia

¿Cuál es la criterio para
generar una matríz traspuesta?.

SM No representa a través
de una matríz traspuesta
la matríz Normalizada
(estocástica)

Recordar que una matríz
normalizada (estocástica) es
aquella donde la sumatoria de
los coe�cientes de cada
columna es igual a 1

MT No comprenden cómo
calcular el/los valor/es
propio(s)

1 )Incorporar los datos de la
matríz normalizada
(estocástica) al software Matrix
Calculator y resolver. 2)
Calcular el determinante de

M N � � � I = 0

ASM No comprenden cómo
calcular el vector propio
asociado al problema
(vector Perron-Frobenius)

Calcular evaluando el mayor
valor propio lo siguiente:

�
M N � � � I

�
� �! v = 0

IE No comprende el
desarrollo de solución del
sistema de ecuaciones
no homogeneo

¿Cómo se calcula un sistema
de ecuaciones no homogeneo?

Tabla 6.7: Posibles di�cultades y errores en base a los procesos de Blomjhø y Haghaard Jensen
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6.3. Clase 3: Los más buscados

El desarrollo de esta actividad se estructura en tres momentos clave: inicio, desarrollo y cierre, fundamentados

en los subprocesos de Blomjøh y Højgaard-Jensen (Formulación del problema, Sistematización, Matematización,

Análisis del sistema matemático, Interpretación/Evaluación y Validación). La actividad se implementa en 4 grupos

de 3 integrantes y está diseñada para una sesión de 90 minutos.

6.3.1. Momento de inicio

La sesión comienza con una introducción al caso planteado: un misterio en el que se debe identi�car al culpable

entre cinco individuos mediante herramientas matemáticas como grafos o matrices. El docente contextualiza la

actividad conectándola con problemas reales donde se analiza información compleja mediante modelos matemá-

ticos, enfatizando cómo estas herramientas permiten abstraer, simpli�car y resolver situaciones que surgen en

diversos campos como la investigación criminal, el análisis de redes sociales o la gestión de datos. Para captar la

atención de los estudiantes, el docente puede ejempli�car brevemente un caso análogo y destacar la relevancia

del pensamiento matemático en la vida cotidiana.

Durante este momento, se realiza la Formulación del problema (FP) , donde se explican los objetivos de la acti-

vidad y se plantea el interrogante principal: ¿Quién es el culpable según el análisis de las acusaciones cruzadas?

Se subraya la importancia de comprender bien las relaciones entre los sospechosos y de elegir representaciones

matemáticas adecuadas que permitan modelar y resolver el problema de forma e�ciente.

El docente organiza a los estudiantes en 4 grupos de 3 integrantes, fomentando la colaboración y la discusión

dentro de los equipos. Antes de comenzar el trabajo en grupo, se promueven acuerdos internos, como la asigna-

ción de roles (coordinador, encargado de registros, portavoz, entre otros) para optimizar la participación equitativa

y la gestión del tiempo. A continuación, se entrega una copia del informe policial que contiene las declaraciones

de los sospechosos. El documento presenta información rica y detallada que invita a los estudiantes a analizar

las interacciones y las posibles contradicciones en los testimonios.

Cada grupo dispone de cinco minutos para leer y comprender el enunciado, identi�cando las conexiones clave

entre los personajes. Durante este tiempo, los estudiantes subrayan las a�rmaciones relevantes, discuten sus

primeras impresiones sobre el caso y proponen preguntas iniciales que los ayudarán a estructurar su análisis

posterior. Mientras tanto, el docente circula por el aula, atendiendo dudas puntuales y alentando a los estudiantes

a enfocarse en las relaciones esenciales que deberán modelar matemáticamente.

Se ha estimado que esta fase tendrá una duración aproximada de 15 minutos, con un ritmo diseñado para facilitar

la concentración de los estudiantes en la tarea, asegurando así una base sólida para las siguientes etapas de la

actividad.

6.3.2. Momento de desarrollo

En el desarrollo de esta fase, que se extiende a lo largo de 60 minutos, se estructuran tres subprocesos funda-

mentales que permiten una profundización progresiva en el proceso de modelación matemática. El primero de

estos subprocesos es la Sistematización (SM) , que ocupa los primeros 15 minutos. Durante este tiempo, los es-

tudiantes, organizados en equipos de trabajo, analizan el problema presentado, identi�cando sus características

clave y seleccionando el modelo matemático que consideren más adecuado para abordarlo. En este contexto, se

da especial énfasis a la justi�cación de la elección del modelo, que puede incluir herramientas como grafos o ma-

trices , dependiendo de la naturaleza del problema. La selección y justi�cación del modelo involucra una re�exión

crítica sobre las propiedades del sistema a modelar, considerando las ventajas y limitaciones de los diferentes
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enfoques matemáticos posibles.

A continuación, se transita al subproceso de Matematización (MT) , que se desarrolla durante los siguientes 25

minutos. En esta fase, los estudiantes se enfocan en transformar la información y los datos del problema en re-

presentaciones matemáticas especí�cas, como grafos, matrices u otras estructuras matemáticas adecuadas. El

objetivo principal es que los equipos construyan estas representaciones de manera precisa y coherente, asegu-

rándose de que las relaciones planteadas en el caso original se re�ejen adecuadamente en las herramientas

matemáticas elegidas. Este subproceso es crucial, ya que permite la conversión de la situación problemática en

un sistema matemático, lo que sienta las bases para el análisis posterior.

Finalmente, en los últimos 20 minutos, se lleva a cabo el subproceso de Análisis del Sistema Matemático

(ASM). Durante esta etapa, los estudiantes aplican técnicas y métodos matemáticos especí�cos para examinar el

modelo previamente construido. Dependiendo del enfoque adoptado, esto puede incluir la evaluación de métodos

de centralidad en grafos o la evaluación de patrones en las matrices, entre otros procedimientos matemáticos

pertinentes. Este subproceso se caracteriza por un análisis profundo de las propiedades del sistema matemático

modelado, donde los estudiantes exploran la validez de sus representaciones y buscan patrones, relaciones o

soluciones dentro del modelo. Además, se favorece la discusión intergrupal, moderada por el docente, en la que

los estudiantes comparan enfoques, argumentan sobre sus decisiones y re�exionan colectivamente sobre los

resultados obtenidos. Esta instancia de debate matemático no solo promueve la colaboración y el intercambio

de ideas, sino que también fomenta el desarrollo de competencias argumentativas y críticas en los estudiantes,

esenciales para la consolidación de su comprensión matemática.

6.3.3. Momento de cierre

Finalmente, el cierre de la actividad, que se lleva a cabo durante los últimos 15 minutos, integra de manera estruc-

turada las fases de Interpretación/Evaluación (IE) y Validación (VL) del proceso de modelación matemática. En

los primeros 10 minutos de este cierre, los estudiantes se centran en la interpretación de los resultados obtenidos

a partir de los modelos matemáticos que han desarrollado previamente. En esta etapa, los equipos analizan y

discuten los resultados generados por sus representaciones matemáticas, buscando interpretaciones coheren-

tes con el contexto original del problema. A partir de esta interpretación, los estudiantes formulan conclusiones

sustentadas que deben estar basadas en una argumentación matemática sólida y justi�cada. En particular, se

espera que los estudiantes resuelvan la pregunta central del problema planteado, como por ejemplo la identi�-

cación del culpable en el contexto de un caso hipotético, demostrando su capacidad para vincular las soluciones

matemáticas con la situación real o hipotética modelada.

En los últimos 5 minutos, se da paso a la fase de Validación (VL) , donde los estudiantes re�exionan sobre

las limitaciones inherentes a los modelos que han aplicado. Este proceso de validación implica una evaluación

crítica de la idoneidad y precisión de los modelos matemáticos utilizados, reconociendo posibles suposiciones

simpli�cadoras, puntos ciegos o restricciones que podrían haber in�uido en la �abilidad de los resultados. Además,

en esta fase, los estudiantes participan en un debate orientado hacia la identi�cación de posibles adaptaciones

al modelo, en caso de que el escenario planteado incluyera información adicional, incertidumbres mayores o

ambigüedades. Este ejercicio de re�exión no solo permite que los estudiantes reconozcan las limitaciones de sus

propios enfoques, sino que también fomenta la capacidad crítica para proponer mejoras y ajustar sus modelos en

función de nuevas condiciones o desafíos. En última instancia, este proceso de interpretación y validación tiene

como objetivo fortalecer las competencias de los estudiantes en cuanto a la evaluación crítica de sus propios

resultados matemáticos, promoviendo una comprensión profunda de la relación entre el modelo matemático y el

contexto original del problema.

97



En el cierre de la actividad, además de las fases de Interpretación/Evaluación (IE) y Validación (VL) , se plantean

dos preguntas de re�exión que buscan fomentar la autoevaluación crítica y la transferencia del aprendizaje a otros

contextos. Estas preguntas son las siguientes:

1. ¿De qué manera el uso de grafos o matrices como herramientas matemáticas te permitió abordar la situación

planteada de una forma diferente a otros métodos que habías utilizado anteriormente?. Esta pregunta invita a

los estudiantes a re�exionar sobre la innovación metodológica que representa el uso de modelos matemáticos

como grafos o matrices en comparación con otros enfoques tradicionales o previamente utilizados. Se les anima a

identi�car cómo estas herramientas matemáticas pudieron ofrecer una nueva perspectiva o facilitar una solución

más e�ciente o precisa en el contexto del problema planteado. Además, se busca que los estudiantes reconozcan

las ventajas y desafíos especí�cos que implica el uso de grafos o matrices en el análisis de situaciones reales.

2. ¿Crees que podrías aplicar los métodos estudiados, como grafos o matrices, para modelar y resolver proble-

mas en otros contextos o situaciones reales? Explica por qué. En esta segunda pregunta, se plantea un ejercicio

de transferencia del aprendizaje, donde los estudiantes deben considerar si los métodos utilizados pueden ex-

trapolarse a otros dominios de aplicación. La re�exión los lleva a explorar cómo las herramientas matemáticas

aprendidas pueden ser útiles en diferentes contextos reales, ampliando su capacidad para aplicar lo aprendido

fuera del ámbito académico. Se espera que los estudiantes justi�quen sus respuestas, demostrando una com-

prensión profunda de los métodos estudiados y su potencial aplicación en situaciones diversas, ya sea en áreas

profesionales, sociales o incluso en la vida cotidiana.

Estas preguntas de re�exión son fundamentales para que los estudiantes no solo evalúen sus propios aprendiza-

jes, sino que también desarrollen la capacidad de transferir y aplicar sus conocimientos matemáticos en distintos

escenarios, lo que fortalece su formación como futuros profesionales en matemáticas y educación matemática.

6.3.4. Objeto matemático

De acuerdo a la elección del estudiante, el avance de esta sesión conlleva la inclusión y utilización de los siguientes

componentes matemáticos:

Si es por representación de un grafo:

� Representación grá�ca (grafos).

� Valoración probabilística de los caminos.

� Sistemas de ecuaciones no homogeneos.

Si es por representación matricial:

� Matríz de adyacencia.

� Matríz Traspuesta.

� Normalización de una matríz o Matríz Estocásticas.

� Valores y vectores propios

� Vector Perron-Frobenius.
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6.3.5. Descripción de la actividad

La introducción de la situación-problema (FP) se hace mediante el estudio de un caso relacionado a la desapa-

rición de un objeto de gran valor donde la persona culpable será aquella que posea mayor relevancia entre las

acusaciones. Ver �gura 6.6

Figura 6.6: Introducción situación-problema ¿Quién es el culpable?
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El comienzo de la sesión se centra en examinar cómo las acusaciones o conexiones entre los 5 amigos pueden

ser representadas, ya sea mediante un grafo (representación grá�ca) o mediante una matriz binaria. Esta selec-

ción contribuye a facilitar la comprensión y organización del problema (SM) en esta fase inicial del proceso de

modelización matemática, fomentando así una representación más clara y estructurada de los datos.

Esto se puede observar en la �gura 6.7

Figura 6.7: Problema introductorio, taller 3: Los más buscados
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A diferencia de las sesiones anteriores, en esta clase los estudiantes tienen la posibilidad de construir tanto un

modelo grá�co como uno matricial para abordar la resolución del problema planteado. Esto implica que deben

elaborar un grafo con el objetivo de extraer los datos relevantes y, a partir de ellos, avanzar hacia la fase MT, o

bien construir su correspondiente matriz de adyacencia para continuar con las fases SM, MT, ASM, IE y VL. Las

dos primeras preguntas propuestas en la actividad son clave para desarrollar las tres fases iniciales del proceso

de modelización matemática y, simultáneamente, permiten dar respuesta integral a la situación-problema.

Asimismo, esta clase está diseñada para ser completamente autónoma para los estudiantes, quienes, en este

punto, deberían haber comprendido las etapas del proceso de modelización matemática gracias a las experiencias

previas. De este modo, se espera que puedan aplicar dichas etapas de forma independiente, considerando que,

en esta instancia, el proceso actúa como una herramienta central para resolver el problema propuesto.
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6.3.6. Respuestas Expertas

A continuación, se presenta un análisis de las respuestas expertas en relación con las interrogantes y acciones

planteadas durante la tercera sesión. Este análisis se estructura de acuerdo con las distintas fases que integran

el proceso de modelización matemática, ofreciendo una representación ordenada y sistemática de la interacción

entre las actividades diseñadas y los objetivos de aprendizaje asociados a cada etapa. En las tablas 6.8 y 6.9,

se detallan las respuestas esperadas para una representación grá�ca en forma de grafo y, posteriormente en la

tablas 6.10 y 6.11, a través de una representación matricial, resaltando su correlación con las etapas del proceso

de modelización.

Categorías Respuestas Expertas

SM

¿Cuál es el grafo asociado al problema?

MT

Si la valoración o relevancia inicial de cada perso-
na es 1 y se distribuye proporcionalmente entre las
acusaciones. Es decir:

Tabla 6.8: Categorías y Respuestas Expertas tercera sesión, taller 3
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Categorías Respuestas Expertas

MT/ASM

Cada persona se expresa como una suma de las
acusaciones que recibe.

A = 1D +
1
2

B

B =
1
2

A +
1
3

C +
1
3

H

C =
1
2

A +
1
3

H

D =
1
2

B +
1
3

C +
1
3

H

H =
1
3

C

IE/VL

¿Cuál es la relevancia de cada acusado?

A|{z}
8
5

+ B|{z}
6
5

+ C|{z}
9

10

+ D|{z}
1

+ H|{z}
3

10

= 5

De acuerdo a lo anterior, Alicia es culpable.

Tabla 6.9: Categorías y Respuestas Expertas tercera sesión, taller 3
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En esta sección se presentan las respuestas esperadas desde una perspectiva experta, desarrolladas en su for-

ma matricial. Es fundamental subrayar que, en el transcurso del taller, se concede a los estudiantes la facultad de

elegir el método que pre�eran. A partir de esta selección, ellos determinan y llevan a cabo los pasos pertinentes

que orientarán el proceso de resolución.

Categorías Respuestas Expertas

FP

¿Cual es la matríz de adyacencia asociada al problema?

M =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 1 1 0 0

1 0 0 1 0

0 1 0 1 1

1 0 0 0 0

0 1 1 1 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

SM

¿Cuál es su matríz traspuesta?

M t =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 1 0 1 0

1 0 1 0 1

1 0 0 0 1

0 1 1 0 1

0 0 1 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

SM

¿Cuál es su matríz normalizada(estocástica)?

M N =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 1
2 0 1 0

1
2 0 1

3 0 1
3

1
2 0 0 0 1

3

0 1
2

1
3 0 1

3

0 0 1
3 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

Tabla 6.10: Categorías y Respuestas Expertas tercera sesión, taller 3
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Categorías Respuestas Expertas

MT

¿Cuáles son el/los valor(es) propio(s)?. Para ello hay que calcu-
lar: �

M N � � � I
�

= 0

De esto tenemos que:

� 1 = 0; � 2 = 1; � 3 = �
1
3

; � 4 =
� 2 �

p
11i

6
; � 5 =

� 2 +
p

11i
6

ASM

Evaluar el mayor valor propio (� = 1 ) y calcular su vector propio
asociado (vector de Perron-Frobenius). Resp:

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� 1 1
2 0 1 0

1
2 � 1 1

3 0 1
3

1
2 0 � 1 0 1

3

0 1
2

1
3 0 1

3

0 0 1
3 0 � 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

x1

x2

x3

x4

x5

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

IE

¿Cuál es el sistema de ecuaciones asociado a la situación-
problema? : Resp: De esto tenemos que:

� x1 + 1
2 x2 + x4 = 0

1
2 x1 � x2 + 1

3 x3 + 1
3 x5 = 0

1
2 x1 � x3 + 1

3 x5 = 0
1
2 x2 + 1

3 x3 + 1
3 x5 = 0

1
3 x3 � x5 = 0

9
>>>>>>>>>=

>>>>>>>>>;

IE/VL

¿Cuál es la relevancia de cada acusado?

A = x1| {z }
8
5

+ B = x2| {z }
6
5

+ C = x3| {z }
9

10

+ D = x4| {z }
1

+ H = x5| {z }
3

10

= 5

Tabla 6.11: Categorías y Respuestas Expertas tercera sesión, taller 3
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6.3.7. Posibles estrategias

En esta sección, se retoman y ponen en práctica las estrategias que fueron previamente presentadas y utilizadas

en las sesiones 1 y 2. Tales estrategias han demostrado ser esenciales para orientar a los estudiantes en el

proceso de modelización matemática, facilitando así la comprensión de los conceptos y fomentando el desarrollo

autónomo de las habilidades analíticas requeridas para abordar la situación-problema planteada. La continuidad

en la aplicación de estas estrategias fortalece los aprendizajes anteriores y establece una base robusta para la

implementación progresiva y sistemática de las etapas del proceso de modelización matemática en contextos de

mayor complejidad. Ver tabla 6.2 y tabla 6.6 .

6.3.8. Di�cultades y errores

Para esta tercera sesión sesión , se mantienen las mismas directrices previamente establecidas en las sesiones

1 y 2. Estas pautas permiten la identi�cación, análisis y tratamiento sistemático de los errores comunes y las

di�cultades que los estudiantes pueden encontrar durante el proceso de modelización matemática. La repetición

de estas directrices no solo asegura una consistencia metodológica entre las sesiones, sino que también facilita

el monitoreo de los avances y retrocesos en el aprendizaje, ofreciendo una base robusta para la intervención y la

mejora continua en el desarrollo de las competencias relacionadas con el modelado matemático. Ver tablas 6.3 y

6.7
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Capítulo 7: Análisis de resultados

Este apartado se organiza en dos secciones principales. En la primera, se exponen los resultados derivados de

las tres intervenciones realizadas en el marco del estudio, destacando las categorías de análisis identi�cadas. En

la segunda, se presenta un análisis detallado y una discusión crítica de los resultados obtenidos, considerando su

relación con los objetivos y preguntas de investigación planteados.
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