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Resumen

A partir del afio 2019, y como complemento a la reforma educacional iniciada el afio 2009,
con la que se pretende tener en Chile un curriculo formativo de nivel OCDE (Organizacién
para la Cooperacion y el Desarrollo Econémico); se agregaron nuevos cursos electivos al
curriculo de matematicas en la ensefianza humanista cientifica. Entre estos cursos se
encuentra el de limites, derivadas e integrales.

Puesto que hay poca historia respecto de este curso, resulta de interés estudiar la manera
en que los profesores de matematica ensefan los conceptos de limite de funciones y limte
de sucesiones.

Con el proposito de avanzar, en este campo de estudio de la ensefianza y el aprendizaje
de la matematica en este nivel escolar, hemos llevado adelante este estudio con el fin de
conocer y entender como los docentes enfrentan la ensefianza de estos conceptos. Para
ello, elaboramos y aplicamos dos instrumentos a 11 profesores delegados del Campeonato
Escolar de Matematicas (CMAT) respecto al dominio y la ensefianza del concepto de limite.

El primero de ellos es un cuestionario que tienen dos partes: la primera para conocer
detalles de la experiencia, dificultades y percepciones del profesor para la ensefianza del
concepto de limite (de sucesiones y funciones). La segunda parte son preguntas de
conocimiento especificos que tienen como finalidad analizar que dificultad(es) puede
encontrar el profesor respecto de la ensefianza del concepto de limite.

El segundo cuestionario tiene como finalidad analizar la forma como ensefian los profesores
el concepto de limites de sucesiones y de funciones a nivel secundario en el curso electivo
de limites, derivadas e integrales.

Respecto a la ensefianza, se analizaron guias y clases de 6 de los 11 profesores que
participaron en este estudio. Respecto al dominio, se realizd una evaluacion de los
contenidos relacionados al concepto de limite. Los resultados permiten identificar que los
profesores no utilizan la definicion formal de limites de funciones, la principal justificacion
que utilizan los profesores para argumentar acerca de la existencia de un limite es el
teorema de los limites laterales. También, los profesores utilizan incorrectamente el simbolo
oo, considerandolo como un numero real cuando es una representacion de la idea de que
algo crece o decrece (situacion que se expresa como —oo), sin limite. Por ultimo, se observa
que los profesores no aplican correctamente el algebra de limites de sucesiones
argumentando con casos que no corresponden a cada propiedad.

Palabras Clave: Ensefanza de limite de sucesiones — Ensefianza de limite de funciones —

Obstaculos en la enseianza



Abstract

As of 2019 - and as a complement to the educational reform that started in 2009- with the
aim of having an OECD (Organization for Economic Cooperation and Development) level
training curriculum in Chile, new elective courses have been added to the mathematics
curriculum in humanities and science education. These courses include limits, derivatives
and integrals.

Since there is little history about this course it results interesting to study the way
mathematics teachers teach the concepts of function limits and sequence.

With the purpose of moving forward in this field’s study of teaching and learning mathematics
at this scholar level we have carried out this study to know and understand how teachers
deal with teaching these concepts. To accomplish this, we developed and applied two
questionnaires to 11 teachers delegated by the Campeonato Escolar de Matematicas
(CMAT) regarding the mastery and teaching of the concept of limits. The former is divided
in two parts: the first one, to know the details of the experience, difficulties and perception
of the teacher to teach the concept of sequence limits and function. The second one contains
some questions about the specific knowledge they possess to analyze the challenges that
the teacher could face while teaching the concept of limits. The latter has as aim to analyze
the way teachers teach the concept of sequence limits and functions at secondary level in
the course of limits, derivatives and integrals.

Regarding the teaching, handouts and classes from 6 of the 11 teachers who participated in
this study were analyzed. In relation to the domain, an evaluation of the content related to
the concept of limits was carried out. The results allow us to identify that teachers do not
use the formal definition of function limits, the main justification used by teachers to argue
about the existence of a limit is the theorem of lateral limits. Also, teachers incorrectly use
the symbol «, considering it as a real number when it is a representation of the idea that
something grows or decreases (situation expressed as —oo) without limit. Finally, it is
observed that teachers do not correctly apply the algebra of sequence limits, arguing with
cases that do not correspond to each property.

Keywords: Teaching the sequence limits — Teaching the limit of functions — Obstacles in
teaching.
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Capitulo 1: Problema de Estudio

1.1 Antecedentes

La reforma curricular, del sistema de educacion escolar chileno, se inicié el afio 2009 con
el cambio curricular de la ensefianza preescolar y basica y concluyo, en junio de 2019, con
el decreto 0193 del Ministerio de Educacién que aprueba bases curriculares para los cursos
de 3° y 4° afio de educacion media en las asignaturas que indica. En este decreto, en
particular, se establecen las siguientes cuatro asignaturas electivas en el area de
matematicas:

Geometria 3D

Limites, derivadas e integrales (LDI)

Pensamiento computacional y programacion
Probabilidades y estadistica descriptiva e inferencial

Estas asignaturas electivas se cursan durante los ultimos dos afos de la ensefianza media
humanista cientifica.

Al ser asignaturas nuevas, resulta interesante conocer y estudiar las dificultades y desafios
que presentan -los estudiantes y sus profesores- para comprender los nuevos conceptos
propuestos en cada una de estas asignaturas. En particular, en este trabajo, nuestra
propuesta es conocer e identificar los errores y dificultades de los profesores de
matematicas que imparten la asignatura de limites, derivadas e integrales con relacion a la
ensefianza de los conceptos de limite de una sucesion y limite de una funcion.

Para Radatz (1980), el analisis de los errores nos permite diagnosticar dificultades
individuales de los alumnos como punto de partida y como herramienta de investigacion de
procesos de ensefianza y aprendizaje.

Las investigaciones sobre las dificultades, de los profesores de matematicas, para la
ensefianza del concepto de limite de sucesiones y limites de funciones, son limitadas. La
mayoria de las investigaciones se centran en el estudiante. Es por ello que se requieren
investigaciones centradas en el profesor. A continuacion, se presentaran algunos de los
antecedentes que la literatura reporta en cuanto a lo que ocurre con los docentes.

En la investigacion de Mastorides y Zachariades (2004), llegan a la conclusién de que es
posible que algunos profesores que ensefan limites de funciones no entiendan el concepto
de limite o tienen conceptos erréneos acerca del concepto de limite. En su trabajo indicaron
que: “La mayoria tiene dificultades para comprender enunciados multi cuantificados o no
logra comprender la modificacion de dichos enunciados provocada por cambios en el orden
de los cuantificadores” (p. 481); refiriéndose al desafio que enfrenta el profesor de
matematicas cuando ensefia la definicion de limites de funciones con épsilon-delta con
respecto al orden de los cuantificadores de “Para todo” y “Existe”.

Otras conclusiones que obtuvieron son que la mayoria de estos profesores tienen
dificultades para dar verbalmente, de forma correcta, las definiciones formales de limite y
continuidad. Por ejemplo, alguien, intentando verbalmente definir el limite de una secuencia,
escribe:

“Existe un término de una secuencia después del cual la diferencia entre la
secuencia y un numero constante se vuelve tan pequefia como queramos”.(p. 485)



La afirmaciéon anterior se refiere a una parte de la definicion formal del concepto de
sucesion, esta es, |a,, — L| < ¢ sin utilizar o mencionar los cuantificadores.

Otros profesores, dando verbalmente el concepto de continuidad, escribe:

“Cuando x se acerca a y tanto como queramos, entonces f (x) se acerca a f(y). Es
decir, cuando el intervalo de y se acerque, sucedera lo mismo con el intervalo
correspondiente de f(y)”. (p. 485)

Se puede observar que la afirmacién anterior no establece las relaciones de “Para todo” y
“Existe”.

Otra conclusion relacionada al grafico de una sucesion es que algunos de los profesores al
momento de representar graficamente la convergencia de una sucesion, dibuja las graficas
de manera incorrecta, como la siguiente imagen:

Imagen 1: Representacion de profesores para indicar graficamente convergencia de una sucesion
Mastorides y Zachariades (2004, p. 485)

Por otro lado, Cornu (1991), afirma que una de las dificultades en la ensefianza y
aprendizaje del concepto de limite es que se concentra en la definicion del concepto de
limite utilizando los cuantificadores “Para todo”, “Existe” a la hora de ensefiar el concepto
sin concentrarse en el concepto propio de limite. También, Cornu (1994) afirma que se
algebriz6 la manera en que se ensefia el limite de una funcion en general, se enuncian
teoremas, las propiedades de la suma, resta, multiplicacion y divisién de limites, pero no se

concentran en general en el concepto de limite.

Otra referencia, centrada en los obstaculos que presentan los profesores al ensenar el
concepto de limite es Hitt (1999), el cual llega a la conclusién de que algunos profesores
tendian a fijar algunas estrategias centradas en métodos algebraicos para calcular limites,
favoreciendo enfoques informales para ensefar el concepto. Una de las afirmaciones que
indican los profesores es que “Siempre puedes calcular un limite, si el resultado es una
indeterminacion, siempre hay una manera de solucionarlo” (p. 52)

Con respecto al conocimiento que debe tener un profesor, en el ejercicio de su docencia,
se sefala, en la literatura, que uno de los precursores fue Lee S. Shulman(1986).

Luego de éste trabajo seminal de Shulman, y en los ultimos 30 afios, las investigaciones en
el campo del conocimiento de los profesores (de matematicas, en nuestro caso) han ido en
aumento, como lo respaldan los numerosos estudios que se han realizado (Badillo et al.,
2019; Pino-Fan y Godino, 2015) y los distintos modelos que se han realizado con el fin de
profundizar nuestra comprension del conocimiento de los profesores de matematicas (Ball
et al., 2008; Carrillo-Yafez et al., 2018; Pino-Fan y Godino, 2015; Rowland et al., 2005).



Es necesario conceptualizar nuevas formas y abordajes en la formacion de profesores que
permitan desarrollar instrumentos con el objetivo de motivar al conocimiento especializado
del profesor que ensefia matematicas. (Ribeiro et al., 2016)

El conocimiento de los docentes, en todos sus aspectos, es un factor critico para su
desempefio y la promocion del aprendizaje de los estudiantes (Zakaryan et al., 2018). Esto
permitira a los profesores decidir qué se debe ensenar y como, qué tipo de representacion
elegir y cémo resolver los problemas que plantea cualquier contenido en particular
(Shulman, 1986).

Algunas investigaciones, relacionadas al conocimiento matematico, indican la importancia
de que los profesores tengan una 6ptima preparacion matematica, lo que implicara en
generar un aprendizaje efectivo al momento de ensefar algun concepto matematico. Por
ejemplo, Haciomeroglu (2006) indica que los profesores con un fuerte conocimiento
matematico tienen mejor preparacion para ayudar a sus estudiantes a comprender los
diferentes temas al momento de ensefar.

En ese orden, el objetivo de esta tesis esta enfocado en caracterizar las dificultades que
presentan los profesores de matematica que realizan el curso de limites, derivadas e
integrales, respecto a la ensefianza de los conceptos de limite de sucesiones y limite de
funciones.

1.2 Pregunta de investigacion

¢ Cuadles son las dificultades de los profesores de matematica que realizan el curso de
Limites, Derivadas e Integrales, respecto de la ensefianza de los conceptos de limite de
sucesiones y limite de funciones?

1.3 Supuestos

Los supuestos de esta investigacion son los siguientes:

1) Los profesores no tienen un adecuado vocabulario matematico para ensefiar
conceptos de limites de funciones y limites de sucesiones.

2) Los profesores utilizan incorrectamente el simbolo « en la ensefianza del concepto
de limite de sucesiones y limite de funciones.

1.4 Relevancia

Al ser una asignatura (curso electivo) creada recientemente en el curriculo chileno, se
requiere realizar investigaciones relacionadas al aprendizaje y ensefanza de los contenidos
del curso de limites, derivadas e integrales. En particular, respecto de su ensefianza. Esto
debido a que las investigaciones centradas en la docencia son limitadas. Se espera que
este trabajo sea un aporte para que los docentes dimensionen y tomen en consideracién
los errores comunes y los pueda corregir en su ensefianza.

1.5 Limitaciones

Al ser una muestra pequefia de profesores, no se puede generalizar lo que les ocurre a los
profesores del estudio cuando realizan el curso de limites, derivadas e integrales. Sin
embargo, los casos reportados son un aporte al campo de la educacion matematica del
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pais puesto que reporta nichos de mejora para la formacién inicial y continua de los
docentes de matematica.

1.6 Objetivos

1.6.1 Objetivo General

Caracterizar las dificultades de los profesores de matematica que realizan el curso de
Limites, Derivadas e Integrales, respecto de la ensefianza de los conceptos de limite de
sucesiones y limite de funciones.

1.6.2 Objetivo Especificos

OE 1: Identificar las dificultades que presentan los profesores de matematica que realizan
el curso de Limites, Derivadas e Integrales respecto de la ensefianza de los conceptos de
limite de funciones y limite de sucesiones.

OE 2: Describir las formas de preguntar de los profesores de matematica cuando ensefian
los concepto de limite de funciones y limite de sucesiones, en el contexto del curso de
Limites, Derivadas e Integrales

11



Capitulo 2: Marco Teérico

El objetivo de nuestro trabajo es caracterizar las dificultades de los profesores de
matematica que realizan el curso de limites, derivadas e integrales respecto a la ensefianza
del concepto de limite de sucesiones y limite de funciones. Es por ello, que se requiere
entender la construccién del concepto de limite, a lo largo de la historia. Por otro lado, se
requiere conocer los obstaculos que presentan los profesores al ensefiar el concepto de
limites de funciones.

2.1. Construccion del concepto de limite a lo largo de la historia

La evolucion historica del concepto de limite se puede dividir en tres etapas, que se
diferencian por el grado de comprension del concepto. En esta larga evolucién, se observa
la necesidad de explicitar y formalizar la nocién de limite que se utiliza, de forma implicita,
desde la época del predominio del conocimiento griego y que no llega a la forma actual,
sino que hasta el siglo XIX.

2.1.1. La antiguedad

Matematicos Griegos, tales como Eudoxo de Cnido y Arquimedes hicieron uso informal de
los conceptos de limites y convergencia, cuando utilizan el método exhaustivo o de
agotamiento para calcular el area y volumen de regiones y solidos (Smith, 1958)

2.1.1.1. Arquimedes (287-212 A.C.)

Arquimedes nacio en la ciudad griega de Siracusa, en la isla de Sicilia. Durante su vida, se
le atribuye haber escrito 9 tratados que consisten en sus propios descubrimientos. Incluido
en estos tratados esta su “método” para encontrar superficies y volimenes. Arquimedes
dividié intuitivamente las figuras geométricas en figuras mas pequefias de menor grado.

Arquimedes escribié Quadrature of the Parabola (No hay fecha exacta). La cuadratura es
el acto de encontrar el area. En este trabajo, Arquimedes calculé el area de la parte de la
parabola acotada por una cuerda arbitraria AA’. (Imagen 2)

12



Imagen 2: Primer paso en aplicar la cuadratura de la parabola segin Arquimedes

Para calcular el area, Arquimedes sistematicamente inscribié un namero creciente de
triangulos, iniciando con ABA’, donde B es el punto en que la tangente a la parabola es
paralela a AA’. Luego, C y C’ se escogen de manera tal que la recta tangente que pasen
por C y C’ sean paralelas a AB y A’B respectivamente. Este proceso, de escoger puntos y
dibujar triangulos, se puede hacer cuantas veces se quiera sumando partes de areas no
consideradas en el calculo anterior.

Con métodos geométricos conocidos, Arquimedes demostré que la suma de las areas de
los triangulos BCA y BC'A’ es igual a 1/4 del area del triangulo ABA'. Al repetir el
procedimiento encontrando los puntos D y D’ como muestra la figura 7, se demuestra que
la suma de las areas de los triangulos BDC y BD’C’ es igual a 1/4 del area de la suma delas
areas de los triangulos BCA y BC’A’ 0 1/16 del area del triangulo ABA’.

13



Imagen 3: Segundo paso en aplicar la cuadratura de la parabola segin Arquimedes

Luego, repitiendo el procedimiento se obtienen triangulos cuya suma de area es igual a
1/64 del area del triangulo ABA’, y asi sucesivamente. Sumando las areas de los
respectivos triangulos obtendriamos

1 1 1 4
— - i vee |+ A '=—.3 ABA’
(1+4+16+64+ ) area de AABA 3 area de A

Arquimedes no dio una definiciéon formal, del concepto de limite, pero demostré que estaba
sutilmente consciente del concepto. Es por ideas originales -como ésta- que Arquimedes
es considerado uno de los mayores genios del Mundo Antiguo (Burton, 1985)

Establecer definiciones sobre el infinito y sobre numeros ilimitados eran ideas que la
mayoria de los matematicos evitaban, ya que no tenian una forma de expresar, de manera
sucinta, aquello que querian definir. Esta, en definitiva, pareciera ser una de las razones
por las que no se hizo ningun progreso significativo relativo al concepto de limite durante
mas de mil afios.

2.1.2. Siglo XVII y XVIII

Este periodo se caracteriza -mejor- por el uso de infinitesimales o pequenas cantidades que
se consideran mas pequefias que cualquier numero real distinto de cero. Los matematicos
de este periodo se sintieron mas comodos trabajando con el infinito, lo que permitié que se
hicieran conexiones. Se realizaron avances en el mundo de las matematicas, incluido el
descubrimiento de la geometria analitica y el calculo, pero los matematicos todavia
luchaban con el concepto de limite. El tema del célculo se desarrollé durante este periodo,
pero aun no hay rastro de una definicién precisa del concepto de limite.
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2.1.2.1. Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647)

En 1635, Cavalieri publico su obra mas famosa, Geometria indivisibilis continuorum nova.
Este trabajo fue una combinacion de los métodos de Arquimedes y las teorias de Kepler
para encontrar areas y volumenes. En su obra, Cavalieri describié su “Método de los
indivisibles”, que basicamente consistia en dividir figuras geométricas en partes mas
pequeias, aunque no utilizd triangulos como lo habian hecho los matematicos anteriores.

Gran parte del trabajo de Cavalieri estaba relacionada con geometria analitica y el calculo,
ninguno de los cuales se habia desarrollado completamente en ese momento. No tenia un
conocimiento formal de los limites, aunque su "Método" mostraba muchos signos de una
comprension funcional. A pesar de evitar el infinito, Cavalieri dejoé una huella en el desarrollo
de los limites, un tema bastante sinénimo de infinito. (Burton, 1985). En este sentido segun
Barrios (1995), Cavalieri propone una fundamentacion rigurosa del calculo de area vy
volumen de figuras mediante infinitos segmentos rectos o infinitas superficies planas que la
componen, y que él llama los indivisibles de la figura. Sobre esta base afirma que:

“Dos superficies planas o dos volumenes cualquiera (con la misma altura)
guardaran entre si la misma relacion que guarden sus indivisibles”. (P. 311)

La afirmacién anterior indica que si se comparan sus indivisibles se puede conocer la
relacién que guardan sus areas o volumenes.

Se compara la coleccion de indivisibles de figuras dependiendo si es una figura geométrica
0 un cuerpo geométrico (so6lido).

Si es una figura plana, dada la figura plana XYZ y una recta XY, los segmentos que se
generan al intersectar la figura con rectas paralelas a la dada se constituyen en los
indivisibles de la figura.

X! Yy X Y

Imagen 4: Segundo paso en aplicar la cuadratura de la parabola segin Arquimedes
Si es un cuerpo geométrico (solido), Cavalieri toma como indivisibles a todas las regiones

que se generan por la interseccién del solido con planos paralelos a uno dado inicialmente.
Este conjunto de planos constituyen los indivisibles del sélido.
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Se encuentra la relacién entre las colecciones indivisibles de dos figuras, haciendo una
particién de cada indivisible, analizando las colecciones de los elementos de esta particion
y encontrando el resultado final al unir estas colecciones. Segun Edwards (2012) este
método conduce al célculo de las “suma de potencias”, que se pueden expresar en
lenguaje moderno como:

Sk AP b - pPt pp+1
limZ(—-b) -—=1im2k1’-(—) =prdx=
n—oo n n  n-oow n p+1
k=1 k=1 0

2.1.2.2. Pierre de Fermat (1601-1665)

Pierre de Fermat, un matematico francés del siglo XVII, hizo contribuciones significativas al
concepto de calculo de limites, aunque el calculo y los limites aun no se habian definido.

Al trabajar con curvas, Fermat investigo los puntos de maximo y de minimo vy, al hacerlo,
aplico un proceso de vecindad o entorno. Hoy conocemos este método como el proceso de
diferenciacion. El acto de diferenciacion esta fuertemente vinculado con los limites, sin
embargo, Fermat no tenia una definicion del concepto de limite en el siglo XVII (Boyer,
1989)

Fermat utilizé un "proceso de limitacion" de forma regular. Su proceso de vecindad
resultaria mas tarde muy aplicable al considerar una definicion formal de limite, pero no
durante cientos de afios.

2.1.2.3. Isaac Newton (1642-1727)

Isaac Newton, es conocido como uno de los fundadores del calculo. Newton basicamente
se dio cuenta del concepto de limite, pero al calcular proporciones, dejé que cantidades
muy pequefias "desaparecieran". Simplemente descarté términos muy pequefios. Su
concepto informal del proceso del limite se encuentra en una de sus publicaciones
Philosophiae naturalis principia mathematica.
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Newton vinculé sus "flujos y fluxiones" con problemas de series infinitas y, al hacerlo,
desarrollé lo que llamé "Mi método", un método que ahora se conoce como el "Método de
fluxiones". Uso series infinitas de manera similar a como se usaban los polinomios finitos.
Propuso que las series infinitas tenian la misma consistencia que las cantidades finitas y
que compartian las mismas leyes.

2.1.2.4. Gottfried WilhemIm von Leibniz (1646-1716)

Gottfried Wilhelm von Leibniz, fue considerado mas un fildsofo que un matematico. A él,
junto con Newton, se le atribuye el desarrollo del calculo.

Aunque Newton y Leibniz pelearon, sus ideas eran muy similares. Cada uno construyé su
calculo sobre las razones y productos de cantidades infinitamente pequenas
(infinitesimales); Newton llamé a tales cantidades fluxiones y Leibniz las llamé diferenciales.

Los infinitesimales de Leibniz estaban “ahi, pero no ahi”. Aunque hubo fallas en su método,
también hubo muchos conceptos utiles. La belleza del método de Leibniz era que podia
usarse con cualquier funcion; era de forma muy general. Leibniz también es bien conocido
por su notacion precisa. La notacion simple que usé en el desarrollo de sus matematicas
en el siglo XVII es basicamente la misma notacion que se usa hoy.

2.1.2.5. Leonhard Paul Euler (1707-1783)

L. Euler rechazé la nocién de infinitesimal como cantidad inferior a cualquier cantidad dada
y diferente de cero (Kline, 1972); pudo distinguir el diferencial de una funcién de su
incremento, pero rara vez siguio esta distincion. Escribid, en su libro “Calculi Differentialis”:

“Cada cantidad puede reducirse hasta llegar a cero y desaparecer por completo. Pero una
cantidad infinitamente pequefia es una cantidad evanescente y por tanto la cosa misma es
igual a cero. Ademas, esto esta de acuerdo con la definicion de cosas infinitamente
pequefias en la que decimos que son inferiores a cualquier cantidad dada; seguramente
seria cero porque, si no es igual a cero, seria posible asignarse a si mismo una cantidad
igual, y esto va en contra de la hipétesis”.

Desafortunadamente Euler no vio la posibilidad de que una cantidad evanescente pueda
ser un tipo de cantidad diferente de una constante numérica. Euler era consciente de los
problemas con los infinitesimales reales, pero cuando realmente hacia matematicas,
preferia un enfoque diferente

2.1.3. Siglo XIX

Este periodo es de refinamiento y rigor, ya que el calculo adquirié una forma mas precisa y
exacta. El proceso de limite y el concepto de estar "cerca" de un numero reemplazé las
ideas anteriores de los infinitesimales. Muchos matematicos contribuyeron afiadiendo rigor
al calculo, pero dos matematicos en particular lideraron a todos los demas en el desarrollo
y critica de ideas.
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2.1.3.1. Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)

Augustine-Louis Cauchy, nacié en Francia, fue el matematico con mas publicaciones del
siglo XIX.

Una de las obras mas famosas de Cauchy es Cours d’Analyse de [I'Ecole Royale
Polytechniques de 1821. Este trabajo tuvo un gran impacto en la comprension de la
continuidad, los limites, las integrales y la convergencia. A diferencia de Lagrange, Cauchy
se dio cuenta de que el calculo no podia manejarse sin el uso de algun proceso de limite.
Los primeros matematicos consideraban que los infinitesimales eran pequefios nimeros
fijos, pero Cauchy redefinié los infinitesimales como limites de variables dependientes.

“Se dice que una cantidad variable se vuelve infinitamente pequefa cuando su valor
numeérico decrece indefinidamente de tal manera que converge hacia el limite cero”

Cauchy en el libro Cours d’Analyse contenia la definicion de limite que se usaria hasta 1870
cuando se desarroll6 la definicion moderna épsilon-delta. Su definicion es la siguiente:

“Cuando los valores sucesivos atribuidos a una variable se aproximan indefinidamente a un
valor fijo para terminar por diferir de él en lo poco que se quiera, se llama a este ultimo el
limite de todos los demas”.

Cauchy reform¢ asi el calculo en términos de limites puntuales en lugar de infinitesimales,
que habia sido la base del calculo desde la época de Newton y Leibniz. Cauchy reemplazé
la necesidad de pequefias cantidades con el concepto de “estar cerca”. Redefinio las
integrales como el limite de una suma (series), en lugar de la antiderivada, y también us6
limites en la diferenciacion.

Ademas de una definicion formal de limite, Cauchy abordé los temas de la continuidad y la
convergencia.

Cauchy quiso agregar claridad y rigor al calculo, y se le atribuye ser el primer matematico
en hacer precisamente eso. Elimind los infinitesimales y transformo el calculo en un sistema
de teoremas precisos de convergencia, continuidad, derivadas, integrales y limites.

Sin embargo, segun Cornu (1983) aun hacia falta un pequefio componente que seria
fundamental en la nocién de limite. Este componente era la nocién de punto de
acumulacion. Existia una pequefa confusion entre el concepto de limite y el punto de
acumulacién, lo que algunas veces las llevaba a ser indistinguibles y no ser utilizadas de
manera correcta.

2.1.3.2. Karl Weierstrass (1815-1897)

Aunque Cauchy comenzo el rigor en el calculo, el maestro y matematico aleman Karl
Weierstrass continué agregando aun mas exactitud al tema. Fue extremadamente
cuidadoso en su razonamiento y trabajé para eliminar la vaguedad restante en los
conceptos basicos del calculo. Weierstrass es responsable de la definicion formal épsilon-
delta de un limite. Con respecto a Cauchy y los términos utilizados como "se acerca

indefinidamente", "aumento infinitamente pequefio" y "tan poco como uno quiera" todavia
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carecia de exactitud, y Weierstrass elimin6 cualquier uso de términos vagos al tratar con
limites y un proceso de vecindad. Weierstrass endurecio la definicion de limite de Cauchy,
escribiendo:

lim f(x) = L sipara cualquier € > 0, existeun § > 0
X—C

tal que |f(x) — L| < ¢, cuando |[x —c| <6

Weierstrass paso6 luego a definir los limites de manera uniforme (convergencia uniforme),
en lugar de puntual (convergencia puntual). Observé sucesiones de funciones que eran
continuas pero que la funcién limite no lo era.

Weierstrass trabajo, como lo hizo Cauchy, para desarrollar un calculo riguroso y preciso. Su
trabajo relacionado a continuidad y limites agregd la claridad necesaria para que los
matematicos lleven el analisis al siguiente nivel. Weierstrass es considerado el mayor autor
de analisis del mundo durante la ultima parte del siglo XIX. Fue el “padre del analisis
moderno”.

Desde los primeros pensamientos de Arquimedes sobre el infinito hasta las definiciones
épsilon-delta de Weierstrass, el calculo de limites ha evolucionado en los ultimos 2500 afios.
Sin el desarrollo del concepto de limite, no se hubiera desarrollado el campo del analisis tal
cual como lo conocemos ahora.

2.2 Dificultades en la ensefianza del concepto de limite

Por la evolucion historica, que hemos sefialado, queda claro que el concepto de limite no
es de facil asimilacion tanto para docentes como para estudiantes. Esto, naturalmente
puede conllevar a que el docente se centre en los aspectos algoritmicos del calculo de limite
mas que en el aspecto conceptual. Por ejemplo, en los cursos universitarios, y con cierta
frecuencia, tanto los estudiantes de pedagogia en matematicas como los de otras carreras,
tienen un curso similar de calculo con ello, es poco probable que el/la futuro/a profesor/a
haya sido expuesto/a a un tratamiento riguroso y detallado del concepto de limite.
Asimismo, no es claro que en los cursos de didactica se revisen las dificultades que el futuro
docente puede tener al ensefiar el concepto. En relacion con los futuros docentes de
matematicas, se encontro la investigacion de Herrera et al. (2013) Ellos concluyeron que:

“la gran mayoria de los estudiantes recordaban de forma superficial los teoremas
relacionados con el concepto de limite, pero no los vincularon adecuadamente con
el andlisis de la expresion propuesta” (p. 8)

Refiriéndose a la expresion Si lim f(x) = L, y lim f(x) = L,,entonces L, = L.
xX—a x—a

La afirmacién anterior indica que los futuros docentes de matematicas recuerdan
afirmaciones de teoremas, pero no son capaces de vincular, realizar analisis para una
expresion dada.

Es posible que los profesores que realizan el curso de Calculo no comprendan
adecuadamente el concepto de limite o tengan concepciones erroneas sobre este
concepto. Eso se sefiala en el estudio de Mastorides y Zachariades (2004), quienes
indicaron que el conocimiento del contenido de los profesores sobre el concepto de limite
era incompleto y que afectaba al conocimiento del contenido pedagdgico. Por ejemplo, “la
mayoria de ellos tienen dificultades para comprender enunciados multi cuantificados o no
comprenden la modificaciéon de dichos enunciados provocada por cambios en el orden de
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los cuantificadores” (p. 481). Segun Liang (2016), es necesario investigar mas si esto
sucede o no en la ensefianza del calculo a nivel escolar y universitario. Ademas, algunos
profesores pueden entender muy bien el concepto de limite, pero ellos pueden pensar que
es demasiado dificil de aprender para los estudiantes, por lo que no profundizan en este
tema y simplemente lo omiten.

Los profesores toman la decisiéon de presentar o excluir la definicién € — § en sus clases y
algunos les dicen a sus estudiantes que memoricen esta definicién (Bokhari & Yushau,
2006). Muchos profesores no le otorgan énfasis a su explicaciéon. Esto puede ser una de
las razones por las que la definicion no tiene una posicion unificada en el libro de calculo
basico.

Segun Liang (2016), se ha puesto mas énfasis en cémo calcular el limite en lugar de
comprender su definicion. A veces, demostrar la existencia del limite es tan importante como
encontrar el limite.

“Los profesores de calculo generalmente se centran en el calculo del limite, a veces
en la representacion gréfica del limite, rara vez en el aspecto tedrico (o la definicion)
del limite” (p. 38).

Por otro lado, el tratamiento que los textos de calculo, que dan al concepto de limite, tienen
influencia en la instruccion de los profesores (Bokhari & Yushau; Cornu, 1992). Algunos
textos de calculo suelen utilizar ejemplos agradables y buenos cuando introducen nuevos
conceptos (Gruenwald y Klymchuk, 2003). Esto aplica en particular al concepto de limite.
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Capitulo 3: Marco Metodoldgico

3.1 Aspectos Metodoldgicos Generales

Este estudio tiene un enfoque cualitativo debido a que “se estudiaron la calidad de las
actividades, relaciones, asuntos, medios, materiales o instrumentos en una determinada
situacion o problema” (Vera, 2008, p.1). Ademas, es de caracter descriptivo, debido a que
se busca recolectar informacion de acuerdo con el grupo de profesores participantes, para
luego poder describir los hallazgos de lo investigado. La investigacion descriptiva “tiene
como obijetivo principal la descripcidn de algo, generalmente las caracteristicas o funciones
del problema en cuestién” (Malhotra, 1997, p. 90) y “busca especificar las propiedades,
caracteristicas, y los perfiles importantes de personas, grupos, comunidades o cualquier
fendmeno que se someta a un analisis” (Danhke, 1986, p. 58).

3.1.1 Diseno

Se realizaron dos cuestionarios a 11 profesores delegados del Campeonato Escolar de
Matematica (CMAT).

Los cuestionarios fueron:

- Cuestionario relativo a la ensefianza del concepto de limite por parte de profesores
de ensefianza media.

Este cuestionario tiene como finalidad observar y describir la forma que presenta el
profesor al ensefar los contenidos de limites de funciones y limites de sucesiones.
Para ello se le solicita a los profesores compartir clases que hayan realizado por
medio de guias de ejercicios o tedricos, presentaciones creadas por ellos mismos.

- Cuestionario y evaluacion relativa al dominio del concepto de limite por parte del
docente.

Este cuestionario esta compuesto por dos partes, una primera parte tiene como
finalidad conocer la percepcién del profesor respecto al concepto de limite, esto
permitira conocer sus dificultades al ensefar el concepto de limite a sus alumnos.
Por otro lado, la segunda parte tiene como finalidad saber el conocimiento
especifico que posee el profesor respecto al concepto de limite, este cuestionario
permitira visualizar las dificultades que presentan los profesores respecto al
concepto de limite en todas sus representaciones.

El primer cuestionario permitira cumplir con el Objetivo Especifico 2 (OE 2), el segundo
cuestionario permitira cumplir con el Objetivo Especifico (OE 1). Con ambos cuestionarios
se espera lograr el objetivo general de este estudio, el cual es, caracterizar las dificultades
de los docentes al ensefiar conceptos de limites de funciones y sucesiones. Los dos
cuestionarios se realizaron de manera online, se utilizé formularios Google para su
elaboracion. Esto debido a que 9 de los 11 docentes que participaron del estudio no
pertenecen a la region Metropolitana. Los cuestionarios fueron compartidos a los correos
de los 11 docentes que participaron de manera voluntaria en el estudio.

Al tratarse de un enfoque cualitativo, se desea estudiar la calidad de un material o
instrumento. Ademas, como es de caracter descriptivo, se deben describir los resultados de
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ambos instrumentos. Luego, se debe realizar un analisis cruzado entre ambos resultados.
Finalmente, se analizaran las preguntas abiertas del segundo cuestionario para analizar el
dominio del docente acerca de la ensefianza del concepto de limite.

3.1.2 Muestra

La muestra consta de 11 profesores delegados (Profesores de ensefianza media con
especialidad en matematica o equivalente) del Campeonato Escolar de Matematica
(CMAT). EI CMAT es una competencia de resolucion de problemas matematicos, de diversa
indole, preparados por equipos académicos dirigidos por profesores universitarios. Esta
diferenciado por niveles para 7°y 8° basico y de 1° a 4° medio. Los profesores se distribuyen
de la siguiente forma: 2 profesores de la region Metropolitana, 3 profesores de la regiéon de
Valparaiso, 1 profesor de la region de Los Lagos, 1 profesor de la region del Maule, 1
profesor de la region del Biobio, 1 profesor de la region de Aysén y 1 profesor de la region
de Magallanes. El contacto con los profesores se realiz6 a través del director académico
del CMAT.

En promedio, los profesores encuestados egresaron de su institucion de educacion el afno
2002. El 81,8% de los profesores tiene titulo profesional de Pedagogia en Matematica,
mientras que el 18,2% tiene una licenciatura en matematicas. En promedio los profesores
tienen 21 afios de experiencias realizando clases a nivel de educacién media y/o en
educacion superior. De los 11 profesores, 6 son mujeres y 5 hombres.

3.2 Elaboracion de instrumentos

Se realizaron dos cuestionarios, uno respecto a la ensefianza del concepto de limite y otra
respecto al dominio del concepto de limite por parte de los docente que participaron en esta
investigacion

3.2.1 Cuestionario relativo a la ensefanza del concepto de limite por

parte de profesores de ensefianza media

El cuestionario tiene como finalidad analizar la forma como ensefian los profesores el
concepto de limite de sucesiones y de funciones a nivel de secundaria en el curso electivo
Limites, Derivadas e Integrales. El propdsito es analizar el tipo de pregunta que realiza a
los estudiantes, y al mismo tiempo coémo introduce los conceptos necesarios ensefar el
concepto de limite.
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Cuestionario relativo a la ensefianza del concepto de limite por parte de profesores de ensefianza media. 03-12-24, 15:07

Cuestionario relativo a la ensefianza del concepto
de limite por parte de profesores de ensefanza
media.

“Agradecemos su participacion y su tiempo en contestar el siguiente cuestionario, al mismo tiempo informar que
los datos seran absolutamente confidenciales, en particular, el cuestionario sera visto solamente por los

investigadores. Muchas gracias por su tiempo y su ayuda”.

El siguiente cuestionario tiene como finalidad analizar la forma como ensefian los profesores el concepto de limite
de sucesiones y de funciones a nivel de secundaria en el curso electivo Limites, Derivadas e Integrales. El proposito
es analizar el tipo de pregunta que realiza a los estudiantes, y al mismo tiempo como introduce los conceptos
necesarios ensefiar el concepto de limite.

1. Correo *

2. Numero de veces que ha impartido la asignatura limites, derivadas ¢ integrales.

3. Institucion(es) donde impartio la asignatura: *

https://docs.google.com/forms/u/0/d/1CPVOTVLKwwyfk-HBQ3LDWH3C-cciQlj_W10p2QOiVF4/printform Pagina 1de 3
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Cuestionario

En las siguientes preguntas se solicita a usted poder adjuntar guias, PPT's o cualquier material que usted haya creado
para sus alumnos en la ensefianza del concepto de limite.

4. Agradecemos compartir con nosotros un PPT o presentacion o guia sobre el concepto de sucesiones y

limite de sucesiones que usted haya realizado para ensefiar a sus alumnos.

Archivos enviados:

5. Agradecemos compartir con nosotros un PPT o presentacion o guia sobre el concepto de funciones y

limites de funciones que usted haya realizado para ensefiar a sus alumnos.

Archivos enviados:

Este contenido no ha sido creado ni aprobado por Google.

Google Formularios

google. ¥ fufO/dNCPVATVLKwwytk-HBQILOWHIC -cciQli_W10p2Q0iVF4 printform Pigna2de3
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3.2.2 Cuestionario y evaluacion relativa al dominio del concepto de

limite por parte del docente

El siguiente instrumento consta de 2 partes, un cuestionario y una prueba de conocimiento
especifico relacionado al concepto de limite. El cuestionario tiene como finalidad conocer
Su experiencia y percepcion en la ensefianza del concepto de limite, ademas, investigar las
dificultades que puede presentar un profesor al momento de introducir el concepto de limite
a sus estudiantes.

Cuestionario y evaluacién relativa al dominio del concepto de limite por parte del docente 03-12-24, 15:06

Cuestionario y evaluacidn relativa al dominio del
concepto de limite por parte del docente

“Agradecemos su participacion y su tiempo en contestar el siguiente cuestionario, al mismo tiempo
informar que los datos seran absolutamente confidenciales, en particular, el cuestionario serd visto

solamente por los investigadores. Muchas gracias por su tiempo y su ayuda”.

El siguiente instrumento consta de 2 partes, un cuestionario y una prueba de conocimiento especifico
relacionado al concepto de limite. El cuestionario tiene como finalidad conocer su experiencia y
percepcion en la ensefianza del concepto de limite, ademas, investigar las dificultades que puede presentar
un profesor al momento de introducir el concepto de limite a sus estudiantes. Por otro lado, la prueba de
conocimiento especifico tiene como finalidad analizar qué dificultad(es) puede encontrar el profesorado

respecto a la ensefianza del concepto de limite en sus diversas representaciones.

2. Numero de veces que ha realizado la asignatura Limites, Derivadas e Integrales *

3. Institucion(es) donde ha realizado la asignatura *

Cuestionario

https://docs.google.com/forms/d/107GRdY8lyOcrw3dVGGt42p9CsZCKJIgu319MBMLI1SOXO0/printform Pégina 1 de 16
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4. En qué afio egreso de la Universidad? *

5. {Qué formacion universitaria posee? *
Selecciona todos los que correspondan.

Pedagogia en Matematicas
Pedagogia en Matematicas y Fisica
Pedagogia en Matematicas y Computacion

Licenciado en Matematicas

Otro:

6. (Cuantos afios de experiencia tiene realizando clases en la educacion media y/o en la educacion

superior

7. A su parecer, /Qué contenidos previos debe saber el alumno para comprender el concepto de

limite?

https://docs.google.com/forms/d/107GRdY8ly0crw3dVGGt42p9CsZCKJIgu319MBMLI1SOX0/printform Pégina 2 de 16
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8.

(Con qué ejemplo usted iniciaria la ensenanza del concepto de limite?, ;Por qué? *

9. Plantee una tarea o actividad que solicitaria realizar a sus alumnos para introducir el concepto di
limite
10.  ;Qué estrategia utilizaria usted para definir a sus alumnos el concepto de limite? *
https://docs.google.com/forms/d/107GRdY8ly0crw3dVGGt42p9CsZCKJIgu319MBMLI1SOX0/printform Pagina 3 de 16
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11.

(Qué dificultades ha observado en sus alumnos al ensefiarles el concepto de limite? *

12, ;Qué dificultades tuvo usted como docente al momento de ensefiar a sus alumnos el concepto
de limite?

13.  (Usted realizé algn tipo de curso de perfeccionamiento especifico para la ensenanza de los
conceptos de limite de sucesiones y de limite de funciones?, si la respuesta es afirmativa, §Cu:
fue el énfasis del curso?

https://docs.google.com/forms/d/107GRdY8ly0crw3dVGGt42p9CsZCKJIgu319MBMLI1SOX0/printform Pagina 4 de 16
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Por otro lado, la prueba de conocimiento especifico tiene como finalidad analizar qué
dificultad(es) puede encontrar el profesorado respecto a la ensefianza del concepto de
limite en sus diversas representaciones.

Prueba de conocimiento especifico

Para la siguiente prueba, usted debe responder con su propio conocimiento. No utilizar respuestas de textos
especializados, si no, aplicar lo que usted como profesor sabe. El objetivo es identificar dificultad(es) que
pudiesen presentarse sobre el concepto de limite.

14.  Argumente la siguiente afirmacion: *

“0,9 es igual, menor o mayor que 1”

https://docs.google.com/forms/d/107GRdY8ly0crw3dVGGt42p9CsZCKJIgu319MBMLI1SOX0/printform Pagina 5 de 16
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Dada a continuacion la siguiente funcion f representada graficamente
Responder preguntas 1 al 9

15. 1) (Cual es el dominio de la funcion f? *

https://docs.google.com/forms/d/107GRdY8ly0crw3dVGGt42p9CsZCKJIgu319MBMLI1SOX0/printform

Pagina 6 de 16
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16.

17.

18.

2) (Cual es el recorrido de la funcién f? *

3) Argumentar si el siguiente limite existe o no. Si existe, ;Cual es el valor de limite? *

Jdim_ £) =

4) Argumentar si el siguiente limite existe o no. Si existe, ;/Cual es el valor de limite? *

lim f(x) =

x--1"

https://docs.google.com/forms/d/107GRdY8ly0crw3dVGGt42p9CsZCKJIgu319MBMLI1SOX0/printform Pagina 7 de 16
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19.

5) Argumentar si el siguiente limite existe o no. Si existe, ;Cual es el valor de limite? *

lim f(x) =

x->-1

20.  6) Argumentar si el siguiente limite existe o no. Si existe, ;Cual es el valor de limite? *
lim f(x) =
xX-2
https://docs.google.com/forms/d/107GRdY8ly0crw3dVGGt42p9CsZCKJIgu319MBMLI1SOX0/printform Pagina 8 de 16

32



21.

7) Argumentar si el siguiente limite existe o no. Si existe, ;Cual es el valor de limite? *

xl—i>r£14 f (x) -

22.  8) Argumente la siguiente afirmacion *
Argumente que lim f(x) =9
x—-3
https://docs.google.com/forms/d/107GRdY8ly0crw3dVGGt42p9CsZCKJIgu319MBMLI1SOX0/printform Pagina 9 de 16
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Dada la siguiente funcion g representada tabularmente en valores cercanos a 2

Responder problemas 9 al 14

X g(x)
1,9 -0,8
1,99 -0,98
1,999 -0,998
1,9999 -0,9998
1,99999 -0,99998
1,999999 -0,999998
2 -1
2,000001 -1,000002
2,00001 -1,00002
2,0001 -1,0002
2,001 -1,002
2,01 -1,02
2,1 -1,2

23.  9) (A qué numero se aproxima x en la tabla anterior? *

https://docs.google.com/forms/d/107GRdY8ly0crw3dVGGt42p9CsZCKJIgu319MBMLI1SOX0/printform Pégina 10 de 16



24.

10) (A qué ntimero se aproxima la imagen g(x)? *

25.  11) Describa relacion entre el comportamiento de las imagenes, g(x), y el comportamiento de 1
variable x
26. 12) Argumentar si el siguiente limite existe o no. Si existe, ;Cual es el valor de limite? *
lim g(x) =
x—--2% 9
https://docs.google.com/forms/d/107GRdY8ly0crw3dVGGt42p9CsZCKJIgu319MBMLI1SOX0/printform Pagina 11 de 16
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27. 13) Argumentar si el siguiente limite existe o no. Si existe, ;Cual es el valor de limite? *

lim glx) =

xX->=2"

28. 14) Argumentar si el siguiente limite existe o no. Si existe, ;Cual es el valor de limite? *

lim g(x) =
x--2

Dada la siguiente funcién h
Responder preguntas 15 a 17

—3x+12, x < —1
h(")‘{ 2* -1, x> -1

https://docs.google.com/forms/d/107GRdY8ly0crw3dVGGt42p9CsZCKJIgu319MBMLI1SOX0/printform

Pagina 12 de 16

36



29. 15) Argumentar si el siguiente limite existe o no. Si existe, ;Cual es el valor de limite? *

lim h(x) =

x--1

30.  16) Argumentar si el siguiente limite existe o no. Si existe, {Cual es el valor de limite? *

lim h(x) =

x->-1"

https://docs.google.com/forms/d/107GRdY8ly0crw3dVGGt42p9CsZCKJIgu319MBMLI1SOX0/printform Pagina 13 de 16
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31.  17) Argumentar si el siguiente limite existe o no. Si existe, ;Cual es el valor de limite? *

lim h(x) =

x--1

32.  ;Una funcioén f puede tener dos limites distintos a medida que se tiende a un cierto valor ¢? *

https://docs.google.com/forms/d/107GRdY8ly0crw3dVGGt42p9CsZCKJIgu319MBMLI1SOX0/printform Pagina 14 de 16

38



33. Argumente la siguiente afirmacion: *

Un estudiante de pedagogia sefialo lo siguiente: Si me piden que calcule
lin7z -xu’ — , respondo que el limite finito no existe, o resulta infinito, puesto que
X

llmx 7 = 0, y menciono el teorema sobre el limite de un cociente donde el

denommodor tiende a cero como justificacion. Haga un andlisis de la respuesta del
estudiante y sefiale si estd de acuerdo con lo que afirma. En caso de que no esté de
acuerdo, explique por qué.

Este contenido no ha sido creado ni aprobado por Google.

Google Formularios

nttps:fidocs.google.comforms/d/107GRAYBIy0crw3dVGGt42p9CsZCKIgu319MEMLISOX D/ printfarm Pagina 15 de 16
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3.3 Procesamiento de la informacion

El andlisis de los resultados con los dos instrumentos anteriores se realizé siguiendo la
estructura que se observa en la imagen 4. Se realizé un analisis descriptivo de los dos
instrumentos utilizados, luego se cruzo la informacién obtenida entre los dos instrumentos.

-
Analisis descriptivo
de instrumento 1

-
eDescripciony
resumen de los
resultados
obtenidos del
instrumento.

~

-
Analisis descriptivo
de instrumento 2

-
eDescripciony
resumen de los

resultados
obtenidos del
instrumento.

(&

~

J

Imagen 6: Proceso de analisis de resultados

Anélisis cruzado

-
eContraste de la

informacioén

\ entregada por

cada
instrumento. Se
realiza un
analisis cruzando
la informacioén

~

J
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Capitulo 4: Resultados y Analisis

A continuacion se identificaran las dificultades que presentan los docentes respecto a la
ensefianza del concepto de limite de funciones y limite de sucesiones. Ademas, se
describiran las formas de preguntar de las guias, presentaciones para ensefar el concepto
de limite de funciones y limite de sucesiones compartidas por los docentes.

4.1 Analisis al cuestionario y evaluacion relativa al dominio del
concepto de limite por parte del docente

De los 11 profesores que participaron en este estudio, los 11 profesores respondieron este
instrumento. En este cuestionario se le solicitdé a los profesores responder un cuestionario
y una prueba de conocimiento especifico relacionado al concepto de limite. El cuestionario
tiene como finalidad conocer su experiencia y percepcion en la ensefianza del concepto de
limite, ademas, investigar las dificultades que puede presentar un profesor al momento de
introducir el concepto de limite a sus estudiantes. Por otro lado, la prueba de conocimiento
especifico tiene como finalidad analizar qué dificultad(es)puede encontrar el profesorado
respecto a la ensenanza del concepto de limite en sus diversas representaciones.

4.1.1 Analisis al cuestionario relativo al dominio del concepto de limite

por parte del docente

A continuacion, se indicara las respuestas de los diferentes profesores a cada una de las
preguntas del cuestionario.

¢ Qué contenidos previos debe saber el alumno para comprender el concepto de
limite?

El 81,8% de los profesores indica que el concepto de funcién deberia ensenarse primero
para la mejor comprension del concepto de limite, mientras que el 18,1% de los profesores
indica, ademas, que el concepto de sucesion debe ser un concepto previo.

¢ ;Con qué ejemplo usted iniciaria la ensefianza del concepto de limite?,  Por
qué?

El 54,5% de los profesores indica que la mejor forma de iniciar el concepto de limite es con
un analisis grafico de una funcién. Mientras que, el 36,3% indica que se debe iniciar con
el concepto de sucesion. Sélo el 9% de los profesores habla sobre los limites laterales,
analizar el comportamiento de una funcién por la izquierda y la derecha (limites laterales).

e Plantee una tarea o actividad que solicitaria realizar a sus alumnos para
introducir el concepto de limite

El 36,3% de los profesores indica que una actividad para introducir el concepto de limite
seria valorizando, graficando, indicando una tabla de valores de una funcion para
valores cercanos al punto en conflicto. Mientras que, el 36,3% de los profesores afirma que
una actividad con calculadoras graficas es la mejor forma de introducir el concepto de
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limite de funciones. Por ultimo, el 27,3% de los profesores indica que para introducir el
concepto de limite de funciones es con sucesiones.

e ;Qué estrategia utilizaria usted para definir a sus alumnos el concepto de limite?

El 31,8% de los profesores tiene como preferencia utilizar Geogebra para definir el
concepto de limite de funciones. De igual forma, un 31,8% de los profesores utiliza el
concepto de sucesion para introducir el concepto de limite. Mientras que el 36,3% utiliza
una estrategia con el concepto de funcion, analizando graficamente el comportamiento al
infinito positivo, negativo o punto de acumulacién.

e ;Qué dificultades tuvo usted cémo docente al momento de ensefiar a sus
alumnos el concepto de limite?

El 18,1% de los profesores indican que al ensefiar la definicion no existe una claridad y que
no entienden la relacion entre £ — 8. De igual forma, un 18,1% indica que los alumnos no
relacionan el concepto de limite con el mundo real, no encuentran una conexién o
aplicacion en la vida diaria, no hay una contextualizacién, solo formulas. De igual forma, un
18,1% de los profesores indican que los alumnos no entienden la diferencia entre tender
a o aproximar a y su relacién con el concepto de limite.

Por otro lado, un 45,5% indica acerca del poco dominio que tienen los alumnos sobre el
eje de algebra y funciones. Muchos alumnos siguen avanzando de curso con vacios que
se van generando afio a afo en el eje de algebra y funciones de los afios anteriores.

e ;Usted realiz6 algun tipo de perfeccionamiento especifico para la ensefanza de
los conceptos de limite de sucesiones y de limite de funciones?

El 81,8% de los profesores no realizé un curso de perfeccionamiento, utilizé6 sus
conocimientos obtenidos durante su formacion universitaria. Mientras que, un 18,1% realizé
un curso de perfeccionamiento acerca del curso Limite, derivada e integrales.

Esto demuestra que los profesores que imparten la asignatura de limites, derivadas e
integrales han ensefiado los conceptos que implica la asignatura con estudios propios.

4.1.2 Analisis de preguntas de conocimiento especifico relacionado al

concepto de limite
A continuacion se entregaran y analizaran los resultados del cuestionario de conocimiento
especifico relacionado al concepto de limite de funciones.
e Argumente la siguiente afirmacion:
“0,9 es igual, menor o mayor que 1”

El 81,8% de los profesores afirma que es igual a 1 por medio de argumentos relacionados
a sucesiones, tender a, incluso con argumentos de series. Mientras que el 18,1% afirma
que es menor sin ningun argumento indicado.

A continuacion, se presenta la siguiente respuesta de un profesor:
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el nimero periodico mencionado no alcanza el siguiente valor entero (1), graficamente 0,9 periodico roza
la vencidad de 1 pero no lo alcanza. En consecuencia 0.9 periodico es menor que 1. Sin embargo, para
efectos de limite, el numero 0,9 periodico se acerca infinitamente a 1, por lo tanto es igual a 1.

Suponemos que el profesor quiere decir, en la ultima parte, que, si aplicamos limites, es
igual a 1. Entretanto, se confunde al afirmar que 0.9 periddico es menor que 1.

El profesor indica el siguiente argumento respecto a “rozar la vecindad de 1, pero no lo
alcanza” analizando graficamente, se puede entender que si se aplica limites se llega a la
igualdad de 1.

Por otro lado, la respuesta de otro profesor es la siguiente:

Menor. en el inifinito sigue siendo 0,99999999....99999, en el limite es 1

El profesor entiende que 0,9 #1, ve ambos numeros como distintos, incluso
comparandolos, solo si se aplica limite, ambos son iguales.

Ambas afirmaciones son incorrectas, pues 0,9 = 1. Se presenta a continuaciéon una
demostracion de la igualdad, que es clasica y basica y que suponemos que se hace en
cualquier programa de formacién de profesores.

0.9=0940,09+0,009 4=t t2 4 V0 = i ' 9
7 Z BT ’ ~ 710 100 " 1000 T/ 108 nhe 210k
k=1 k=1
9 9 9
2__92 9
= |jm 10 10" _ 10 _ 4
S N}
10 10

Dada la siguiente funcion
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e ;Cual es el dominio de la funcion?
El 63,6% de los profesores afirma correctamente que el dominio de la funcion es

dom(f) = [—4,0[uU]0,7]. Por otro lado, un 18,1% indica que el dominio de la funcion es
[—4,7]. Por ultimo, el 18,1% de los profesores afirma que el dominio de la funcion es

Los resultados anteriores demuestran que hay una dificultad para encontrar dominio de
funciones definidas a trazos observando la funcion de manera grafica.

e ;Cual es el recorrido de la funcion?
El 45,5% de los profesores afirma correctamente que el recorrido de la funcién es

rec(f) = [—1,9[U]9,11]. Por otro lado, un 36,3% indica que el recorrido de la funcion es
[—1,11]. Por ultimo, el 18,1% de los profesores afirma que el recorrido de la funcién es
[—1,0[U]0,11][

Los resultados anteriores demuestran que hay dificultad para encontrar recorrido de
funciones definidas a trazos observando la funcion de manera grafica.

e Argumentar si el siguiente limite existe o no. Si existe, ¢ Cual es el valor del limite?
lim f(x) =
lim, £ ()

El 81,8% de los profesores afirma que el limite existe y es igual a 1. Por otro lado, el 18,1%
de los profesores afirma por alguna razén que el limite es igual a -1.

e Argumentar si el siguiente limite existe o no. Si existe, ¢ Cual es el valor del limite?
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lim f(x) =

x->-=1"

El 81,8% de los profesores afirma que el limite existe y es igual a 5. Por otro lado, el 18,1%
de los profesores afirma que el limite no existe, el profesor no entiende la diferencia entre
limites y limites laterales.

e Argumentar si el siguiente limite existe o no. Si existe, ¢ Cual es el valor del limite?
lim f(x) =
x—->-1
Todos los profesores contestan correctamente que el limite no existe, debido a que los
limites laterales no coinciden.
e Argumentar si el siguiente limite existe o no. Si existe, ¢ Cual es el valor del limite?
lim f(x) =
xX—2
Todos los profesores contestan correctamente que el limite es igual a 4.
e Argumentar si el siguiente limite existe o no. Si existe, ¢ Cual es el valor del limite?
lim f(x) =
x—>—4

El 81,8% de los profesores afirma correctamente que limite es igual a -1. Por otro lado, el
18,1% de los profesores afirma que el limite no existe, porque no existe el limite lateral por
la izquierda cuando x tiende a -4 por la izquierda.

Se observa una dificultad cuando se solicita a los profesores encontrar el limite de una
funcién en uno de los extremos de su dominio, los profesores tienen en mente el teorema
de la existencia de un limite si y solo si sus limites laterales son iguales. Pero en este caso,
la funcion esta definida por la derecha y no por la izquierda, por el cual, este teorema no se
puede aplicar.

e Argumente la siguiente afirmacion:
lim f(x) =9
x—3

Nueve profesores afirman que el limite existe y es igual a 9, también indican que la funcién
es discontinua en x = 3. Por otro lado, 2 profesores indican que la afirmacion es falsa, uno
de ellos indica que es igual a 5 segun la grafica y otro profesor indica que:

“La afirmacion es falsa, ya que cuando x tiende a 3, su resultado tiende a 9, pero no
es equivalente a 9”

Se puede interpretar que el profesor tiene en mente que la funcién no esta definidaenx =
3,y por tanto 3 € dom(f). Pero, aun asi, el limite existe.

Las siguientes preguntas se relacionan respecto a valores de la funcion g para valores
cercanos a 2.
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x g(x)
1,9 -0,8
1,99 -0,98
1,999 -0,998
1,9999 -0,9998
1,99999 -0,99998
1,999999 -0,999998
2 -1
2,000001 -1,000002
2,00001 -1,00002
2,0001 -1,0002
2,001 -1,002
2,01 -1,02
2,1 -1,2

¢ ;A qué numero se aproxima x en la tabla anterior?
El 90,9% de los profesores contesta correctamente que x se aproxima a 2.

Mientras que el 9% afirma que se aproxima a -1. Esto muestra un error conceptual. El
profesor, confunde x con la imagen de x respecto a la funcién g

e ;A qué numero se aproxima la imagen g(x)?
Todos los profesores contestan correctamente que g(x) se aproxima a -1.

e Describir la relacion entre el comportamiento de las imagenes, g(x), y el
comportamiento de la variable x

El 90,9% de los profesores afirma que 1in% g(x) = —1 por medio de argumentos de limites
X

laterales acercandose por la izquierda y derecha. Mientras que el 9% solo indica que la
funcién es g(x) = —2x + 3 sin otro argumento.

Dada la funcion h

—3x+12, x< -1
h(x) = {2"— 1, x=>-1

e Argumentar si el siguiente limite existe o no. Si existe, ¢ Cual es el valor del limite?
lim h(x) =
Jim A Cx)

10 de 11 profesores afirma que el limite lateral por la derecha es igual -1/2, mientras que 1
profesor afirma que el limite es igual 1 sin argumentos.

El siguiente profesor indica la siguiente respuesta:

Seria -1/2 porque se evalua con la funcion exponencial
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Suponemos que el profesor entiende que como la funcion f;(x) = 2* — 1 es continua en el

dominio [—1, oo, entonces lim_ fi(x) = f1(—1) = Io1=-12
x--1% 2 2

Otro profesor indica lo siguiente:

El limite si existe ya que la funcién 2*x-1 es continua y el limite es -1/2
Al igual que el profesor anterior, el profesor entiende que, al ser una funcién continua, se
puede evaluar para encontrar el limite.
e Argumentar si el siguiente limite existe o no. Si existe, ¢ Cual es el valor del limite?
lim h(x) =

x->-1"

Nueve de 11 profesores afirman que el limite lateral por la izquierda es igual a 15, mientras
que 2 profesores afirman que el limite lateral por la izquierda es igual a 9 sin argumentos.

A continuacién, se presentan argumentos que indican los profesores:

El limite si existe ya que la funcién -3x+12 es continua y el limite es 15
si existe, se evalla y la respuestaes 15

Seria 15, pues evaluo con la funcion afin en x=-1

Al igual que el caso anterior, los profesores, asumen que, al ser continua, se puede evaluar
y encontrar el limite. Pero se debe cumplir lo siguiente: Sea f: A — R. Si a es un punto de
acumulacion de 4, f es en continua en a si y solo si existe lim f(x) = f(a)
x—a
e Argumentar si el siguiente limite existe o no. Si existe, ¢ Cual es el valor del limite?

lim h(x) =

x--1

Todos los profesores confirman correctamente que el limite no existe.

e ;Una funcion f puede tener dos limites distintos a medida que se tiende a un
cierto valor c?

Siete profesores afirman que no, lo que implica que la existencia de un limite es Unica.
Mientras que 4 profesores afirman que si, con argumentos tales como la discontinuidad de
funcionesen x = c.

Las siguientes respuestas de profesores son las siguientes

Si, como la anterior, pero es una funcién discontinua parax =c¢

Si, una funcién discontinua-

Suponemos que el profesor entendié acerca de limites laterales, en cual, pueden tener
limites distintos por la izquierda y por la derecha, asi concluir que el limite no existe.
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Lo correcto es si lim f(x) =a ; lim f(x) =b, entonces a = b
X—C xX—C
e Argumente la siguiente afirmacion:

Un estudiante de pedagogia senalo lo siguiente: Si me piden que calcule

2x

2
. X“=2x-35 , s . . . . go s
lm_} — respondo que el limite finito no existe, o resulta infinito, puesto que
X= -

lin71x —7 =0, y menciono el teorema sobre el limite de un cociente donde el
xX—

denominador tiende a cero como justificacion. Haga un analisis de la respuesta del
estudiante y sefiale si estd de acuerdo con lo que afirma. En caso de que no esté de
acuerdo, explique por qué.

Todos los profesores afirman que el alumno tuvo un analisis incorrecto y que el limite
correcto es 12. Los argumentos varian, tales como: Uso de factorizacién, arreglos
algebraicos cuando es de la forma 0/0.

Respecto a uno de los comentarios de los profesores a continuacion:

No estoy de acuerdo ya que la idea es que puedan determinar una funcién equivalente dénde la funcién se
pudiera evaluar

.. x%2-2x-35
El profesor debe pensar que la funcion g(x) = —

forma:

se puede reescribir de la siguiente

12, six=7
f(x)_{x+5, six+7
Es de notar que las funciones f' y g son distintas, la funcion g no esta definido en x = 7. En
cambio, la funcion f esta definida para todos los numeros reales.

Se observa que los docentes creen que pueden redefinir una funcién, al redefinirla, los
docentes creen que son la misma funcién, son equivalentes, pero sabe que son distintas,
debido a que tienen diferente dominio.

4.2 Resultados del cuestionario relativo a la ensenanza del concepto

de limite por parte de profesores de ensefianza media.

De los 11 profesores que participaron en este estudio, solo 5 profesores respondieron este
instrumento. En este cuestionario se le solicitd a los profesores entregar una guia o
presentacion que hubieran realizado para la ensefianza del concepto de sucesion. También,
se le solicitd una guia o presentacion que hubieran realizado sobre la ensefianza del
concepto de limite de funciones.

A seguir, analizaremos las guias entregadas por los profesores respecto a la ensefianza de
los conceptos de sucesion y limite de funciones.
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4.2.1 Analisis de guias respecto a la ensehanza del concepto de

sucesion

Se analizaran 5 guias que fueron compartidas por los diferentes profesores respecto a la
ensefianza del concepto de limite de sucesiones.

Profesor 1 realizé la siguiente quia

LICEO SAN FELIPE BENICIO

DPTO DE MATEMTICA GUIA CALCULO DE LIMITES

OBJETIVO: Calcular el limite de una sucesién polinomial y con e

CONTENIDO: Sucesiones polindmicas y sucesiones con limite e

Actividad: Calcula los siguientes limites

TEREMA(1): Sine R = i %=0

n— o

n
TEOREMA (2): lim (1 + %) =e cuando se llega a 1%
n—oco

Calcula el valor de los siguientes limites:

. 6n%—4n+10
1) lim ———
n—oo 2n2+5n

. 6n°+n2—4n+10
2) lim —————
n—-oo 7n2+5n+8

. 6n°—8n*—4n+5
3) lim ————F—
n—oo 12n~>-13n

n3+n?-4n+10

4) lim -
n—oo 3n>+5n+8
. 1 15n—-12
5) lim (1 + )
n—-oo 5n—-4
] 1 8-0,2n
6) lim (14 )
n—oo 0,2n—-8
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Se declara que la guia tiene como objetivo calcular limites de una sucesién polinomial y
usando el numero e. Se inicia la guia indicando los siguientes teoremas:

TEREMA(1): Sin€ R = lim %z 0
1 n
TEOREMA (2): lim (1 + ;) =e cuando se llega a 1%
n—oo

Una vez presentados los teoremas, se les solicita a los estudiantes realizar calculo de
limites de sucesiones aplicando los teoremas enunciados. Se observa, en la imagen
anterior, que la presentacion del teorema es informal, la forma adecuada deberia ser la
siguiente:

W=

.z 1 1 .
Dada la sucesion a,, = 1,5, s e entonces se cumple que: lim a, =0
n—-oo

Por otro lado, el simbolo o0 no es un numero real y, por lo tanto, la expresion 1° carece
de sentido y no esta definida (a menos que se haya asumido cierta convencién que no
seria la norma). La expresién mencionada anteriormente esta asociado a ciertos limites y
aparece al realizar un calculo directo, en este caso, “evaluar’ n = o en teorema 2.

. . . 1
Interpretamos que lo que quiere decir, el profesor, es que como: lim (1 + ;) = 1, entonces
n —oo

el limite lim (1 + %)n es como si fuera 1, cosa que no es correcta pues 1" =1,vn €N.

n —oo

Lo anterior, debido a que lo que tiende al limite es solamente el exponente, y la base es
constante e igual a 1, porque si la base fuese un numero real mayor que 1, el limite no
converge. Utilizando lenguaje algebraico, podemos enunciar, lo que se pretende decir con
la expresion 1% es lo siguiente:
. . . . b
Sean a,, b,, dos sucesiones, Sia, =1 A lim b, = o entonces lim a,* =1

n—-oo n—-oo
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Profesor 2 entreqé el siguiente material:

T uztimIes U/
\
\(

Sucesiones

5

I

Objetivo

Definir el concepto de sucesion
numérica por +érmivo general.

£Qué son las sucesiones?

Una sucesién es una funcion a: N - R, definida como n —»
a(n) = ay. Es una regla que pone en correspondencia de
manera dnica los elementos de N con nimeros reales.

Esto quiere decir que se describe como ay, a,, as, ...

v
Y 7
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a,

az

as

B W IN | =

Ay

ay: Término
general

Lo que se hace es una
correspondencia entre los
numeros naturales y los
reales correspondientes

Fijate que no termina
jamds, entonces
;Dénde para?

GeaGebra

Inténtalo
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400MO SE DEFINE UNA SUCESION?

Esta es una de las

sea A,y = — sabremos por qué
n o n

1. De partida, tenemos que poner el “sea” porque ahi estamos a punto de
definir algo. ) i
N\ 2. Luego, Iasucesion a, se entiende que tendrd valores desde n = 1y fendrd
infinitos términos

74

7,

| .3 Esimporfante que al defini a sucesin con " implicard la
0 correspondencia entre el nimero natural y su real. )
N4, Hay algunas sucesiones que no tendran ese “n” y ya veremos como
resolverla
.0 @
«®,

GCUALES SON LOS 5 PRIMEROS TERMINOS D LA

SIGUIENTE SUCESION?
_1n (2
sea (17" ()

I
-
~~

ala|w|n

-
T~
_—

8

Bl
[}
I

ERE

-

8
I
|

-

-

2
~
I

PIRO, jCOMO SE
RESUELVIN? |
U\ y ;

)
B
|

25

|
N I INTES
Gl=

\<‘ 100 o0 =

[~

-
1=}
S

EJEMPLOS DE SUCESIONES

a, ={2,4,6,8,10,12,..} = 2n
by, = {58,11,14,17,..} =3n + 2
e ={1357911,..}=2n—-1

1 1
R

1
9’16’2

e

d, = {1,

o
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1. Dado el término general, determina los cinco primeros .s
erminos 4o st La sucesién famosa
a ay,=nn-1) Sea la sucesion a, definida por
_ Ly
b. a, 7"( 1)

¢ an=(-Dm+1 a; =1a; = Lanez = Apy1 + 4y

d. a, =22 N
e. a,=5(n(n+1)-2 \¢
N

1

2" paran impar
an =
S paranpar

«®
e ®

[}
.
%

[}

La sucesion de
Fibonacei

Es una secuencia infinita de nimeros
naturales.

La sucesién comienza con los nameros 1y
1, a partir de estos, cada término es la
suma de los dos anteriores,

Se declara que la guia tiene como objetivo definir el concepto de sucesion numérica por
medio de términos generales. Se define o que es una sucesién como una funcién, una
regla que pone en correspondencia de manera unica los elementos del conjunto de los
numeros naturales con numeros reales. También, indica las diferentes representaciones
que puede tener una sucesion. Finalmente, indica como encontrar los primeros elementos
de una sucesion.

Analizaremos la definicion que entrega el profesor 2 respecto a lo que es una sucesion.

;Qué son las sucesiones?

Una sucesion es una funcion a:N - R, definida como n —»
a(n) = a,. Es una regla que pone en correspondencia de
manera Unica los elementos de N con nUmeros reales.

Esto quiere decir que se describe como a,, a;, a3, ...

Observamos que la afirmacion: “Es una regla que pone en correspondencia de manera
unica los elementos del conjunto de los numeros naturales con el conjunto de numeros
reales”; no es correcta. Deberia decir que asocia a cada numero natural un numero real.

Se propone las siguientes definiciones:
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Definiciéon 1: Sea A € R un subconjunto no vacio de los numeros reales. Una sucesion de
elementos de A es el recorrido de una funcién cuyo dominio es el conjunto N de los niumeros
naturales y cuyo recorrido o imagen esta contenida en A. En particular, una sucesion de
numeros reales es una funcién del conjunto N de los numeros naturales en el conjunto R
de los numeros reales.

Definicién 2: Una sucesion de elementos de A es una relacion entre los niUmeros naturales
y el conjunto A cualquiera, no vacio, con la siguiente condicion: A cada natural le
corresponde un unico elemento del conjunto A. Si a esta relacion la llamamos S, puede
expresarse como S:N — A, y sus elementos son: S(1) = a4, S(2) = a,, S(3) =a3 Yy, en
general S(n) = a,, donde a4, a,, as, ...., a, son elementos del conjunto A.

Notamos ademas que, al colocar ejemplo de sucesiones, usa, por ejemplo, las expresiones:
a, ={246,810,12,...} = 2n; que son una forma errénea de expresar la sucesion
definida como a,, = 2n. Entendemos que quiere expresar lo siguiente: {a, = 2n;ne N} =
{2,4,6,3,10,12, ..... }.

En la siguiente imagen, el profesor intenta definir qué es una sucesion

T 711
/ /
/[ 1

i00MO SC DEFINE UNA SUCESION?

Esta es una de las

1 sucesiones mas
famosas, y ya
SeO an p— sabremos por qué
n

1. gequrﬁldo, tenemos que poner el "sea” porque ahi estamos a punto de
efinir algo.

Luego, la sucesion a, se entiende que tendrd valores desde n = 1y tendra

infinitos términos .

Es importante que al definir la sucesidon con “n” implicard la

correspondencia entre el nUmero natural y su real.

Hay algunas sucesiones que no tendrdn ese “n” y ya veremos coOmo

resolverla

o SR

En el punto 2, el profesor indica que una sucesion siempre tendra valores desde n =1y
tendra infinitos términos. Esta afirmacién no siempre es correcta. Existen sucesiones
que son finitas y se puede construir sucesiones que no necesariamente inicien desde n =

A veces las sucesiones pueden comenzar desde n = 0, por lo que el primer término es a,.
Entonces, el segundo término seria a; o incluso la sucesién puede comenzar con un indice
mayor que 1. Por ejemplo:
(a7 = :
a =1a, =
nos " (n-1)-(n-2)

neNAn> 3}
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En el punto 3, el profesor indica que hay una correspondencia entre el niumero natural y su
real, como se indicd anteriormente, las dos definiciones propuestas indican que la
correspondencia debe ser de los naturales a un subconjunto no vacio de los reales. En el
punto 4 el profesor intenta introducir un tipo especial de sucesiones, estas son, las
sucesiones definidas por recurrencia, en el cual menciona la sucesion de Fibonacci en las
siguientes paginas.
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Profesor 3 entregé el siquiente material:

Infinito, Sucesiones y
Definicion de Limite

1 9TH GRADE |

Concepciones del infinito

infinto, ta. Sobre el simbolo ¢
(Del lat. infinitus).
1. adj. Que no tiene ni puede tener fin ni término.
22 Muy numeroso o snorme,

o Origen incierto
o Tiene Ia forma de la

3. m. Lugar impreciso en sulejania y vaguedad. La calle (2 + 1)
se perdia en el infinito.

que no tiene principio ni
 Fue John Wallis (1616-1703) el primero
en utilizarlo. Lo llamé el lazo del amor

gbj;(\vo para enfocar lo que esta distante.

5. Mat, Valor mayor que cualquier cantidad asignable.
6. Mal. Signo (=) con que se expresa ese valor.

7. adv. m. Excesivamente, muchisimo.

En una camara fotogrfica, iima graduacién de un
te

Origen del ajedrez

Cuenta la leyenda, que un rey indio llamado Ladava (s. VI ac), tras perder a
su primogénito en una batalla, andaba triste y decaido y nada le hacia
sonreir.

Un dia lleg6 a palacio un pobre brahman llamado Sessa con un juego que
habia inventado para traer la alegria a la vida del rey, el chaturanga,
antecesor del ajedrez.

Elrey, encantado con el juego, quiso agradecer a Sessa con palacios,
Jjoyas, regalos...que el joven brahman siempre rechazaba cortésmente.

ooz
Argumentar acerca de la existencia de
limites de funciones en el infinito y en
un punto para determinar
convergencia y continuidad en
contextos matematicos, de las

ciencias y de la vida diaria, en forma
manuscrita y utilizando herramientas
tecnoldgicas digitales

Historia matematica

Algunas definiciones del pasado y su evolucion

o Bernard Bolzano (1781-1848)
Una multitud infinita es aquella de la cual
cualquier multitud finita solamente puede ser
parte y no el total.

+  Gallleo Galllel (1564 -1642)

Intentamos, con nuestras mentes finitas, discutir
sobre el infinito, asignandole propiedades que

damos a lo finito y limitado; pero pienso que esto
es incorrecto, dado que no podamos hablar de
cantidades infinitas como si fuesen mayores,
menores o iguales a otras

+ David Hilbert (1862-1943)
iELinfinito! Ninguna cuestion ha conmovido tan
profundamente el espitiru del hombre

o Richard Dedekind (1831-1916):

Un sistema S se llama infinito cuando es
semejante a una parte propia de si mismo;
en caso contrario se dice que S es finito.

o Georg Cantor (1845-1918):

Primer estudio sistemtico del infinito,
aritmética del infinito, nime

transfinitos. .. No todos los infinitos son
iguales.

Origen del ajedrez

Finalmente, Sessa pidi6 al rey que le pagara con arroz, de la siguiente forma:

- Enla primera casilla de un tablero de ajedrez ponemos un grano de arroz, en la
segunda dos, en la tercera cuatro... y asi vamos doblando la cantidad al avanzar
de casilla.

El rey accedi6 encantado a tan humilde peticion y ordend que trajesen arroz para
entregar alli mismo la cantidad que pedia el brahman.

Pronto se descubri6 que peticion era menos humilde y mas complicada de lo que
se pensaba: al ir avanzando en las casillas, la cantidad de arroz era inmanejable.
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El calculo de la cantidad de arroz _J Sucesiones finitas e infinitas

Los contables del reino fueron
capaces de calcular la cantidad _1 1 1 1 11 :
exacta de arroz que se necesitaba: =ttt 8 16" 3 Tea "

écomo 10 poa/emos L’ﬂ[{.‘b{lﬂf ? Gréficamente: Demostracién:

Tomamos un queso £

263 = 1,223372036 X 10%...
1,2 = 10'® granos de arroz!

mas que todo el arroz cosechado
en la India durante los proximos 100

afios! ‘

¥ lo vamos partiendo

. Notacion E. l d - - f- -t
‘-Que es una ara que sea Jjemplos ae sucesiones inrinitas
sucesion? f"m
Conjunto ordenado de Ejemplo:

elementos que obedecen a
una ley de formacion

Zﬁt‘ta o Infinita?

Para hablar del "quinto término" sélo tienes que escribir: X5

Numeros triangulares

1,3,6,10, 15, 21, 28, 36, 45,

[Como medir dreas?

Si la sucesion sigue para w
siempre, es una sucesion
infinita, si no es una sucesion
finita

https://www.geogebra.org
, /m/xsppmtzj

Ejemplo de aplicacion

- - = =
éj Definicién de Limite
= Supongamos que se nos pide dibujar la
Un limite viene a ser una barrera la que nos podemos aproximar tanto como
queramos pero que nunca podremos sobrepasar. A lo mas podemos llegar a ella Pt
pero nunca superarla fx) =

x—1

grafica de la funcion f dada por:

Sea una funcion f: R - R, sea x un punto contenido en un intervalo abierto y que
puede pertenercer al dominio de la funcion, es decir, x, € Dom(f) . Y sea “L” un
numero real arbitrario, es decir, L € R

iCudl es el dominio

de la_ funcion?
Se dice que L es el limite de f(x) cuando x tiende a x, , lo que se descrite como: 'gﬂe‘ /]ﬂsﬂ con

A A=k 4 grifica?

A partir de la lamina 11, deja de ver el concepto de sucesion para pasar al concepto de
limite de una funcién en un punto. En esta seccion estamos interesados en el material hasta
la ldmina 10. Es por ello, que se analizaran las primeras 10 paginas del material entregado
por el docente.
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En la tercera lamina, de este material, se entregan las diferentes acepciones del vocablo
infinito y se entrega, en la lamina 9 la siguiente idea coloquial sobre lo que es una
sucesion: “Conjunto ordenado de elementos que obedecen a una ley de formacion”.

Esta idea no es correcta, por ejemplo, basta considerar la sucesion: {a, = 1+ (-1)",n €
N }, y tenemos una sucesion correctamente definida que no es un conjunto ordenado.

Respecto de la segunda parte de la lamina 9, donde se quiere diferenciar entre sucesiones
finitas e infinitas se expresa, de manera coloquial que: “la sucesion es infinita si sigue para
siempre, sino es una sucesion finita”. Entendemos que quiere referirse a la idea de que una
sucesion tiene una cantidad infinita de términos distintos y que se puede expresar de la
siguiente forma:

La sucesion {a,;n € N} se dira infinita si cumple que para todo N € N se cumple
que existe un indice p(N) € N tal que el elemento de la sucesion a,yy no pertenece
al conjunto {a4, a,, as, ay, ... ... ay_1,ay}

También, se puede dar el concepto de sucesion finita diciendo: existe N € N tal que para
todo p € N se cumple que a, € {a;,a;,as,ay, ... ... An_1,0ay}.

Asimismo, y cémo ejemplo de sucesiones infinitas se presenta la siguiente lamina:

Ejemplos de sucesiones infinitas

Teorema

Demostracion:

,_

o=
+
—F
- 5
f
/\_
| = ©
t
o=
t
‘__./
}
0 |
~—~—
}
]

v

(SR RE I S ]

=]

https./ /www.geogebra.org
/m/xsppmtzj

Se observa, en la imagen anterior, que la presentacion del teorema no es correcta. La
afirmacion ejemplo de sucesion infinita 1o que realmente quiere decir ejemplo de una
sucesion que diverge hacia infinito. Luego, se afirma que una suma de fracciones vale
infinito cuando lo que se deberia expresar es que la sucesion
1 1 1 1 1 1 . e
- 44— - >
ap=s+s+ + ++—+-,n 23 diverge a infinito.
Una forma menos precisa de enunciar el resultado puede ser:

. s 1 1 1 1 1 1 . . ’
La sucesion a, = S+ 3+ + -+ +—+~,n =3 noconverge a ningiin nimero real.
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Una forma precisa de enunciar el resultado seria: Dado cualquier nimero positivo K € R
existe un indice n(K) € N tal que a,, = %+§+%+%+ ---+ﬁ+% >K,vn =n(K)
Observamos, respecto de la lamina 7, que se cuenta la cantidad de los granos de arroz que

lo que se quiere sefalar es que la cantidad de granos de arroz que se quiere sefialar es:
1424224 2%+ 4 283 = 264 — 1,

Otra observacion es que parte de este material es copia textual del material de A vueltas
con el infinito de Miguel Martin de la Universidad de Granada. En el que el célculo de la
cantidad de granos de arroz esta correcto.

Profesor 4 presenta el siquiente material:

LIMITE DE UNA SUCESION

+ Eshudiar a comengencia de una SUCASIGn 05 Wer QUE SUCede Con L6 timinos
500N 13 SUCESI0N Wanza, 65 decr , 5agln A 56 hace mds y mds grande.

* Punden sucader variss cosas, por ejemplo, consideramos ns sigulentns sicasones ¥
estudiemos s commmgence:

LIMITE DE UNA SUCESION

- ¢ "
b -

i (10 (0 wee 100 [10eeno | a I T10 T wor 10000 | 106000
02 0m  losm  |ogon  |ommwon

| No eximte [1100. 10001 16081,00 [ 100001 | 1060001
1

= Lo amerior noa e qui 13 sUcesitn comverge a 0. Es dodir que su limite cuando n

tiende al infinite es & .
2da vez que " 56 hace mds grande, b, se va hackendo cada vez mas

+ Matematcaments , esto seria:  lim = = (
ne guierm tomando valones mas grandes , acercdndose @ infirito, ks minos do
 también so estarian acorcando cada vez mas o nfinio

ue NS Goe Que | SuCesion diverge @ , o5 decr que
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Ya 5abemos que signiics comergents, pero
1 K i a1 1 A + LComn padremos saber si uns suceskn Seme o o imits?

o impar) , ¢, 50 va sllemando + 4Como e cakufan los imites?

2)  Cakouls theminos de s siguientes sucesiones y observa si tienen limite

Na =+ BB, = - Q=
ne

El material entrega ideas intuitivas respecto de lo que quiere decir con:

e Una sucesion tiene un limite;
e Una sucesion crece hacia infinito o diverge hacia infinito o
¢ Que una sucesion no converge.

Explica la diferencia entre que una sucesion diverja hacia infinito y que no converge.

Luego, se solicita a los estudiantes que encuentren a qué valores tienden las 3 sucesiones
propuestas construyendo tabla de valores.

Analizaremos el siguiente ejemplo propuesto por el profesor 4,
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Estudiemos la sucesion bn T
n-1

n 1 10 100 1000 100000 |1000000

No existe | 11,11.... [101,01... |10001,00 | 100001 |1000001
1

» Observa que cada vez que “n” se hace mas grande, b,, se va haciendo cada vez mas
grande también.

» Si n siguiera tomando valores mas grandes , acercandose al infinito, los términos de
la sucesion también se estarian acercando cada vez mas al infinito

+ . Lo que nos dice que la sucesion diverge a o, es decir que su limite es infinito.

2

= s . n
+« Matematicamente, esto seria : lim — = o
n-oon-—1

+ Se lee “ limite cuando n tiende a infinito de b,, es igual a infinito

Se entiende que una sucesion b,, es convergente cuando tiene limite finito. El limite L de
una sucesion es el numero al que la sucesion se aproxima cada vez mas.

Se dice que la sucesion b,, converge a su limite L y se expresa por lim b, = L
n—-oo

Una sucesion es no convergente cuando no tiene limite. Hay diversas formas en la que una
sucesion puede ser no convergente. Una, es que la sucesion cumpla que la sucesién de
valores absolutos |a,| sea acotada y que esta sucesion de valores acotados se aproxime
de dos o mas valores. Otra forma es que la sucesion de valores absolutos |a,|, no sea
acotada y cumpla la siguiente propiedad: VK € R,K > 0, existe n(K) € N tal que |a,| >
K. En este caso, si la sucesion es de términos positivos, se dice que diverge hacia infinito,
si la sucesion es de términos negativos se dice que diverge hacia menos infinito. Y en el
caso que la sucesion alterne numeros negativos y positivos cuyos valores absolutos
divergen hacia infinito, se dice que la sucesién diverge hacia infinito de manera alternada,
por ejemplo: para la sucesion: a, = (—1)" - n.tenemos: a,, = {—1,2,—3,4, ...}
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Profesor 5 entrega el siguiente material

Sean eetos s Imies de 205 scesknes: !i?‘\a, =A y |.i,.|‘|h_ =B
CALCULO DE i

LIMITES DE
SUCESIONES Nuntedelanms:  lim(a, +b,) = lima, + limb, = A+B

ZUumindelareatss  lim(a, ~B) = lima, ~ limh = A- 8

SU(A~B) » (- w)

I' ® Limite de urp exdresidn expsnencia

lim(a, -b,) = lima, lim b, = A-8

st A-Bw0-= =-."-l}-
siA-Bex0 sithe [0°)
Sl [o?]
* Limku de un cuncte: kg, -
ey e L 4 sthen (17)
b hmb B
- ® Linte de uni exponencial
ad,2 Jim ke = i
L “k>0
sd.2 ® Limte del producto 0o una constante:
B =

limkeay = k-l




CALULO DE UN LIMITE DE UNA SUCESION Ejemplo:
+ Cakulmns ol Wmile de la sguents sucesitc  ben + Cubeotar ol bmite 2

EVolarda 1 en ol el , vamos que sarka - ber

o8 nen ol i b

Erfncss . by

+ Ageteucumanis podumos.

Dateramos resolver 1a indeterminackén de fomma akgebeaica.

an' 4+ 70" 4+ 5n - 2 Hallx

Halla lim =00 R

Este material tiene como objetivo presentar a los estudiantes propiedades del calculo de
limites de sucesiones. Presentamos a continuacion un extracto de la guia propuesta por el
docente:

e T : 1
Calculemos el limite de la siguiente sucesion: lim —
n—on

S : 1 B |
Evaluando n en el infinito, vemos que seria: |im—-=—=0
n—won co

1
Entonces: lim—=10
n—on

Se observa un error algebraico al indicar “Evaluando n en el infinito”, la idea es que los
estudiantes entiendan lo que es converger y tender a partir de una sucesién dada. Lo mas
adecuado seria indicar alguna tabla de valores, para que los estudiantes entiendan que a

. .z 1,. P
medida que n es muy grande, la sucesién a,, = - tiende a cercarse a 0. Ademas, usa una

.z . . 1
expresion que no tiene sentido: —=0.

Por otro lado, en la pagina 2 y 3 indican propiedades de limites de sucesiones.
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Sean estos los limites de dos sucesiones:  |im a,= A vy lIim b“ =B

n—>0 H—>0
Entonces se cumple que:
1) Limite de la suma: lim(a,+b,) =lima,+ limb, = A+ B
n—>w0 N—>0 N—>L0
2) Limite de la resta: lim(an —b”) =lim a, — lim b” =A-B
n—w0 n—w n—w0

Si (A— B) # (o — o)

En la imagen anterior, se indica que el limite de la resta existe si A — B # (o0 — ).

Para aplicar correctamente las propiedades de los limites de sucesiones, siempre se debe
asumir que, si las sucesiones convergen a un cierto valor real, entonces puedes aplicar las
propiedades. Lo correcto seria:

Sean {a,}, {b,} sucesiones convergentes, tales que lim a,, = 4 ; lim b, = B, (Esto quiere
n—oo n—oo
decir que 4, B son numeros reales). Entonces se cumple que: lim (a, + b,) = A+ By que
n—oo

lim (a, —b,) =A—B

n—-oo

Se debe descartar el caso o — o, porque la propiedad solo se puede utilizar si ambas
sucesiones son convergentes.

65



» Limite del producto: lim(a,-b,)=lima, -limb = A4-B

N=—>0 N—>o0 H—>x0
si A-B#0-00
si A-B#»-0

« Limite de un cuociente: " lima, A

hm T i, TEDS0 =
G T b B

n
N—»0

Por el mismo argumento anterior, se debe descartar los casos que incluyan el simbolo

infinito, debido a que no es un numero real. Lo correcto seria: Sean {a,}, {b,} sucesiones

convergentes, tal que lim a, = A ; lim b, = B, (Esto quiere decir que A, B son numeros
n—oo n—-oo

reales). Entonces se cumple que: lim (a, - b,) =A-By
n—-oo

o an A .
lim(—) =—, siB+0
n-oo by, B
Solo hay que descartar el caso en que B = 0 en el limite de un cociente de sucesiones
convergentes.

n%+7n
5n3+n2-1

Se puede ver el siguiente ejemplo: Dada la siguiente sucesion c¢,, =

Se puede definir a,, = n® + 7n, b, = 5n% + n? — 1, luego se tiene que ¢, = %

n
Si nos preguntamos acerca de la convergencia de a, y b,, ambas sucesiones son
divergentes, luego no se pueden aplicar las propiedades de limites de sucesiones. El
problema se puede resolver con diferentes métodos o estrategias para el calculo de limites
de sucesiones. Un procedimiento correcto seria reformular el cociente dividiendo tanto el
numerador como el denominador por la mayor potencia de n (eso equivale a multiplicar la
fraccion por uno):

n®+7n 1.7 im & + 2
li n? +7n — I n3 = 1 nt _ AnGtaa) 9%
ngE)SnS +n2 -1 _-HEND 5n3+n?—1 _-nL“35 +_!;___1-__ hnl(S +‘1'_' 1) 5
—a N N3 nbe n nd

Notamos que el profesor usa este procedimiento en la lamina 6, para calcular el limite.
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4.2.2 Analisis de guias respecto a la ensefianza del concepto de limite

de funciones

Se analizaron las 5 guias compartidas por los diferentes profesores que enviaron material
confeccionados por ellos mismos para la ensefianza del concepto de limite de funciones.

Profesor 1 entrega guia 1

TALLER INTRODUCCION
: Vx-2

LIMITES DE FUNCIONES 2. Considera la funcién g (x) = Py
2 A) Determina del dominio de g..
1. Considera la siguiente funcién: f () = ’;:24
A) Determina el dominio de f B) Completa la tabla de valores I'I
3
B) Completa la siguiente tabla de ©)  Hazel gréfico de f 35
B w5 y EI E—
0 : 3,99
[ . 3,999
1'57 3,9999 |
19 | ’ 4
100 | | 2 4,0001
Mo || ) 4,00 |
1,999 | s 401
1,99999 N B 4 41
B " 45
2,00001 | 5

) ¢Qué sucede cuando x se va acercando a 4?

2,0001
2,001
201 |
2,1
3
4

D) ¢Qué sucede cuando X se va acercando a 22

En la guia N°1 se presenta una funcién racional, en la cual se pide a los estudiantes
encontrar el dominio de la funciéon y completar una tabla de valores para valores cercanos
al punto en el cual la funcidén no esta definida. Al mismo tiempo, se pide a los estudiantes
graficar los puntos solicitados. La idea es establecer la relacion entre los limites laterales y
el limite puntual de una funcion. El profesor define, en ambos casos, la funcién por una
férmula. Suponemos que entiende que x = 2 no pertenece al dominio de f(x) y que x =

4, no pertenece al dominio de g(x).
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Profesor 2 entrega guia 2

‘ Limitede  /\
funciones \
\(
Analicemos la siguiente situacion
N

—
—_——
e

OBJETIVO: Definir el
concepto de limite de
una funcion.

e

} i:% //

Sea lo funcién f(x) = x? discontinua en x=2

Esta funcion es
discontinua en 2, eso
quiere decir que no

§ podemos evaluar la
X funcion en ese nimero
ya que no pertenece al

dominio.

%e
[ ]
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A

i 45 Sin embargo,
G podemos
g aproximarnos tanto
35] por la izquierda
3] (azul) como por la
25 derecha (verde) al 2
2 de tal manera que
o las imagenes de
4 esos valores se
aproximan también
05 a su “posible valor”,
] 3 4 % Queenestecasoes
-05 >€¢ 4.
il PN
15 e®,®
_——
—
——)
—_—

De esta manera estamos calculando el limite de la
funcion cuando el x tiende a 2, es decir, jamds es 2 pero
se acerca, por la izquierda y por la derecha. Escrito
matematicamente tendremos:

chilgf(x) =4

A

Tabla de valores

x ) x fx)
1 3
15 25
175 2,25
§ 1.9 21
N 1,95 2,05
R 1,99 2,01
1,999 2,0001
PN
e ,®
De la misma manera podemos decir que:
Jim )= Jim 19 = 4
Donde al escribir x — 2™ y x = 2* quiere decir que tiende a 2 por la izquierda y por la
derecha respectivamente.
CUANDO PASA ESO, QUE LOS LIMITES LATERALES SON IGUALES, ENTONCES DECIMOS QUE EL LiMITE
<

=7
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4Qué pasa con esta funcicn?

N w s oo

;i\\ % —s\< -<s/2/1 0

Considere la gréfica de la funcién f, de la figura 1

Figura 1

Ejercicio
De la grifica de la funcién g, de la figura 2, calcular:

2) lim () 5) fim g(x)

<

Tz 3 45 8

.

FENISTE L e
LimiTe? lim £(x) = 1
x—-0~

i) =2

Pero si no tenemos (a
grifica, jeémo
podemos determinar su
limite?
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7%7/ v

%// v

%// 4

A
El primer tipo limite que calcularemos es el limite en un punto,

este se describird de la siguiente forma:

Sea la funcion f: R - R, y sea a € dom f se define el limite de la
funcién cuando tiende a a

lim £(x) = /(@)

Es decir, que debemos evaluar la funcién en ese punto para
saber a donde tiende la funcion.

(X
o
® .

E

;Qué posard con esta funcidn?

_)x+1six=2
f(x)_{ZX—l six <2

€jercicios

1 ilﬂ x2+1=10

2 xlirlll(ZxZ —5x+3)=10

3. jlci_rg(3x3 —5x)(2x% — 3) = 990

4 lmVa?+3x+9=3

5 12 x> 2

lim f(x)sif(x) =4 2
x>=2 —6x—8, x <=2
—x, x <1
x, x =1

6. )lci_r;r}f(x) sif(x) = {

L
Por ejemplo, sea la funcion f(x) = 3x + 1, calculemos )l‘llnz fx)
lim3x+1=3-2+1=7
x-2

lim 3x+1=7
x-2

7/7// v

A

6x—x%, x<2
f =9 2x2-x-3, x>2
6, x=2

%// v

A
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En la guia N°2 se presenta una funcion con tabla de valores cercanos a un punto donde la
funcidon pareciera no estar definida, se observa que el profesor trata de utilizar las
diferentes representaciones para el calculo de limites, diferenciando los casos cuando
tenemos el grafico de la funcién o no. Establece como método general que el limite en un
determinado punto existe si y solo si los limites laterales son iguales en dicho punto.

Se presenta a continuacion un extracto de la guia:

Sea la funcién f(x) = x? discontinua en x=2

45
4
35 .-
3 Esta funcién es
25 discontinua en 2, eso
2 quiere decir que no
1.5 podemos evaluar la
1 funcién en ese nUmero
\os| / ya que no pertenece al
- - dominio.
3 -2 - 1 2 HHHTAEHIREAHHINS
-0.5
1

-1.5Y o @

En este ejemplo, dice que la funcién f(x) = x? es discontinua en x = 2. En el grafico el
profesor ha colocado un punto en blanco en la parabola en el lugar que corresponderia a
x = 2. Al parecer quiere, con eso, significar que el punto x = 2 no esta en el dominio de la
funcién f(x). Utiliza, erréneamente, el concepto de discontinuidad en un punto. Esto
pues, para que haya discontinuidad, la funcion debe estar definida en el punto y ese valor
no debe coincidir con uno de los limites laterales.

Por ejemplo, tenemos la funcion
) = { X%, x 22
9 2x+1, x<2
En este caso, g(2) existe y es igual a 4, y la funcidon g(x) es discontinua en x = 2 ya que el
limite por la derecha, cuando x tiende a 2, es 4 y el limite por la izquierda, cuando x tiende

a 2, es 3. Asi, sus limites laterales no coinciden y la funcién es discontinua pues hay un
limite lateral cuyo valor no es g(2) = 4.

El profesor también sefiala lo siguiente: Donde al escribir x - 2~ y x —» 2% quiere decir que
tiende a 2 por la izquierda y por la derecha respectivamente.

Esta manera de expresar que las expresiones: x - 2~ y x —» 2%, quieren significar que la
variable x tiende a 2 por la izquierda y que la variable x tiende a 2 por la derecha,
respectivamente; introduce una informalidad que resta precision a lo que se quiere
sefalar.

Finalmente, presentamos a continuacion el ultimo extracto de la guia a observar:
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El primer tipo limite que calcularemos es el limite en un punto,
este se describird de la siguiente forma:

Seala funcién f:R — R, y sea a € dom f se define el limite de la
funciéon cuando tiende a a

lim f(x) = f(a)

Es decir, que debemos evaluar la funcién en ese punto para
saber a donde tiende la funcién.

Se puede observar que lo afirmado no es correcto ya que se cumple so6lo cuando la funcién
es continua. El profesor no distingue la existencia del limite cuando x tiende al valor

a, con que el valor de dicho limite sea igual a f(a). Esto es un error conceptual.
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Profesor 3 entrega guia 3

Limites y continuidad

.

| Las expresiones anteriores se pueden escribir asf:

~01<x-3 <01 entonces —0,3< fx) -7 <03
~0,01<x-3<00l entonces —0,03< flx) — 7 < 0,03
~0,001 < x — 3 <0,001 entonces —0,003 < f(x) -~ 7 < 0,003

lo tanto, las desigualdades anteriores se pueden plantear asf:

[ - 3]<0,1 entonces  f(x) -7/ <03
Grdficamente
|
y La afirmaciér, Lim (x) = L significa que para todo € > 0, existe

Figura 1

La expresion —0,1 <x < 0,1 es equivalente a la expresion |x — 3 < 0,1 y la ex-
presién —0,3 < f(x) — 7 < 0,3 es equivalente a la expresién [f(x) — 7| < 0,3 por

un &> 0 tal que, para todo x, si [x — a| < 8, entonces, [f(x) — L] < €.

Definicion formal de Limite

Decir que Lim /(x) = L significa que la diferencia entre f(x) y I se puede hacer
arbitrariamente pequefia si x est4 lo suficientemente ctrca dea, x # a.
Por ejemplo, en la funci = 3x -2, l limite d imaa7, cuan-
doxx se aproxima a 3. Asf,
[=] 29 [ 299 [ 2999 [3]3001] 301 | 31
| |
@] 67 | 697 [6997 [7] 7003 | 703 | 73
Se puede establecer una correspondencia entre los valores de x que equidis-
tandex = 3. Asi, si
29<x <31 entonces 6,7 < flx) <73
299<x <301  entonces 697 < flx) <7,03
2999<x <3001 entonces 6997 < flx) < 7,003

Como los valores 0,1; 0,01; ... y 0,3; 0,03 han sido generados en forma arbi-
traria, las desigualdades anteriores quedan representadas por:

Ix — 3| < 8, entonces, {f(x) — 7| < €, donde 8 y € son valores arbitrarios y € de-
pende de 5.

Esta expresion es una forma precisa de indicar que f(x) se aproxima a 7 cuan-
do x se aproxima a 3, ya que afirma que se puede hacer que los valores de f(x)
difieran de 7 en menos de una distancia arbitraria € tomando los valores de
x a una distancia de 3 menor que § (figura 1).

Limites Laterales

Las aproximaciones realizadas, en la seccién anterior, para determinar el li-
mite de una funcién se relacionan con el concepto de limite lateral.

Existe una simbologia especial para los jentos de xaa
por la izquierda y por la derecha. Asf,

Lim f(x) = L se lee limite cuando x tiende a a por la izquierda de f(x) es L.
o

Lim f(x) = L se lee limite cuando x tiende a a por la derecha de f(x) es L.
e

Para hallar los limites por la derecha o por la izquierda de una funcién, se
pueden usar las mismas técnicas utilizadas para obtener los limites comunes.
Asf, en estos casos se examina el comportamiento de la funcién a medida que
x se aproxime por la derecha o por la izquierda aa. -
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Ejemplo 1

e

Por ejemplo, a funcion flx) = V/T =, representada en el gréfico de Ia igura 2,
‘muestrz que si x tiende a 1 por la izquierda, entonces, f(x) tiende a cero.

Figura 2

Definicion

El concepto de la existencia o no existencia de un limite de una funcién depen-
de delos limites laterales. Si los limites laterales son iguales, entonces el limi-
te de la funcién existe. Si los limites laterales son diferentes, entonces, el limite
de la funcién no existe.

¥ Lim f(x) = Lsiy s6losi Lim f(x) = Ly Lim f(x) = L
= = o

=

Determinar el valor de cada limite a patir de la grifica
Resumen  defld.

Grafico

a. Lim flx) f. Lim fly
X3 &5 o

b Lim () g Lim i)
x>2t x> =3%

c Lim flx h. Lim flx
x> 1+ x> =27

d. Lm_fly i Lim f(x)
x— 2% x=1"

e Lim_flx) Jo lim fl0
Xx=—3" o T A

-

Ejemplo 2

-1 Six<0
Trazar la grafica de la funcion f(x) = {0 i
1

y hallar los limites laterales cuando x tiende a 0.
Solucion

Umurf[x] = —1yaquesi x < 0, entonces, f(x] =

Limmllxi = 1ya que si x > 0, entonces, f{x)

La grafica muestra la funcion f(x)
 los limites laterales respectivos.

Ejemplo
o . Vi si0=x<4 "
vt i o 1 uncon 00 = {VZ_ | 5054, hata
s lim ) b tim ) o tim

Solucién

La gréfica de Ia funcion se muestra en a figura 3

a L fd = um‘yfx:z. pues al acercarse a 4 por la izquierda, la funcion
1 tiende 3 2.

Lim, () = Lim Vx =1 =1, pues al acercarse a 4 por la derecha, la

funcién flx) tiende a 1.

& im0 o exise pues o inieslateralesson diferentes.

Ensimbolos, como Lim, )= 2 Lim, fla) = 1 entonces i, 1) no xiste

\

Resumen Analitico

EJEMPLO 4 Sca / 1a funcion defnida por

ko5 wx<s
1045 wasess
5-x wi<x
Dibue I géfic d . () Deermine cad uno de o sigieics imitcs:
iy fG i i el 00 i, G0 b 1.
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Propiedades de los Limites

Sic es una constante y los limites Lim flx) y Lim g(x) existen, entonces:
1. Lim ¢ = c. En palabras, el imite de una constante es fgual a s constante.
2. Lim x = a. En palabras,l limite de una variable que tiende aa csa.

3. Lim ) + g0x)) = Lim fix) + Lim g(x). En palabras, el imite de una suma

es igual a Ja suma de los limites

Lim [ft) - g(x)] = Lim ) ~ Lim g(0). En palsbras, el limite de unares-

taes igual a la resta de los limites,

Lim [cf(x)) = ¢ Lim f(x). En palabras, el limite de una constante por una

funcion es igual a Ja constante por el limite de la funcin.

Lim [0+ 50)] = Lim f(s) - Lim (). F palabras, el limite de un pro-

ducto es igual al producto de fos limites.
Li

fex)
7. Lm 182 Si Lim g(x) # 0. En palabras, ¢l limite de un cocien-
8 B0 Limgtey 508 i 0 el L o

LS\

Ejemplos

1
lim =x2 — 2x +5,
x=2 4

/ lim
X1

lim (32 = V¥ +5)

(!

=2 2x+l

Limites de funciones indeterminadas

) ! in directa pas limi-
te, el resultado puede ser una indeterminacion.
Cuando el resuliado es . entonces s caeula e imie  partir de los limites
laterales. Por ejemplo, 13 L = 1

Como el resultado después de la sustitucién es una indeterminacion, enton-
ces, para calcular el valor del limite, se calculan los limites laterales. Asf,

Lim L=
1500 x

Como los limites laterales son distintos, entonces, el limite no existe. A

Lim — no existe.
30 x

La gréfica de la funcién fix) = % se muestra en la figura 4.

Principio de Sustitucion: Polinémicas y
racionales

fw) cuando x tiende a a no depende de f. Para algu-
nas funciones este limite es precisamente fla

Esta afirmacion permite concluir que
Litm f(x) = fla) para algunas funciones.

Este método para calcular el imite de una funcion es llamado método de sus-
titucién directa.

Ejercicios
| Usar el principio de sustitucion directa para calcular los siguientes limites.
-1 £-1

a. Lim ¢ Lm S5——-
x>0 x—1 x—>1 2+
. R—x+3 R+
. Lim =77 d. Lm, =——F——
=2 £+ x>y 2+

. Lim (2x—5) ¢ Lim (4 —3x+2)
x->1 x=3

Lim Vx-5x-3
x= -1

. Lim, (52 + 2x+ 9) d.
X3

Limites de Funciones racionales

| 4 Si P(x) y Q(x) son poli
Ll

R
rador P(x) o el denominador Q(x), de modo que el binomio (x — a)
P(x) _ (x — a) Py(x) —Lim 21O

Bmpiie et U o e O ER G

de gradony m, i y

se evita

lo el nume-
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T

Practica

T

¢ Lm = 4@ + 5x
T xm1 R+

Calcula los siguientes Limites

=
& U 2rs—4
x=0 X
£ Lim 2
x=1
Lim £ =3x=10
9 3% x+2
h um 2=
x=1 x=1
e ln B2ty Aot
T o5 W-Tx=15  xo2 K-x-2
) o 8-1
f lm —— m. Lim ———-
x==1 x+1 X7 %=1
: 1
g. Lim s -

x=1

-

Q

-

I

/ /\>‘L’*Z*YK>L _ K'=2x41)(x -2)

X = Ty (x-1)(x-a) a =9 s
1 4

)(7'-7)(4»1

Practica
Calcular, s existe, el valor de cada limite.
- +
o lm 222 W um X3
x>1 x—=1 xs-3 11
x 3
2+x-2 2-x=-2
b, Lim 2 . lim S—X—%
- R=1 bR e a
x—4
. L L
¢ xl—’»néle 16 =L
X455 +8
d L kL
B30 % X2 #—16

Método de division sintética o Ruffini

Un polinomio es la suma algebraica de dos o mas monomios. Si esta
en términos de la variable independiente x, se denota como una
funcién P(x) y en su forma general es una expresion de la forma:

24 Gy k"0 k™

PG = ax" 4 oy x4y Stz

El primer término del polinomio a,x" se conoce como el término
dominante y al término a, se conoce como término independiente.

Una raiz es un valor que satisface la ecuacion P(x) = 0. Por su parte
se llama conjunto solucién de una ecuacién algebraica al conjunto de
todas las raices de una ecuacion

La regla de Ruffini es un algoritmo que permite obtener facimente el
cociente y el residuo de la division de un polinomio por un binomio de
Ia forma(x - )

=2 4
X x x'x°
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e Uma‘;_—m—»w I Lim j___—ﬂi_
Cxos W-Tx=15  x52 X-x-2
£ ]
x==1 x+1

e
Ejemplo 1

Sean P(z) = 42* | 2* — 3z 1 5y Q(x) = (x — 1) dos polinomios, para calcular la
division £ consideramos la raiz del polinomio Q(z), es decir, r =1 y de

separados por una linea, consideramos también los coeficientes del polinomio
P(x)y los disponemos asf

Método de divisién sintética o Ruffini

Un polinomio es la suma algebraica de dos o més monomios. Si esté
en téminos de la variable independiente . se denota como una

|
funcion P(x) y en su forma general es una expresion de la forma
1 PG =yt 4 Gy X" 4 Gy gx™ 4 Gy x™ X" e b ayx 3y

El primer término del polinomio a,x" se conoce como el término
Gominante y al término a, se conoce como témino independiente.

Una raiz es un valor que satisface la ecuacion P(x) = 0. Por su parte
se llama conjunto solucién de una ecuacion algebraica al conjunto de
todas las raices de una ecuacion.

La regla de Ruffini es un algoritmo que permite obtener fécilmente el

cociente y el residuo de la divisién de un polinomio por un binomio de
Ia forma(x — a.>

¢Cudndo puedo usar la Regla de Ruffini?

|
| se
Divisores (x+a)
%
(3x3—2x2+3x —-1): (x —1)
(3x3—2x2+3x -1): (% - 1)

Ejemplo 2

Obtener las raices del polinomio P(x) = x*—2x*-11x+12 y

Q) =x+3.
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Calcula los siguientes limites

Lim Vari-a b Lim ——— |
x>3 x—3 T a1 Vs—x2 -2 1
y

(x-2) (x-1) (x4 2)
esafio Calificacion parcial (D))

Plazo en’rrego 22/09. Antes clase

C i)—,@
2 x-L W | fen 2K 650+ 3
@ X1 x4 Q,w/\ (25> ~Mx -szx)(x/ﬁ
4 . X = Q/"fj
(x= )(),/ﬂ(\al\
e @éf/w

Dirnn 2> x2=3x =3
— T Avz 23 =3
POV =

X =N
20" - 3G)-3
< XTF =

- 3 -1) +0 -4y -3 -3
) Y0z -

Lon . €

X" -2 % & 1)@(_;
%—U(x-ﬂ(x‘z)

. . . . Hallar el limite de cada funcion, racionalizando el de-
Limites de funciones radicales nominador o el numerador segun corresponda. 'S

| [ 4 Vitx=Va — \/ 16— x
| [ a. leo*b—x——— c |_.m0 —_—
= X=
| 1/31 £(x) y g(x) son funciones radicales y le f(( ))ntonoes, la 1 K, L o ¢i7_2 o 1= \E
ind e elimina racionalizandc lor, raciona- x=3 Xx—3 T x=0 »
lizando el denominador o racianalizdndobs ambos. 2

RN I T
M b syt D=2




)

(7~+d")(q -i(2x u))

d x)(s
=,
< M Grimar ™ -

2 +Vzx+L,

Lo @ Qm)@m

S5 =1L
g-1x

5 4dZxrt oz feren’

=9 @+Ux)- 2 (4xT

-

GrByz ey 2
2,

Indicar si existe error en el proceso

S e e U

Limites a infinito

Cotaz un nimero que es
‘mayor 0 menor que todos.
los elementos de un con-
junto dodo.

Limites infinitos
i una funcion flx) crece o decrece sin cota cuando x tiende a un valor a, en-
tonces, se dice que Limf(x) no existe.
Para notar que el limite de una funcin flx) crece sin cota, cuando x tiende a
a, se escril

Limfte) = +o
De igual manera, si el limite de una funcién f(x) decrece sin cota, cuando x
tiende aa, se escri

Lim f(x) = ~

X

Desafio 1 oew M zf 2
Mﬂi 2-(f2 + O)
L""l (JH'ZX_ ) (’7+1x +31Jx—7_“+r
x4 m VZ NTrie v Vxoz wVz
O%N\f(a\ )
WCX’lj‘l (J/H'Lx +'5> ’
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Limites en el infinil

En los lfmites infinitos se presenta un caso especial, en el cual la funcion f(x)
crece o decrece sin cota,

Otro caso especial en el estudio de los limites se presenta cuando la variable
x crece o decrece sin cota. Teniendo en cuenta estas variaciones, se pueden
plantear los siguientes limites:

Lim ftx) <L Lim, ftx) =
Estos limites se llaman limites en el infinito.

Si Lim flx) = L, entonces se dice que el limite de la funcion fix) es L cuando
xtiende a infinito.

De la misma manera, si Lim_f(x) = L, entonces, s dice que el limite de la
funcién f(x) es L cuando ¥ tiende a menos infinito.

Cuando se calculan limites en el infinito se presentan dos casos:

= 2. (g2 +2) (2 Zfllz‘fﬂ.
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Limites a infinito

[
es infinitos it
Cota: un nimero que es i . i ando x tier valor "
mmqu; Sy Siuna funcién f(x) crece o decrece sin cota cuando x tiende a un valor a, en- En los lfmites infinitos se presenta un caso especial, en el cual la funcién fx)
I loscementos deuncon- 'O 3¢ dice que Lim/Lx) no existe | crece o decrece sin cota.

junto dado. Para notar que el limite de una funcion f(x) crece sin cota, cuando x tiende a Otro caso especial en el estudio de los limites se presenta cuando la variable

a, se escribe: x crece o decrece sin cota. Teniendo en cuenta estas variaciones, se pueden

Limfu) = +e plantear los siguientes lfmites:
De igual manera, si el limite de una funcion f(x) decrece sin cota, cuando x Lim f) =L Lim fi) =L

tiende a, se escril

Limflx) = Estos limites se llaman limites en el infinito.

SiLim flx) = L, entonces se dice que el limite de la funcion x) es L cuando
x tiende a infinito.

De la misma manera, si Lim_f(x) = L, entonces, se dice que el limite de la
funcién fix) es L cuando % tiende a menos infinito.

Cuando se calculan limites en el infinito se presentan dos casos:

- 4
FO L (%
X v
* Caso 2. Limites en el infinito de una funcién racional.

|
|
Los limites de funciones racionales para los cuales se presenta la indeter-
*+ Caso . Limiesdelaforma L, =0y Lim, = Ogiemprey unn- ‘minacion & reciben el nombre de limites en el infinito.
I - do " esté definido. ELAVE S g | | = R
Estos limites *vak " Para calcular el limite de estas funciones, se divide el numerador y el de-
/ vez mayoresy, calculando el cociente respectiv. nominador de la funcién entre la potencia de mayor grado.
TLIrhen Porejemplo, ML Ly Hm 1 A partir de este proceso se presentan tres casos:
™ Cuando x toma valores cada vez mayores, la funcién flx) se aproxima ca- o Lim 2% _ o i el grado de P(x) es mayor que el grado de Q(x)
1 da'vez mis s 0 por s e o oo e IS == Q) —

o Lim P8

m 5 = 0t el erado de PG) es menor que el grado de Q).

¢ alores. 2
bién a0, porla zquierda.

Fou 7 La gréfica de Ia uncién f1x) = - se puede apreciar en la figura 7. —_—

# o Lim ==

¥R 0w " n

si el grado de P(x) es igual al grado de Q(x), siendo m y

delosté ¥OW), respec-

tivamente.

. - X1 .
Practica Ejemplos o-po g
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Continuidad de una funcién en un punto

b Funciones continuas b
|
| ina fun mtinua cuando a pequenas variaciones de la | / Una funcion f es continua en un punto x = a si cumple las siguien-
| variable corresponden pequerias variaciones de la 1 e o
&
/1. festd definida en un intervalo abierto que contiene a a; es decir,
Yy, or ejemplo, las funciones cuyas graficas se presentan a continuacién, son 4 f(a) existe.
/ finciones confioms /2. Bl limite de la funcion cuando x fiende g a exist; es decir
, Y W Lim f(x) existe. o, Cumen e uin Zn e 7 - )ud)

/ 3. Ellimite de la funcion cuando x tiende a a es igual a la funcién
calculada en a; es decir, Lim £(x) = f(a).

v (0
F)=2xr4

s condirs g i, (g ) = 24+
€ =2

= +

Qa | eps| oaa| 2 [asi{aef4

Ejemplo 1 Elemplo2  zv|za | 2 0,71(07) 9
¥o) Tt A
| e coumnt

=

b Discontinuidades b Ejercicio. Determina si la funcion es

continua x=1 7 Arebyes Lo
Lon e

| =
| |

.

En la guia N°3, al igual que en el caso de la guia N°2 se establece la importancia de que la
existencia de un limite en un punto depende de que los limites laterales sean iguales. Se
trabaja con funciones definidas por partes, de manera grafica y de manera tabular.
También, se indica que existen limites donde se puede evaluar, no se le indica un nombre
especifico a este tipo de funciones, que son las funciones continuas en el punto.
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En las primeras 4 laminas, el profesor intenta introducir el concepto de limite de una funcion
con la definiciéon € — §. Hubiera sido util utilizar algun ejemplo para entender como se utiliza
adecuadamente la definicion. Luego, las siguientes laminas introduce los limites laterales e
indica que la existencia de un limite depende de la igualdad de los limites laterales, como
se aprecia a continuacion:

El concepto de la existencia o no existencia de un limite de una funcién depen-
de de los limites laterales. Si los limites laterales son iguales, entonces el limi-
te de la funcién existe. Si los limites laterales son diferentes, entonces, el limite
de la funcién no existe.

/ Lim f(x) = L si y s6lo si Lim f(x) = Ly Lim f(x) =
x—a* X—a~

X—a

A continuacion, se solicita a los estudiantes encontrar limites de funciones de manera
grafica, aqui hubiera sido util agregar otro tipo de representacion, calculo de limites de
funciones por tablas de valores. Es importante que el estudiante conozca todas las
representaciones posibles para encontrar limites de funciones.

En las siguientes laminas, el profesor desarrolla el siguiente limite:

" x3 —4x?+5x—2
xl—>rri x2—2x+1

Su desarrollo a continuacion:

. ” )2‘(7/? +FSx -1 (>< 2)<+4)(x_2) X& ><l quo
2

X~ X2 1 (x~4)(x a) -9 £ =

(X-’L)’)_:)xl-waL’)

]

_Z d
— @i/ﬁ(w:f (x 2“1)()( )
=X -2 X" P s
=1-2 X &K=2)
= -
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Es menester indicar la importancia de una correcta notacion, en el célculo de limites de
funciones. En este caso, lo correcto, seria observar que para todo x # 1 se cumple que

x®—4x?+5x—-2 (x*-2x+1)-(x—2) 5
x2—2x+1 x?2—-2x+1 =&=2)

Y entonces:

i x3 —4x% +5x — 2 i ) 1

m = 11mi(x — = —

-1  x2-2x+1 x—>1( )

En las ultimas laminas, el profesor establece lo que es una funcién continua y una funcion
que no es continua (discontinua) por medio de las siguientes definiciones:

/ Una funcion es continua cuando a pequerias variaciones de la
variable independiente corresponden pequerias variaciones de la
variable dependiente.

Por ejemplo, las funciones cuyas graficas se presentan a continuacién, son
funciones continuas.

2
o) = =% + 1 fix) = x° fix) =
(%) | (x) | (%) -y
En la definicion sefalada, el profesor trata de caracterizar la continuidad de una funcién por

medio de una indicacion intuitiva de la definicion £ — 6. La definicion que trata de
ejemplificar es:

Sea f:A - R,donde A c R, y sea x, € A. Se dira que f es continua en x, si, para cada ¢ >
0, existe un § > 0 tal que si [x — xo| < &, implicara que |f(x) — f(xo)| < &

Luego el profesor indica una definicion de discontinuidad en un punto
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Una funcién no es continua o simplemente es discontinua cuando no se ve-
rifica alguna de las condiciones establecidas para ser continua.

Las siguientes graficas corresponden a funciones discontinuas en un punto.

a. . Y C. y

v hix)

i2) y{x}

jix)

Es importante indicar que existen diferentes tipos de discontinuidades, seria util indicar su
clasificacion con sus respectivos ejemplos. También, al no ser precisa la definicién de
continuidad, pierde sentido sefialar que la funcion es discontinua cuando no se verifica
alguna de las condiciones de las condiciones establecidas para ser continua.

Notamos que el ejemplo a. no es correcto para el concepto de discontinuidad. El docente
presenta un punto en blanco en el grafico queriendo senalarlo como de
discontinuidad. Este error ya fue observado en otro docente.
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Profesor 4 entrega guia 4

Electivo Limite, Derivadas e Integrales

TALLER N°4: Limite de Funciones

Objetivo

OA 2. Argumentar acerca de la existencia de limites de funciones en el infinito y en un punto para determinar
convergencia y continuidad en contextos matemadticos, de las ciencias y de la vida diaria, en forma manuscrita y
utilizando herramientas tecnoldgicas digitales.

Descripcion

Aplicaremos la herramienta limite a funciones ya conocidas, con tal de analizar su
comportamiento grafico y algebraico. Es necesario considerar las técnicas de
racionalizacion y factorizacion para lograr aplicar el limite a funciones racionales
complejas.

Actividad 1

Justifique detalladamente el desarrollo de sus respuestas
Sea f: R > R, la funcidn y su grafica es: y

1. Apartir de la gréfica de f calcular los

siguientes limites: L i ey ( y=s()
| |
. ! I |
e limf(x)= _Q/KN |
x-0 2 | |
i = I 3
° xlil%f(x) -2 } -1 1 3 5 ‘

- Jlim 700- '
o limfCx)=
o limf(x)=

« lim G-

2. Anpartir de la grafica de f calcular los siguientes limites laterales:

e lim fx)= o lm fC)= o Jim f(x)=
o ¢ 16 -

: " A fe =
. lim 00 = * i fe0 = . lim fG) =
2 x—1"



3. ¢ Cudles de los siguientes enunciados, con
respecto a la funcion y = f(x) graficada
aqui, son verdaderos y cuales son falsos?
Justifique su respuesta.

a) lin% f(x) = no existe
b) }CIH} f(x) = no existe

c) }Ciir%f(x) =2

d) lim f(x) = existe paratodo punto x,en]—1,1[
X—-Xg

e) lim f(x) = existe para todo punto x;, en]1,3[
X-Xg

Actividad 2
1. Calcule los siguientes limites de funciones polindmicas
o limx?—-2x+1 o limx*+x-3
x-3 x-0
2. Calcule los siguientes limites de funciones racionales
(X%l . xt-x343x
o lim o lim ~———
x-—-1 x—1 x->-1 X=X
3. Calcula los limites laterales de las siguientes funciones racionales en los puntos en los que no estan

definidas. éexiste el limite de la funcidn en esos puntos?

3 x2-3x
o f(x)=— =
fO) =75 o f(x) ="
4. Determine los siguientes limites de funciones irracionales
;o 1-x Vx—2—
o lim-—= o lim¥=22
x-11-+Vx xo1 x-2
5. Determine los siguientes limites
. VxZ+4-2 o lim -3
o lim 1-x  1-x83
x>0 Vx2+9-3 x-1

El profesor 4 entrega cuatro talleres que realizé con sus estudiantes. En los talleres 1,2y 3
el profesor realiza una introduccion relacionada a funciones, la cual no se considerara en
nuestro analisis. El taller 4 contiene material relacionado con el concepto de limite de
funcion a partir de su grafica y el calculo de limites laterales.

87



En las preguntas 1 y 2 de la actividad 1 el docente solicita al estudiante encontrar limites
de funciones utilizando la representacion grafica de f. Dadas las caracteristicas de la
funcion f, hubiera sido interesante preguntar acerca de la existencia de limites al infinito
cuando la variable decrece o cuando la variable crece, sin limite en ambos casos. Una
pregunta podria ser:

¢ Existen los siguientes limites lim f(x); lim f(x)?
X—>00 X—>—00
En la pregunta 3 de la actividad 1 se solicita al estudiante argumentar verdadero y falso
acerca de las afirmaciones de la representacion grafica de la funcion y = f(x).
Dentro de la pregunta 3, hay dos afirmaciones que requieren un analisis mas profundo.

lim f(x) = existe paratodo punto x,en] —1,1[
X-Xg

lim f(x) = existe para todo punto x;,en]1,3[
X—=Xg

Hubiera sido util incluir las mismas preguntas incluyendo los extremos, la idea es que los
estudiantes comprendan si existe una diferencia o no.

lim f(x) = existe para todo x, en [—1,1]
X—Xg

lim f(x) = existe para todo x, en [1,3]
X—Xg

En la actividad 2, los alumnos deben encontrar diferentes limites por medio de las diferentes
estrategias que existen. En la pregunta 4 de la actividad 2, se solicita encontrar el siguiente
limite:

7 x_2_2
lim
x->1 X—2

Es de notar que la funcion g(x) = ‘xx__zz_z tiene como dominio ]2, o[, por lo tanto, no tiene

sentido dicho limite. De la pregunta anterior, se esperarian resultados tales como: “El limite
no existe” o “El limite no esta definido para x = 1”
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Profesor 5 entrega guia 5
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En la guia N°5 se trabaja con el calculo de limites por medio de su grafica y calculo de
limites laterales. Se establece la relacion de la existencia del limite de una funcién a partir
de la igualdad de los limites laterales en el punto.
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En las primeras 6 laminas, el profesor establece como encontrar limites de funciones
utilizando la representacion grafica de la funcion. En la siguiente lamina, establece el
teorema de los limites laterales:

Si existen los limites laterales en un punto y ambos coinciden, entonces la funcion tiene
limite en dicho punto y el valor del limite es el valor de los limites laterales.

lim+ f(x) =1
X—-a

Jlim_ f(x) =1

= lim f(x) =1

xX—=a

En la siguiente lamina, el profesor intenta indicar cuando existen diferentes
indeterminaciones en el calculo de limites de funciones, el uso del simbolo de « no es el
apropiado. Todas las notaciones intuitivas utilizadas, para “operar” con el simbolo co no
son correctas, por ejemplo: reemplazar la variable x por o en la expresion lim x*.

X—>00
INDETERMINACIONES
En los ejemplos anteriores, obteniamos expresiones que tenian sentido en R. Se tenian limites
determinados. Si obtuviéramos alguna expresion que no tiene sentido en R, puede ser que el
limite fuera 0 o0 ==, 0 bien una indeterminacion:

- x_.w
k“ k>1 Jllru'rolo 5* =5 =c0 0 lim 2=
— 0 x—2 X2
k”,0<k<1 lim 0,1* =0,1° =0 . e
X =00 = l'ln} =
koo limS5x=5-00 =0 1
- 0- lim x? - e™*
o+ k imx+1l=0+1=0w o)
X-00 B : L xz)
: nis s Sl Y G
® x—mnX *® o
o "
0 - G0 limxz'2x=oo-co=oo 1 x]m(m)
o0
- x 0 00 Iim( 1 yx=3
ST e s
im x? =l =y 0 lim x*
© + ® }..“;‘ox +x + 0 lim

En la siguiente imagen, se observa nuevamente un inadecuado uso del simbolo « y se
divide por cero.

3
23 +x Bl 2w 2
lnm3 2=l|m3x—2=llm3 2=6=0°
x—o 3X 4+ X—00 F.‘,F x-omp_{,;s

En la siguiente imagen, se observa otra vez un inadecuado uso del simbolo c
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rl' x+2 4 N
== OB oo
“mX+2=i=,<x!g]¢x2_4 0+
1—02x2—4 0 I X+2 4
— — = —00
L.r!-r‘{;l'xz—4 0~

En general, se puede observar que todos los profesores utilizan como base en el calculo
de limites de funciones el teorema de la igualdad de limites laterales, la mayoria utiliza la
representacion grafica para el calculo de limites en un punto. Un porcentaje menor de
profesores realizan ejercicios analizando tabla de valores para conjeturar acerca de la
existencia del limite. Respecto a lo algebraico, todos los profesores solicitan el calculo de

P 0 [e} . . . ..
limites cuando son de la forma 505 - Un porcentaje menor de profesores realiza ejercicios
acerca de la existencia de asintotas horizontales, verticales u oblicuas con ayuda del calculo
de limites. Solo un profesor indica la definicion de limite por medio de € — 6. En todos los
casos se nota un trato informal del concepto lo que, necesariamente, implicara que los
alumnos pudieran formarse una idea equivocada o parcialmente intuitiva de lo que es el
limite de una funcion cuando la variable tiende a un valor dado.
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Capitulo 5: Conclusiones

Se puede concluir con respecto a la muestra de los docentes que participaron en este
estudio, que dos de los once profesores realizaron un curso de perfeccionamiento para
poder realizar el curso diferencial limites, derivadas e integrales. Esto explica los resultados
obtenidos en la prueba de conocimiento, por sus diferentes justificaciones y la forma de
abordar los diferentes problemas propuestos. Los dos profesores que realizaron el curso
de perfeccionamiento entregan resultados mas completos con justificaciones y vocabulario
matematico en el cuestionario de conocimiento. Esto indicaria la importancia de que los
profesores deban realizar un curso o participar en instancias de actualizacion disciplinar
antes de impartir la asignatura, esto conllevara una mejor ensefianza del concepto de limite
y, por tanto, un mejor aprendizaje para los estudiantes. También, los resultados expuestos
cuestionan el nivel de formacion inicial, respecto de estos contenidos.

Respecto a las dificultades que presentan los docentes al ensefar limites de funciones y
limites de sucesiones, se observa que algunos profesores (Alrededor del 50%) tienen
dificultad para saber dénde la funcion esta definida, esto se detecta al momento de solicitar
que encuentren dominio y recorrido de una funcion definida a trozos. Fallan al momento de
definir correctamente los intervalos donde la funcion se encuentra definida.

Ademas, los profesores no definen correctamente qué es una sucesion, todos los
profesores afirman que es una correspondencia del conjunto de los niumeros naturales (N)
a los numeros reales (R).

Ademas, ningun profesor menciona la definicion formal de limite de sucesién usando la
notacién (e — §). Esto puede indicar un bajo dominio del concepto formal de limite de una
sucesion.

También, en el limite de sucesiones, los profesores tienen errores algebraicos al momento
L. . . lim a, .
de encontrar limites que sean de la forma lim a,, - lim b, y % cuando lima, =0 y
n— oo

n— oo n—»oobn n—-oo

lim b,, = o. No utilizan correctamente las propiedades del calculo de limites de

n—oo

sucesiones.

En comparacién a los diferentes estudios encontrados, los docentes al no utilizar la
definicion formal para demostrar la existencia de un limite de funcién o un limite de
sucesion, no se puede comprobar los que afirma Mastorides y Zachariades (2004), si los
docentes presentan dificultades respecto al uso adecuado de los cuantificadores “Para
todo” y “Existe”.

Respecto a lo anterior, se da cumplimiento al OE 1, que es, identificar las dificultades que
presentan los profesores de matematica que realizan curso de Limites, Derivadas e
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Integrales respecto de la ensefianza de los conceptos de limite de funciones y limite de
sucesiones.

Respecto a la descripcion de la forma de preguntar los contenidos de limites de funciones
y limites de sucesiones, se evidencia que los profesores utilizan como argumento principal
para la existencia de un limite, el teorema de los limites laterales. Ningun profesor utilizo la
definicion de limite (definicion ¢ — §) para demostrar la existencia de un limite. Tampoco
relacionan limites de sucesiones con limites de funciones.

Asimismo, los profesores, utilizan en general, las igualdades % =0,a#0; % =o0,a # 0,lo

que no es formalmente correcto, por, al menos, dos razones: la primera es que el simbolo
o no representa un numero real y carece de sentido en cada una de las igualdades; la
segunda es que en la operatoria con numeros reales no esta definida la division por cero.
Esto se repite en limite de funciones y limite de sucesiones.

Ademas, de todas las representaciones que puede tener el concepto de limite de funciones,
la representacion grafica es la mas utilizada por los profesores. Esto puede ser debido a
que, al ser observado por el estudiante, puede resultar facil a la hora de solicitar que
encuentren limites de una funcidon. Respecto a la representacion algebraica, todos los

. . P 0
profesores en general realizan preguntas de calculo de limites cuando son de la forma 50
g y mencionan los procedimientos para poder encontrar cada uno de ellos.

Con respecto a limite de sucesiones, se observa que los profesores utilizan
mayoritariamente la representacion algebraica cuando se habla de sucesiones, solo un
profesor muestra una representacion grafica de una sucesion sin explicaciones. Es
importante considerar que en la ensefianza de un contenido, se tiene que considerar todas
sus representaciones (verbal, grafica, tabular y analitica u algebraica). Por otro lado, hay
que considerar que la representacion algebraica puede ser efectiva para algunos alumnos,
pero no para todos, hay alumnos que aprenden mejor a través de lo visual u otro tipo de
representacion.

Por otro lado, se confirma lo que afirma Liang (2016), los profesores tienen preferencia a la
representacion grafica para poder ensefiar conceptos de limites de funciones.

También, se confirma lo que afirma Cornu (1994), el cual indica que se algebrizd la manera
en que se ensefia el limite de una funcion en general, se enuncian teoremas, las
propiedades de la suma, resta, multiplicacién y division de limites, pero no se concentran
en general en el concepto de limite.

Respecto a lo anterior, se da cumplimiento al OE2, que es, describir las formas de preguntar
de los profesores de matematica cuando ensefian los concepto de limite de funciones y
limite de sucesiones, en el contexto del curso diferencial Limites, Derivadas e Integrales
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Respecto a los supuestos, se confirma el punto 1, que es, los profesores no tienen un
adecuado vocabulario matematico para ensefiar conceptos de limites de funciones y limites
de sucesiones. También, se confirma el punto 2, que es, los profesores utilizan
incorrectamente el simbolo o en la ensefianza del concepto de limite de sucesiones y limite
de funciones.

Como recomendacion, se sugiere incluir en los planes y programas de las carreras de
pedagogia en educacion matematica cursos de didactica en el analisis o el calculo, esto
debido a que los futuros docentes deben ensefiar los contenidos basicos del calculo
infinitesimal en el curso electivo limites, derivadas e integrales.

Por ultimo, estimamos que los resultados encontrados de este estudio deberian ser de
utilidad para la formacién inicial y continua de profesores de matematica, esto debido a que
detectamos algunas dificultades que pueden presentar algunos docentes para la
ensefianza del concepto de limite de funciones y limites de sucesiones. En la formacién de
los futuros profesores, los respectivos docentes, pueden tomar en consideracion los errores
comunes, sefalados, para que no los repliquen en su ensefianza.
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