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RESUMEN

El trabajo de graduacion se sitda en la problematica general de la ensefianza y el aprendizaje
de la nocion de limite en la ensefianza media chilena, particularmente de limite de sucesiones,
y plantea especificamente un estudio para comprender sus causas y detectar problematicas y
fendmenos didacticos asociados. A partir de los resultados de este estudio, se construye una
secuencia didactica basada en los hitos epistemoldgicos vividos histéricamente en la génesis
de su construccién matematica, considera las exigencias curriculares actuales, y se hace cargo
de los problemas detectados de tal modo que permita abordar y resolver aspectos complejos
del proceso de aprendizaje de estudiantes del electivo de matematicas: limites, derivadas e

integrales de tercero afio medio.

Se postula que para la comprensién profunda de la nocién de limites de sucesiones y su
célculo, es necesario que las y los estudiantes se encuentren con problemas que le den sentido
y significado a dicha nocién, y que dispongan de herramientas que les permitan matematizar
la idea de “estar tan cerca como se quiera”. Para ello, se propone realizar un proceso de
ensefianza aprendizaje que, partiendo del abordaje y resolucién de problemas, utilice la nocién
de distancia para que las y los estudiantes exploren la convergencia o no de sucesiones.
Ademas, se plantea que es necesario que puedan comprender las relaciones entre los

procesos gréaficos, numéricos y algebraicos.

De este modo el objetivo de este estudio es caracterizar las formas en que las comprensiones
y el pensamiento matematico de los estudiantes se enriquecen al vivir un proceso de
ensefianza aprendizaje entorno a los limites de sucesiones que tiene como referencia hitos
epistemolégicos enfrentados en su construccion histérica, enfrentdndolos a problemas
significativos que requieren de los limites para ser resueltos, que les da la oportunidad de
construir/disponer de herramientas para modelar y estudiar el comportamiento de sucesiones
en el infinito a través de la nocién de distancia, y que articula herramientas aritméticas,

algebraicas y gréficas.

Para realizar el estudio, asi como la construccién de la secuencia didactica, se utiliza la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico (Chevallard, 1999) como marco tedrico y metodolégico. En
funcién de sus herramientas y principios didacticos, se establece una metodologia cualitativa

con un disefio exploratorio-descriptivo.



De este modo, la investigacion evidencia que, para la comprensién de limites de sucesiones
y su calculo, la resolucion de problemas significativos, asi como el concepto de distancia y
las relaciones entre lo grafico, lo numérico y lo algebraico, son fundamentales para su

comprension.

Los instrumentos que se construyen para analizar los procesos de aprendizaje de los
estudiantes sobre las compresiones de limites de sucesiones son: cuestionario previo,
secuencia didactica, cuestionario posterior y Tabla para el andlisis de las evidencias
audiovisuales recogidas durante el proceso. Se espera que los estudiantes en el electivo de
matematicas limites, derivadas e integrales de tercero afio medio, luego de desarrollar la
secuencia didactica evidencien una comprension significativa de la nocion de limites de

sucesiones y su calculo.

Posterior a la aplicacion de los instrumentos previamente validados por jueces, se realiza un
analisis de la evidencia levantada tanto a priori como a posteriori, y se contrastan
evidenciando que la secuencia didactica basada en los principios didacticos asumidos y el
concepto de distancia promueve que los estudiantes desarrollen habilidades de pensamiento
matematico y comprendan la nocion de limite de sucesiones. En el dltimo capitulo se
presentan las conclusiones del trabajo, desarrollando un analisis sobre el logro del objetivo

general y especificos de la investigacion, la problematica y se confirma el supuesto de trabajo.

Palabras claves: Limite de sucesién, Teoria Antropolégica de lo didactico, Relacion entro los

procesos aritmético, grafico y algebraico, Nocién de distancia.



ABSTRACT

The graduation thesis is situated within the broader issue of teaching and learning the concept
of limits in Chilean secondary education, particularly the limits of sequences. It specifically
proposes a study to understand its causes and detect problems and didactic phenomena
associated with it. Based on the results of this study, a didactic sequence is constructed,
grounded in the epistemological milestones historically experienced in the genesis of its
mathematical construction. It considers current curriculum demands and addresses detected
problems in such a way as to tackle and resolve complex aspects of the learning process for
students in the elective mathematics course: limits, derivatives, and integrals in the third year

of high school.

It is postulated that for a deep understanding of the notion of limits of sequences and their
calculation, it is necessary for students to encounter problems that give meaning to this notion
and to have tools that allow them to mathematize the idea of 'getting as close as you want.’
To achieve this, a teaching-learning process is proposed that, starting from the approach and
resolution of problems, utilizes the notion of distance for students to explore the convergence
or divergence of sequences. Additionally, it is suggested that they need to comprehend the

relationships between graphical, numerical, and algebraic processes.

Thus, the objective of this study is to characterize how students' understandings and
mathematical thinking are enriched through experiencing a teaching-learning process
centered around the limits of sequences, which refers to epistemological milestones faced in
their historical construction. They are confronted with significant problems that require limits
for resolution, providing them the opportunity to build/avail tools to model and study the
behavior of sequences towards infinity through the notion of distance, and which articulates

arithmetic, algebraic, and graphical tools.

For conducting the study, as well as constructing the didactic sequence, the Anthropological
Theory of the Didactic (Chevallard, 1999) is used as a theoretical and methodological
framework. Based on its tools and didactic principles, a qualitative methodology with an

exploratory-descriptive design is established.



The research demonstrates that, for understanding limits of sequences and their calculation,
solving significant problems, as well as the concept of distance and the relationships between
graphical, numerical, and algebraic aspects, are fundamental for comprehension.

The instruments constructed to analyze students' learning processes regarding their
understandings of limits of sequences are: a pre-questionnaire, didactic sequence, post-
questionnaire, and a table for analyzing audiovisual evidence collected during the process. It
is expected that students in the mathematics elective course on limits, derivatives, and
integrals in the third year of high school, after completing the didactic sequence, will
demonstrate a significant understanding of the notion of limits of sequences and their

calculation.

Following the application of instruments previously validated by judges, an analysis of the
evidence gathered, both prior and posterior, is conducted, and they are contrasted, showing
that the didactic sequence based on assumed didactic principles and the concept of distance
promotes students' development of mathematical thinking skills and comprehension of the
notion of limits of sequences. The last chapter presents the conclusions of the work,
conducting an analysis of the achievement of the general and specific objectives of the

research, the issues, and confirming the working hypothesis.

Keywords: Limit of sequence, Anthropological Theory of Didactics, Relationship between
arithmetic, graphical, and algebraic processes, Notion of distance.
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INTRODUCCION

La presente investigacion evidencia la dificultad que presentan estudiantes de ensefianza
media para la comprensién y el calculo de limites de sucesiones, y la importancia del concepto
de distancia para su aprendizaje, asi como las relaciones entre los procesos grafico, numérico

y algebraico en la ensefianza de limites.

En primera instancia se presenta una revision de literatura recientes y su correspondiente
andlisis, se realiza dividiendo la seccion en las teméaticas: Importancia entre gréafica y algebra
para la ensefianza de limites; comprension cognitiva de limites; y la importancia del concepto
de limite en la historia de las matematicas y sus consecuencias. Posterior a esta revision, se
presenta la pregunta y supuesto de investigaciébn, ademas del objetivo general y los

especificos.

En el capitulo 2 se presenta el marco tedrico: La Antropologia de lo Didactico (TAD). Se
explican las principales modelizaciones de esta teoria y que son de interés para el desarrollo
del trabajo: qué es un Tipo de Tarea o Problema Matematico, asi como qué son las Técnicas,
Tecnologias y Teorias Matematicas en el contexto de este Enfoque, y que dan cuenta de qué
estan hechas las mateméticas. Ademas, los seis momentos didacticos que caracterizan todo
proceso de construccion matemética, asi como los procesos de aprendizaje y difusion de las
matematicas en las sociedades segln esta teoria. Luego se realiza un estudio de los hitos
epistemolégicos mas relevantes de la obra matematica construida entorno a los limites, donde
el concepto de la distancia entre los valores de una sucesion y nimero es cada vez mas
pequefia tiene un lugar fundamental. Posteriormente, y considerando este andlisis como
referencia, se realiza un andlisis curricular que permite poner de manifiesto que el concepto de
distancia aparece de manera precaria en los documentos, priorizando por un estudio intuitivo
que no modela la nocién de estar cerca esencial para la comprensién y explicacién de limites
de sucesiones. En funcién de los hallazgos obtenidos en esta parte del trabajo, se construye
la secuencia didactica que fomenta su aprendizaje, partiendo del estudio de problemas que le
dan sentido al aprendizaje de esta nocion, y en que la nocion de distancia es la base para la
comprension de limite de sucesiones, asi como la coordinacion entre las representaciones

graficas, el calculo numérico y algebraico.

12



En el capitulo 3 se explica la metodologia que para esta investigacion es de enfoque
exploratorio — cualitativo. Se indica los sujetos de la muestra que para el caso de la intervencién
se realiz6 en un curso de tercero medio en el electivo de estadistica. Luego se explica las fases
del estudio que organizan en distintos momentos y con diferentes herramientas el analisis de
los resultados de la aplicacién del Cuestionario previo, la implementaciéon de la secuencia

didactica en el aula y del cuestionario posterior.

En el siguiente capitulo se efectian los andlisis respectivos tanto previos como posteriores.
Se analiza la evidencia escrita por los estudiantes en el cuestionario previo, en la
implementacion de la secuencia didactica, en el cuestionario posterior y evidencias
audiovisuales escritas mediante tablas para sus explicaciones y resumenes. Estos andlisis
indican que la resolucién de problemas significativos, el concepto de distancia en el calculo de
limites de sucesiones y la comprension de las relaciones entre lo grafico, lo numérico y lo

algebraico son fundamentales para justificar sus respuestas.

En el Ultimo capitulo se realizan las conclusiones donde se responde si se cumplieron el
objetivo general y especificos del trabajo, se responde la pregunta y supuesto de investigacion.
Ademas, se plantea una posible propuesta para continuar con el estudio de limites de
sucesiones, luego de la implementacion de la secuencia didactica en el aula y su respectivo

analisis.
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CAPITULO 1

1.1 FORMULACION DEL PROYECTO Y DISCUSION BIBLIOGRAFICA:

En la mayoria de los paises, la ensefianza de limite se incorpora desde la educaciéon media, ya no es
un concepto que se ensefie solamente en el nivel universitario. En el afio 2020 se incorpor6 en el
curriculum nacional chileno la nocion de Limite, Derivada e Integrales para la educacion media, dado
lo anterior el concepto de limite es relativamente nuevo para la ensefianza en tercero y cuarto medio,
la investigacién de esta en Chile es relativamente nueva. Por esto, se propone en esta investigacion
como se relaciona la obra matemética de limite de sucesiones utilizando la nocién de distancia,

numeérica, la grafica y algebraica para su comprension.

Los articulos indican que los estudios estdn enfocados en tres areas: importancia entre gréfica y
algebra para la ensefianza de limite, comprensidn cognitiva de limite y, la importancia del concepto de
limite en la historia de las matematicas y sus consecuencias. Se empezara con el primer punto

nombrado anteriormente.

1.1.1 Importancia entre grafica y algebra para la ensefianza de limite

El proceso del desarrollo conceptual no solo consiste en vincular la representacion algebraica y la
gréafica a nivel de procedimiento, sino que también ayudar a los estudiantes a pensar en el concepto
visualmente, para posteriormente interpretar y explicar manipulaciones algebraicas (Shiyyab, 2020;

Takadi et al., 2015; Zulnaidi et al., 2020), méas aun para el entendimiento de limite.

Rojas Maldonado (2019) indica que: “las definiciones de dominio e imagen de una funcion, lo cual es
esencial para el desarrollo del contenido de limite de una funcién” (p.24), esto es esencial en el andlisis
de gréficas para identificar qué sucede en un punto de la gréfica, asi como que sucede en las
coordenadas de las abscisas y ordenadas en dicho punto. Aunque la importancia de la gréafica es
fundamental para la ensefianza de limite, Oztiirk y Sénmez (2020) indican que el nivel abstracto es
importante en el rol de limite en matematicas y la capacidad de generalizar para aplicar en la definicién
de limite. Ademas, Fonseca y Henriques (2018) exteriorizan que la capacidad de reconocer y

representar limites, en sus diferentes representaciones, es un requisito para su posterior comprension.

14



Dado todo lo anterior, para la ensefianza de limite es importante vincular la representacion gréafica
desde el concepto algebraico y viceversa, y no solo intuir qué es el concepto de limite mediante la
manipulacién de graficas (Oztiirk y Sénmez, 2020). Por Gltimo, Fonseca y Henriques (2018) revelan
gue para la comprension de la definicion formal de limite se deben utilizar distintas representaciones y

aplicaciones de problemas, con el fin de aprender este concepto.

Los antecedentes presentados hasta ahora relevan la dificultad para el aprendizaje de limites al infinito,
cuando solo se enfoca en un solo concepto matematico (sea grafico o algebraico), es de esto, que para
esta investigacion se toma los primeros “inicios” para la obra matematica limite en sucesiones, que es

la nocién de distancia y su relacion con la gréafica para la comprension de limites de sucesiones.

1.1.2 Comprension cognitiva de limite

Las investigaciones indican que se presentan dificultades en los contenidos de calculos de limite, no
solo en el concepto en si de este. También existen dificultades para comprender conceptos bésicos
que sustentan el célculo, para estudiantes de secundaria y pregrado (Takaci et al. 2015; Zulnaidi et al.,
2020; Espinoza, Bosch y Gascon, 2003). En particular, el concepto infinito desde el nivel escolar hasta
universitario representa una dificultad para los estudiantes, y esto significa que, al calcular el valor del
limite, como de limite de izquierda o derecha, resulta para ellos infinito por no internalizar el concepto
infinito (Oztiirk y Sénmez, 2020).

No solo hay dificultades en el calculo de limites de si no también va de la mano con los conceptos.
Como indica Kamid et al. (2020), la deteccién temprana de la concepcién errGnea podria facilitar la
ensefianza para un aprendizaje apropiado. Sin embargo, se debe tener en cuenta que la comprensién
del concepto matematico no es facil, ya que cada uno tiene una comprension individual, es decir, cada
estudiante tiene diferentes habilidades para comprender los conceptos matematicos (Saputra et al.,
2021).

Por otro lado, la ensefianza de la nocidn informal de limite a los estudiantes trae consecuencias en
ciertas propiedades y su definicion formal (Fernandez-Plaza et al., 2013; Fonseca y Henriques, 2018).
La importancia de la preimagen-imagen es clave en la estructura cognitiva para el concepto

matemético, para el andlisis en la grafica en la intuicion del calculo de limite, pero esto puede ser
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contradictorio, ya que también es importante la parte algebraica para el entendimiento de limite
(Fonseca y Henriques, 2018).

Hay que considerar también las dificultades para los docentes, los que pueden enfocarse mas en lo
algebraico y procedimientos para la ensefianza de limite, lo que trae consigo el desarrollo negativo de
la comprension profunda en las nociones de los conceptos matematicos de los estudiantes (Bastias et
al., 2021), dado esto, también es relevante destacar la relacion entre lo grafico y lo algebraico, no solo
enfocarse en una representacion. Ademas, se incorporara como se mencione en la parte 1.1.2 el
concepto nocién de distancia con la relacién de la gréafica y viceversa, para luego relacionar lo anterior

con el concepto algebraico.

1.1.3 La importancia del concepto de limite en la historia de las mateméticas y sus

consecuencias

Es evidente que el concepto de limite es la base para la ensefianza de célculo (Bastias et al., 2021;
Oztiirk y Sénmez, 2020). Si existen dificultades en este concepto, esto traera consecuencia en la
aplicacion de derivadas al examinar funciones y realizar bosquejos de graficas, lo que ademas es una

de las partes mas dificiles de la ensefianza y aprendizaje del calculo (Takadi et al., 2015).

Ademas, la comprensién del concepto de limite es lo basico para construir los conceptos posteriores
de calculo u otros conceptos matematicos, dando énfasis en lo crucial que resulta el entendimiento de
estos conceptos para el desarrollo de continuidad, derivadas e integrales (Bastias et al., 2021; Oztiirk
y Sénmez, 2020; Saputra et al., 2021; Takaci et al., 2015).

Saputra et al. (2021) enfatiza en que, si el concepto de limite no hubiera tenido una buena comprension,
el &rea de andlisis matematico no hubiera existido, es realmente relevante la comprension del concepto
de funcion de limites y las consecuencias de no saber su importancia dentro de la matematica en

general.

Es por esto que, el principio de la nocién de la obra matematica: Limite, los primeros en utilizar este
concepto implicitamente (Newton, Leibniz) y para sus calculos fue utilizando la nocién de distancia y

la gréfica para comprender que sucedia en dicho problema, por ejemplo: célculo de area bajo la curva.
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1.1.4 Necesidades de nuevas propuestas para la ensefianza de limite de sucesiones

Segun lo investigado y analizado en la literatura, se puede destacar que el concepto de limite es
complejo y esto trae consigo dificultades en su ensefianza. Por otro lado, la ensefianza de este
concepto se debe abordar desde distintos registros para su comprension, no solo en graficos para su
visualizacion intuitiva o procesos de manipulacion algebraica para su céalculo (Fonseca y Henriquez,
2018), sino que ademas de lo numérico, utilizando la nocién de distancia, y realizar una conexion entre

estos tres registros de representacion.

Por otro lado, se debe enfatizar que la comprension de limite es la base del célculo, sin una buena
base del concepto analizado, las consecuencias pueden resultar en dificultades para el aprendizaje
futuro de los conceptos o0 analisis matematicos, y no solo en esta ciencia si no también en fisica,
quimica, entre otras (Bastias et al., 2021; Oztiirk y Sénmez, 2020; Saputra et al., 2021; Takadi et al.,
2015).

La literatura indica la necesidad de investigar desde el origen de esta obra matemética: limite. Pero;
Jpor qué desde el origen? Ya que en el capitulo 2.2 se presenta las primeras nociones implicitas de
limite, donde el concepto de nocién de distancias es fundamental para la comprension de limite,
especificamente para esta tesis en limite de sucesiones, sino también la relacién de este concepto con

la gréfica, para la intuicién y su comprension.

Por todo lo anterior, se propone una secuencia didactica para la comprension de la nocion de limites
de sucesiones y su célculo, mediante la resolucién de problemas, la nocién de distancia, y la
comprension de las relaciones entre los procesos graficos, numeéricos y algebraicos, en estudiantes

del electivo de mateméticas: limites, derivadas e integrales de tercero afio medio.

1.2 PREGUNTA DE INVESTIGACION:

Desde la problemética planteada segun la revisién de la literatura, surge la necesidad de realizar una
intervencion en la ensefianza de limites de sucesiones en la ensefianza media. Para abordar lo
anterior, se propone una secuencia didactica basada en la Teoria Antropologico en lo didactico, con
base en sus principios didacticos. Esta teoria postula que toda construccién u obra matematica

responde a un tipo de cuestiones o problemas de la nocién de distancia, la relacion de esta con la
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gréfica de la sucesién para su calculo, para la ensefianza de limites de sucesiones en estudiantes en
el electivo de matematica limites, derivada e integrales de tercero afio medio, dado por lo anterior la

pregunta de esta investigacion es:

¢,De qué manera las comprensiones y el pensamiento matematico de los estudiantes enriquecen al
vivir un proceso de ensefianza aprendizaje entorno a los limites de sucesiones desde una secuencia
didactica que tiene como referencia hitos epistemoldgicos enfrentados en su construccion histérica,
enfrentandolos a problemas significativos que requiere de los limites para ser resueltos, que les da la
oportunidad de utilizar de herramientas para estudiar el comportamiento de sucesiones en el infinito a

través de la nocion de distancia, y que articula herramientas aritméticas, algebraicas y graficas?

1.2.1 SUPUESTO DE TRABAJO:

Una secuencia didactica basada en hitos epistemoldgicos esenciales en la construccion de la nocién
de limite de sucesion y desarrollada en torno a la resolucion de problemas y el concepto de distancia
utilizado en procesos graficos, numéricos y algebraicos, promueve la comprension profunda de esta
obra matematica por parte de estudiantes de ensefianza media, y permite que otorguen sentido y

significado a las técnicas de célculo.

1.3 OBJETIVOS DEL TRABAJO

A continuacion, se presentara el objetivo general y especificos de esta investigacién. Cabe destacar

gue los objetivos especificos fueron determinados de manera que permitan lograr el objetivo general.

1.3.1 Objetivo general

Caracterizar las comprensiones que logran estudiantes de ensefianza media al desarrollar un proceso
de aprendizaje entorno a los limites de sucesiones centrado en la resolucion de problemas que toman
como referencia hitos epistemoldgicos vividos en su construccién, que utiliza el concepto de distancia
y las relaciones entre procesos graficos, numéricos y algebraicos, promoviendo la comprension

profunda de las técnicas de célculo de limites de sucesiones, su sentido y significado.
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1.3.2 Objetivo Especifico

1. Identificar y delimitar problematicas especificas en la ensefianza de los limites de sucesiones en

ensefianza media que dificultan su aprendizaje por parte de las y los estudiantes.

2. Construir una secuencia didactica que recoja aspectos esenciales de la génesis epistemologica
de la nocion de limite de sucesiones, utilice la nocion de distancia y articule los procesos graficos,
numéricos y algebraicos, promoviendo el aprendizaje de esta nocidn en estudiantes de ensefianza

media.

3. Identificar las comprensiones de limite de sucesiones que tienen estudiantes de tercero afio
medio en el electivo de matematicas limite, derivada e integrales, antes de la implementacién de la
secuencia didactica, mediante el desarrollo de las relaciones entre los procesos gréficos, numéricos y

algebraicos.

4. Identificar y describir reflexiones de estudiantes durante el proceso de estudio de la secuencia

didactica implementada en el aula.

5. Identificar las comprensiones de limites de sucesiones y de procedimientos de calculo que logran
estudiantes de tercero afio medio, en el electivo de matematicas limites, derivadas e integrales,
mediante la implementacion de una secuencia didactica que gira en torno al concepto de distancia y el

desarrollo de las relaciones entre los procesos graficos, numéricos y algebraicos.

CAPITULO 2

2.1 MARCO TEORICO:

Para esta investigacion de limites de sucesiones: El problema de la ensefianza y aprendizaje de los
limites de sucesiones en la ensefianza media chilena: Una propuesta para su ensefianza y aprendizaje,
se sustentara en la metodologia de la Teoria Antropologia de lo Didactico (desde ahora hablaremos
de ella como TAD)
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2.1.1 La Antropologia de lo Didactico (TAD)

La Teoria Antropoldgica de lo Didactico nace desde la nocién de Transposicion Didactica elaborada
por Yves Chevallard en 1985. Esta nocion planteé que las matematicas se difunden en las sociedades
de una manera distinta a la seguida en su proceso de construccion. Los matematicos reorganizan los
resultados de su produccion para darlos a conocer a la comunidad. Este fendmeno plante6 la
necesidad de investigar y comprender los sucesivos procesos de transformacion que sufren los
conocimientos matematicos para llegar a ser ensefiados y aprendidos en la escuela. Se hizo necesario
disponer de herramientas y principios para comprender las practicas matematicas institucionalizadas,
y esta teoria de Chevallard llega a su cuspide en la Teoria Antropol6gica de lo Didactico, en adelante
TAD, que estudia los efectos y consecuencias del tipo de actividades mateméticas que se proponen a
las y los estudiantes en las instituciones escolares. Crear, ensefiar, aprender y difundir matematicas
son distintos tipos de trabajo mateméatico que en principio es necesario investigar sin hacer distinciones
marcadas en su inicio. La actividad matematica es considerada como una actividad humana de estudio
de campos de problemas que resultan Utiles para las personas e instituciones sociales en distintos

momentos del desarrollo de la humanidad (Bosch, M. y Gascoén, J.; 2009).

La nocién de la Praxeologia

Para enfocarnos en esta teoria es importante comprender la nocién de praxeologia, que es la unién de
dos términos griegos: logos que es el “saber” y praxis que es toda la practica o “saber hacer’. Una
praxeologia esta compuesta por cuatro categorias de elementos: Tipo de tareas T, técnicas 0 maneras
de hacer t, tecnologia 6 y teorias @ (Chevallard, Y., 1999; Bosch, M., y Gascén, J.; 2009). Estas
categorias permiten describir y comprender una practica humana, en particular una practica
matematica. Estas practicas varian segun las instituciones donde se desarrollen. A continuacién, se

desarrollara una explicacion de cada uno de los componentes de una praxeologia.

Tipos de tareas

Primero que todo se debe tener en cuenta que si una tareat forma parte un tipo de tareas T, lo
escribiremos como t € T. Todo tipo de tarea, su objetivo es preciso, como por ejemplo si se desea ir al
tercer piso de un edificio, se podria ir por ascensor (t,) o utilizar escalera (salida de emergencia) seria

una segunda forma (t,). Por el ejemplo anterior, se puede concluir que puede haber un conjunto de
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t; €T, con i € N que pueden cumplir un mismo objetivo (Chevallard, Y. 1999). Es importante recalcar
que puede haber distintos tipos de tarea T,, con distintas tareas t; para cada objetivo que se pretende

estudiar.

Técnicas

La técnica 6 viene del griego tekhné, que significa saber hacer. Observemos que dado tipos de tareas
T va a estar asociada por una o varias 6 para desarrollar un tipo de tareas T. Cuando se realice una
tarea T por una técnica 6 se va a asignar por un “bloque” [T/4], a este se le nombra bloque préactico

técnico y se denomina en general saber-hacer (Chevallard, Y. 1999)

Se debe tener en cuenta lo siguiente para cuando se trabaje en ciertas tareas T con una determinada

0:

- Una 4 tiende a fallar cuando se esta desarrollando una tarea T, es mas la 6 tiende a fracasar y

este proceso se llamara alcance de técnica

- Una 6 no es necesariamente algebraica, aunque existen casos poco frecuentes. Es importante

que la 6 responda con “sentido” la tarea T.

- Se debe tener en cuenta que en una institucion I reconocen una 0 pocas 4 que estan
institucionalmente, sin embargo, en otras instituciones estas o podran ser reconocidas (Chevallard, Y.
1999).

Tecnologias

Una tecnologia 6 su principal objetivo es justificar “racionalmente” la técnica o, es decir, es asegurar
gue las tareas del tipo T se puedan ser realizadas por una técnica 6. Se debe tener en cuenta que esta
justificacion de la técnica mediante la tecnologia dependera de cada institucién si es racional o no para
dicha institucién (Chevallard, Y. 1999).
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Se debe tener en cuenta las siguientes observaciones sobre la tecnologia 9:

- En una institucion I, con un tipo de tareas T, la técnica estara acompafiada frecuentemente de

una tecnologia 8

- De que existe una I y que sea la Unica como reconocida, entonces la técnica en virtud sera
“autotecnologia”, es decir, es que dicha técnica es reconocida por I, es mas es la Unica que “funciona”

para resolver dicha tarea T

- La funcién de la tecnologia 6 es de explicar, aclarar las técnicas que se estén utilizando para

resolver tipos de tarea T

- Por ultimo, otra funcién de la tecnologia es en la produccién de técnicas. (Chevallard, Y. 1999).
Teorias

Cuando la tecnologia se quiere “formalizar”, se pasa a un nivel superior de justificacién, explicacion es
la teoria @, que justifica la tecnologia del papel que corresponde a la técnica. Es mas, en la teoria

frecuentemente como demostraciones “abstractas” de la tecnologia y técnica (Chevallard, Y. 1999).
Saber-hacer y saberes

Dado tipo de tarea T, por al menos una técnica 6, y esta técnica esta justificada por una tecnologia 6
y por una teoria @, cuando esto ocurra se indicara por el bloquee [g/%], gue constituye una praxeologia
puntual. Dado este bloque podemos organizar la praxeologia esta constituida por un bloque practico-
técnico, E] constituye con saber-hacer y por un blogue tecnolégico-teérico [%] se identifica con el saber

(Chevallard, Y. 1999).
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Analizar las practicas docentes

Chevallard (1999) indica que “¢Como realizar las tareas del tipo T? Y también, o sobre todo: ¢cémo
realizar mejor las tareas de este tipo? Estas interrogaciones exigen una produccién de técnicas y, por
tanto, de praxeologias”. Para realizar mejores tareas de tipo T, se debe tener en cuenta y preguntarse
gué producciones de técnicas se necesitan para estudiar o re-estudiar la técnica para dicha tarea (67),

con una técnica apropiada que permita que las tareas t € T de la praxeologia que corresponda. De lo
. . T ,0 .
anterior, se genera la praxeologia puntual 0, = [g/g] gue construye o reconstruye los tipos de tareas

(Chevallard, Y. 1999)

Se consideran dos tipos de objetivos de estudio. El primer objeto “la realidad matematica que...” es
especificamente la praxeologia matematica u organizacién matematica (OM,), la OM, describe y
analiza el estudio del tema 6 dada una tarea tipo T . El segundo objeto “/la manera que...” este se va
denominar como una organizacion didactica (0Dy), la 0Dy describe y analiza la practica en una clase
de matematica del tema 6 dada una tarea tipo T. Se entendera 0D, el conjunto de tipos de tarea,
técnicas, tecnologias, que se estudia en una determinada institucion. Para estudiar la tecnologia de
una determinada tipa de tareas (6;) hay que tener en cuenta en crear una respuesta, para esto hay

gue determinar una organizacion praxeoldgica 0 = [T/(0"/(6/®)]. (Chevallard, Y. 1999).

Es importante que el rol entre profesor-estudiante en que el estudiante desempefie desde sus
conocimientos en resolver los problemas matematicos, es decir, el docente debe tomar el rol de
“ausencia” pero en momentos precisos ser un profesor guia para el estudiante, esto quiere decir que
el estudiante tendra toda la libertad para independizarse del conocimiento matematico. (Chevallard, Y.
1999).

A continuacion, se expondra los momentos didacticos de la organizacion praxeoldgica, organizacion

didactica que se articula en tipos de tareas.
Momentos didacticos

Es importante para trabajos de investigacion situaciones de estudios como plan de estudios cualitativos

0 cuantitativos. En estos tipos de situaciones lo llamaremos momentos didacticos, no importa el camino
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que se tome (cualitativo o cuantitativo) el “gesto de estudio” deberia ser cumplido. Estos momentos
didacticos estan divididos en seis instantes claves, son ampliamente arbitrarios para el analisis de
estudio. (Chevallard, Y. 1999).

Momento del Primer Encuentro

Para cada tipo de tareas T,,, dado que en entornos matematicos y didacticos se pueden descubrir
nuevos tipos de tareas, hay un primer momento en el que se abordan las cuestiones probleméaticas
gue daran origen a la construccién matematica. En este primer instante el organizador del proceso de
estudio (estudiante o docente) plantea un tipo de problema o cuestion inicial que dara origen a la
construccion del conocimiento matematico de interés. Se trata de que cada conocimiento matematico
que se esta aprendiendo en la organizacidbn matematica responda a una necesidad; este sera la razén
de ser de cada construccion matematica. Este primer momento no determina del todo como se va a
construir el objeto, esté se ird construyendo en el transcurso del proceso y se ira modificando en el
proceso de estudio, segun sean las respuestas dadas por las y los estudiantes. Este asunto juega un
papel importante para el aprendizaje, ya que se orienta en general en las relaciones entre la institucion

y el objeto encontrado (Chevallard, Y. 1999).

Momento Exploratorio

Se explora el tipo de tareas o problemas T, con el propdsito de elaborar técnicas que permitan
abordarlo y resolverlo. En este momento, se presentan dificultades al enfrentarse a la actividad
matematica, estas dificultades son parte para el proceso de la elaboracion de técnicas. Al estudiar
problemas permite crear técnicas (no es necesariamente la que se espera), sino que estas se
“transformen” hasta que de alguna manera casi rutinaria se logren resolver los problemas (Chevallard,
Y. 1999). Puede aparecer mas de una técnica, y no todas ser igualmente eficaces. Una técnica que
fue til para resolver un tipo de problemas especifico puede fracasar frente a un problema similar pero

desarrollado bajo otras condiciones de realizacion.

Momento del Trabajo de las técnicas

En este momento del estudio se realiza un trabajo intenso e intensivo de las técnicas elaboradas para

resolver los problemas iniciales, con el propésito de alcanzar un dominio profundo de las mismas. Se
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ponen a prueba y pueden sufrir modificaciones para hacerlas mas efectivas y fiables. Aparece la
necesidad de establecer un entorno tecnolégico-teérico [%], que permita describir, explicar y hacer

inteligible las técnicas que se han elaborado desde el momento exploratorio del tipo de tarea o
problema. Se hace necesario discutir sobre la eficacia y pertinencia de las técnicas como herramientas
de solucion. Existe una relacién entre el entorno tecnologico-teorico y el trabajo de las técnicas, que
estan siendo elaborados desde el momento exploratorio, o se estan creando. Este momento en general
es la primera etapa de estudio; es comun que se estudie varios tipos de tareas (Chevallard, Y. 1999).

Momento Tecnoldgico Teobrico

En el proceso de trabajo de las técnicas surge de manera natural la necesidad de explicar y justificar
la adecuacion de las técnicas a los problemas que se estan estudiando. Por qué algunas técnicas
funcionan y otras fracasan, en qué se parecen y en qué se diferencian; qué argumentos las justifican.
Se busca enriquecer las técnicas volviéndolas més eficaces y fiables, pero por sobre todo se requiere
comprender qué caracteristicas las hace mas eficientes y por qué. En este momento se pone a prueba
desde la técnica hasta lo mas particular de tareas adecuadas, tanto cualitativamente como

cuantitativamente. (Chevallard, Y. 1999).
Momento de la Institucionalizacion

En este momento se institucionaliza el objeto que se estd estudiando la organizacion matematica
elaborada, habiendo concurrido la construccion, ademas los elementos que entrardn son de manera
definitiva. EI momento de institucionalizacion, es en primer lugar, la construccién que va en proceso
por un movimiento que compromete el porvenir para que el saber sea propio del estudiante. Esta fase
de institucionalizacién es donde contribuye para el tipo de problema, relevando la organizacion
matemética local [T; / 6; / 8 / ®]. Aqui, se estudia en los distintos tipos de tareas T;, esta serie de
problemas estan asociados a la tecnologia 6, donde se deberia estudiar en orden (Chevallard, Y.
1999).
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Momento de la Evaluacién

En el momento de la evaluacion, que se articula con el momento de institucionalizacién, se pone a
prueba cuanto se han apropiado de los elementos de la OM las y los estudiantes, y también cuanto
vale matematicamente lo construido. Se debe hacer un “balance”, es decir, una reflexion donde,

cualquiera que sea el observador, se analiza lo que se ha aprendido (Chevallard, Y. 1999).

2.2 Estudio epistemolégico de la obra matemética de limite

Para la construccién de la secuencia didactica que se propone en esta investigacion, y en funcion del
marco teérico asumido, es de vital importancia comprender la génesis de la nocién matematica en
construccion por parte de las y los estudiantes. El estudio de la historia del surgimiento del limite, en
resumen, desde los primeros hitos en que la nocién de limite aparecia implicita en el trabajo de los

griegos (Arguimedes), y posteriormente en los trabajos de Newton, Leibniz, Cauchy y Weierstrass.

Los primeros inicios: laintuicion

El concepto de limite surge de la necesidad de como muchos “objetos matematicos” resolver un
problema, al inicio como intuicién y con el tiempo varios matematicos empezaron a utilizar esta intuicion

e intentar definirla a su “modo”.

Los primeros acontecimientos de esta intuicién de limite surgen en el siglo V a.C. donde el problema
que se queria resolver en aquel momento era calcular el area del circulo. Para esto, Arquimedes utilizé
el método de agotamiento, el proceso que impulsé Arquimedes fue inscribir poligonos regulares en
una circunferencia de radio unitario, donde al aumentar cada vez méas los lados de los poligonos
(Imagen 1), estas figuras “tenderian a acercarse” a la forma de la circunferencia (Bastias et al., 2011,
Schubring, 2006), y asi concluir el area del circulo. Claramente en este proceso y el hecho de tender
los poligonos regulares es unos de los primeros registros donde se utiliza implicitamente el concepto

de limite.
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Imagen 1

Con el paso del tiempo no solo se estudiaba la geometria plana si no también germiné la necesidad
de estudiar sélidos para el estudio de volumen. Cavalieri en 1640 se preguntd si dado dos sélidos
podrian sus volimenes ser iguales, para esto utilizé el método de la geometria de los indivisibles, este
concepto fue estudiado por Demécrito de Abdera y Aristételes de Estagira entre el siglo Vy IV a.C. hoy

en dia este método se le conoce como el “Principio de Cavalieri”. (Barrios, J.1993)

El teorema Principio de Cavalieri indica lo siguiente: “Si dos sélidos tienen alturas iguales, y si las
secciones estan hechas por planos, paralelos a la base y a distancia iguales a ella, estan siempre en
una razoén dada, entonces los volumenes de los sélidos también estan en esta proporcion”. En la
imagen 2 se muestra como Cavalieri argumenta su teorema, donde los tres sélidos al tener la misma
altura y sus secciones paralelas a las bases son iguales, concluyé que tiene el mismo volumen.
(Barrios, J.1993; Schubring, 2006)

Imagen 2
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La llegada del concepto de funcién y el surgimiento del “infinitesimal”

En el siglo XVII el surgimiento del concepto de funciéon marcé un cambio fundamental para el significado
de limite, esto por el hecho de poder comparar y graficar dos variables, y gracias a esto Newton y
Leibniz utilizan el concepto infinitesimal como algo muy pequefio que nunca es cero, en caso de
Newton la relacion entre el tiempo y velocidad, y Leibniz el &rea bajo la curva en relacion entre las dos

variables, ademas ellos son considerados como los fundadores del céalculo infinitesimal.

Newton es considerado el primero en introducir el concepto “infinitesimal”, con esto el resolvié problema
de cambio instantaneo: problemas de movimiento, de variacién y de area a través de anti-derivacion.
En 1665-1666 desarrollé el calculo de fluxiones que hoy en dia se le conoce como derivadas. Uno de
los problemas que investigaba Newton asociada implicitamente el concepto de limites, era calcular la
pendiente de la recta tangente a la curva en un punto. Por otro lado, utilizo las infinitesimales previas
al calculo fluxional, determiné el &rea utilizando suma de infinitesimales o elementos indivisibles de
area (Imagen 3) (Mancera Pachon, J. L. 2013; Schubring, 2006; Valdivé, C., y Garbin, S. 2008)

Calculo del area a través de la antiderivacion.

Imagen 3

Por otro lado, Leibniz en 1675 estudiaba figuras analiticas donde relacionaba entre la ordenada y la
abscisa que se podria expresar mediante una ecuacién. Hablaremos de dos problemas que se planteé
Leibniz donde utilizé el concepto infinitesimal: Sucesiones numéricas y area bajo la curva. En las
sucesiones numeéricas resolvio el caso de los nimeros de denominadores con nameros triangulares,
donde un numero triangular cuenta los objetos dispuestos en un triangulo equilatero. Leibniz demostré
gue, si la sucesion de denominadores de nameros triangulares posee infinitos términos, la suma se

puede aproximar a 2 (Mancera Pachon, J. L. 2013; Schubring, 2006).

28



Leibniz estudio curvas para el célculo de area, para esto él la curva se compone de partes y que esas
partes son diferencias infinitesimales entre dos términos consecutivos de una curva (Imagen 4) donde

estas coinciden con la tangente en cada punto.

Representacion de una curva a partir de lineas ordenadas.

Imagen 4

Con lo anterior, calculo el area bajo la curva donde consideraba la curva como un poligono de infinitos
lados de longitud infinitesimal. Primero formé un triangulo caracteristico, utilizando Pitagoras concluy6
gue la tangente se forma por la sucesion de abscisas x;, x,, ... y una sucesion de ordenadas y,,y,, ...
donde los puntos (x;, y;) estan todos ellos en la curva y son considerados como los “vértices”, con esto
deduce que las operaciones para hallar las cuadraturas y tangentes eran operaciones inversas (Imagen
5) (Mancera Pachoén, J. L. 2013)

1
/ ]

dsTay

dx

Yio Y Y12 s
.v
X
1 1
Triangulo caracteristico. Aproximacion de una cuadratura.

Imagen 5
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Formalizacion de Limites al infinito: Limite de sucesiones y de funcién

Dado los estudios que realizaron Newton y Leibniz del concepto infinitesimal, aproximadamente en el
afio 1770 Euler y D" Alembert empiezan a formalizar el concepto de limite y a rechazar los argumentos

geométricos para el calculo infinitesimal.

Por un lado, Euler trabaja con funciones exponenciales y logaritmica como series a partir del conjunto
de numeros reales. Para obtener los desarrollos en series, Euler utilizo el concepto de infinitamente
grandes e infinitamente pequefias. Estas series infinita realizé una relacion a partir de a¥ = 1 + y con
a > 1, donde w es un namero infinitamente pequefio y a partir de esto obtuvo la serie para el nimero
e. (Lucero Chaves, J. E. 2021; Valdivé, C., y Garbin, S. 2008)

D’Alembert describe la nocidn de limite mediante dos magnitudes, no pueden coincidir, es decir, ambas
magnitudes son tan cercanas como se puede desear. Ademas, sugiere que la nocion de limites es la
base del céalculo (Bastias et al., 2021). Otro estudio de D Alembert convierte a una secante en una
tangente cuando los dos puntos de la secante se vuelven uno y usa el concepto de limite de forma
algebraica, otorgando asi significado simbdlico al concepto infinitesimal. (Lucero Chaves, J. E. 2021;
Valdivé, C., y Garbin, S. 2008)

Por ultimo, hablaremos de Cauchy y Weierstrass que son considerados los que construyeron la
aritmética puramente formal al analisis matematico y la formalizacion del concepto de limites de

funcion.

Cauchy entre los afios 1821 - 1829 reconstruy0 el analisis a partir de la aritmética, para esto el concepto
de funcion y limite jugaron un papel importante. Para Cauchy el concepto de limite es aritmético en vez
de como se habia analizado hasta este momento geométrico, gracias a este pensamiento incorpora
definiciones de funcién continua, convergencia, derivada e integrales. Ademas, toma las bases de
D’Alembert, donde define limite mediante sucesion para aplicar los sucesivos valores que toma una
variable, ademas es el primero en formalizar el concepto de limite como “objeto matematico”, ya que
el concepto de limite se asociaba a procesos de aproximacién. (Lucero Chaves, J. E. 2021; Medina,
2001).
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La definicién de limite para Cauchy es: “Cuando los sucesivos valores que toma una variable se
aproximan indefinidamente a un valor fijo, de manera que terminan por diferir de él en tan poco como
queramos, este ultimo valor se llama el limite de todos los demas” (Cauchy, 1821, p.4, citado por
Valdivé, C., y Garbin, S. 2008). Para la explicacion de lo anterior, Cauchy presenta dos ejemplos:
primero menciona que un numero irracional es el limite de diversas fracciones, y segundo recordando
el trabajo de Arquimedes, dice que el &rea del circulo como limite, converge a las areas de los

poligonos inscritos cuando los lados de los poligonos crecen mas y mas. (Lucero Chaves, J. E. 2021)

Los avances matematicos de D’Alembert y Cauchy ayudaron a formalizar el concepto actual de limite,
pero dada la completitud de los nimeros reales, Weierstrass define el concepto de limite, desde un
“Numero real” para el concepto de “conjunto infinito”, que es la base del “infinito actual” (Bastias et al.,
2021; Medina, 2001). Ademas, presenta la siguiente definicion de limite: “Si dado cualquier ¢ existe n,
talque para0 < n < ng, ladiferencia f(x, = n) — L es menor en valor absoluto que &, entonces se

dice que L es el limite de f(x) para x = x, (Heine — Weierstrass, en Boyer, 1992, p.696, citado por
Medina, 2001).

Dado el estudio epistemoldgico, podemos constatar que la nocién de limites al infinito surge a propésito
del estudio de ciertos tipos de problemas, que la nocién de distancia es relevante para el aprendizaje
y entendimiento de los limites, en particular de los limites de sucesiones, asi como su relacién con el
grafico, los calculos numéricos y las manipulaciones algebraicas. A continuacion, se formalizaran los
conceptos de distancia, sucesion y limite de sucesién, que es la base de la construccion de la

secuencia didactica.

2.3 Formalizaciéon de limite de sucesién

Antes de formalizar la obra matematica de limite de sucesion, se va a definir primero la distancia de

forma general, luego sucesion y limite de sucesion.

Definicidn de distancia en espacio métrico:

Se va a definir la distancia en espacio métrico, luego se va a demostrar que la funcion distancia en R

es también espacio métrico.
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Definicidn: Sea X un conjunto no vacio y p una funcion real definida sobre X x X, que cumple las

siguientes tres propiedades:

(@) p(x,y) = 0paratodox,y € Xy p(x,y) =0siysolosix =y

(i) p(x,y) =pQy,x) paratodo x,y € X

(i)  p(x,z) <p(x,y) +p(y,z) paratodo x,y,z € X (desigualdad triangular)

La funcién p se llama métrica o distancia en X; y X junto con la métrica p, se llama espacio métrico

donde se denota por (X, p) (Burkill; 1970; p. 17; A Second Course in Mathematical Analysis)

Para esta investigacion se propone utilizar la nocion de distancia para comprender y calcular limites

de sucesiones, vamos a asumir X = R con p(x,y) = |x — y|

Demostracion:

Primero definamos la funcién: R? — R con p(x,y) = |x — |

0] p(x,y)>0paratodox,y € Xyp(x,y)=0siysolosix =y

Veamos que p(x,y) = |x — y| por definiciébn de valor absoluto |x —y| > 0 entoncesp(x,y) > 0 para

todox,y € X

Ahora demostremos p(x,y) = 0siysolosix =y

Demostracion =
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Veamos que p(x,y) = |x — y| = 0 por definicion de valor absoluto |x —y| =0 siysolosix =y

Demostracion <

Asumamos x = y entonces p(x,y) = p(x,x) =[x —x| =10 =0

(i) p(x,y) =p(y,x) paratodo x,y € X

Demostracion =

Sea p(x,y) =Ilx—y|l=|-(y —x)| = |y — x| = p(y,x) para todo x,y € X. La demostracion < es
analoga

(i)  p(x,z) <p(x,y) +p(y,z) paratodo x,y,z € X (desigualdad triangular)

Demostracion:

Veamos que:

p(x,z) = |x —z| = |x —y + y — z| por desigualdad triangular de valor absoluto se tiene que

lx—y+y—z|<|x—y|l+|y—z| =pl,y)+ p(y z) por lo tanto, queda demostrado que

p(x,z) < p(x,y) + p(y,z) paratodo x,y,z € X

Por lo tanto, p(x,y) = |x — y| es métrica (o distancia) sobre X es decir (R, p) es un espacio métrico.
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Ahora se va a definir sucesion y limite de sucesién en R

Spivak (1996) define sucesion: “Una sucesion infinita de numeros reales es una funcién cuyo domino

es N”. Se debe tener en cuenta que también a la sucesion se le suele designar por el simbolo {a,}

Ademas, para una sucesién como cualquier otra funcién, se puede trazar la gréafica, por ejemplo:

Bn = (—1)" su gréfica

{81

Spivak, 1996, p. 614; Calculo Infinitesimal; segunda edicion.

Imagen 6

Ahora, por ultimo, definamos limite de sucesion: “Una sucesion {a,} converge hacia [ (en simbolos

lim a,, = 1) si para todo ¢ > 0 existe un niumero natural N tal que, para todos los nimeros naturales n,
n—oo

sin > N, entonces |a,, — l| < £”(Spivak, 1996, p. 614; Célculo Infinitesimal; segunda edicion)

2.4 Andlisis del Curriculum nacional entorno ala nocién de limite

Para poder comprender las complejidades del aprendizaje y la ensefianza de los limites, en particular
de los limites de sucesiones, es necesario realizar, ademas del estudio epistemoldgico y revision de
literatura, un estudio de caracter curricular para poder establecer qué aspectos de los limites se deben

ensefiar/aprender en la educaciéon media, y como se realiza su correspondiente proceso de ensefianza.
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A continuacién, se realizara un analisis de las Bases Curriculares y el Programa de Estudio entorno a
los limites en el marco del Electivo: Limites, derivadas e integrales para estudiantes de tercero y cuarto
medio de la educacion chilena. Con especial foco se analizaran las actividades propuestas al docente
para la ensefianza de limite de sucesiones, los propésitos de la unidad y las orientaciones didacticas
propuestas. Ademas, se presentara una tabla de resumen de los Tipos de Tareas o Problemas y
Técnicas que se presentan en cada unidad, asi como la Tecnologia y Teoria, para luego concluir de

forma general sobre caracteristicas y fendmenos didacticos encontrados.

Propdsito de la Unidad 2: Reconocer un patrén infinito y la nocién de limite

Observemos que el propésito de la unidad 2 es el siguiente: “Los estudiantes utilizan sus conocimientos
de regularidades y patrones en esta unidad, para acercarse de manera intuitiva a la nocién de limite.
Trabajan con sucesiones naturales para generalizar al caso real e incluir en su vocabulario los términos
de continuidad, convergencia y divergencia. Asimismo, trabajan el limite desde contextos geométricos,
ordenamientos y situaciones concretas que han sido modificadas para generar las nociones béasicas
de este concepto.” (Programa de Estudio Limites, Derivadas e Integrales 3° y 4° medio). De manera
preliminar, el enfoque particular de las actividades propuestas por el programa de estudios limites, es
acercarse de manera intuitiva a la nocion y luego de varias actividades hasta utilizar el algebra para

resolver los problemas de limites al infinito.

2.4.1 Parte 1: patréon Infinito (12 Hrs)

PROPOSITO:

La primera actividad propuesta por el programa es:” Los estudiantes estiman el limite de una sucesion
de forma intuitiva y visual. Se comienza con patrones geométricos sencillos y la nocién del Gltimo
elemento de un patrén infinito. Se espera que, al hacer conjeturas sobre el limite, reconozcan que un
error es una posibilidad que se puede discutir y sirve a todos para aprender. Ademas, podran resolver
los problemas utilizando las herramientas digitales o de conocimientos que estén a disposicion.”
(Programa de Estudio Limites, Derivadas e Integrales 3° y 4° medio). A continuacion, se presentaran
algunos problemas y preguntas que propone el programa de estudio de limites de sucesiones, para
luego realizar un analisis sobre el enfoque que se le da a cada actividad y para terminar con una tabla

de resumen, sobre las tareas y técnicas que se realizan.
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Problemas Propuestos

1. Enlaimagen se ve las partes ordenadas de una hoja entera de papel, recortadas segin un patrén.

-

a. éCoémo podrias describir el patrén de la imagen? Explica a tu compafiero la necesidad de
utilizar las fracciones en esta descripcion.

b. Elabora una expresién algebraica que represente el enésimo elemento de la sucesién. (Nota:
la hoja inicial mas grande que se ve puede ser el primer pason = 1).

c. Sieste patrén continta eternamente, ¢ puedes encontrar el “Gltimo elemento” de la sucesion
elaborada?, écudl podria ser?

d. Comparte tu conjetura con tu compafiero e intenten encontrar juntos el “dltimo elemento” de

la sucesién.

¢éA qué valor se acercaran los elementos de la sucesion, sin alcanzarlo?

&Qué relacion puedes ver entre “sin alcanzar”, el “infinito” y los nimeros naturales?

Grafica puntualmente cada paso de la sucesion.

éSe pueden ordenar los elementos de la sucesion de menor a mayor? Explica tu conjeturaatu

EX BN

companfero.

Imagen 7

Andlisis didactico

La actividad anterior utiliza lo “visual” (geométrico) para intuir un patrén, una tarea que proponen es
utilizar un método “numérico” entre menor a mayor en los elementos de la sucesion. Observemos que
en la pregunta f., la tarea es intuir “convergencia o divergencia” de la sucesion, se introduce
implicitamente el concepto “sin alcanzar” (divergencia) con el infinito, sin introducir la técnica de
distancia que es esencial, ya visto en el andlisis epistemolégico que es lo que da sentido a la obra
matematica limites, especificamente limites de sucesiones para esta investigacion. Ademas, en la
pregunta g., la tarea es graficar y en ningn momento se aprovecha analizar el grafico para compararlo

con los patrones de la sucesién propuesta (numérico) en las preguntas anteriores (b., c., y d.).

Por lo tanto, la técnica de nocidn de distancia no se incorpora a las tareas propuestas para un analisis
para el “infinito” y que sucede entre el punto y la sucesion, tampoco en la relacion de la grafica y la
sucesion. Es por esto, que se propone una secuencia didactica que relacione el concepto de distancia

con la gréafica para el entendimiento del limite de sucesion.
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2. Larecta numérica muestra una transformacién de nimeros naturales a fracciones.

a. ¢Enquéintervalo de la recta estan todas las transformaciones?
Elabora algebraicamente el término general (funcional de N en @), que modela esta
transformacion.

c. éA gué numero se acercan los elementos de la sucesion?
Considerando que un elemento de la sucesidn alcanza el valor minimo, équé nimero seria su
imagen previa en la recta numérica?, ies esto posible? Explica a tu compafero lo que ocurre
en este caso.

Imagen 8

Analisis didactico

Observemos que en la pregunta b. no es intuitiva ni visual, la tarea de esta pregunta es algebrizar y
esto contradice lo que se propone en un inicio el programa de estudio sobre limite. En la pregunta c.
se propone como tarea entre la imagen en la recta numérica, utilizando la técnica del valor minimo,
agui se podria haber sacado provecho utilizando el concepto de distancia que hay entre cada elemento
respecto a la sucesion, y luego preguntar a qué namero se va acercando, ¢,qué sucede la distancia
respecto a lo anterior?, con esto ya se estaria incorporando el concepto de distancia para luego

relacionando que sucede al infinito.

Por lo tanto, alin no esta implicito el concepto de distancia para el analisis de limite de sucesiones y
su relacion a la grafica, para el entendimiento que sucede la sucesion y los elementos cuando son
cada vez mas grande, si la distancia es cada vez mas pequefia o cada vez mas grande cuando se
analiza hacia el infinito. Es por esto, que se propone una secuencia didactica que relacione el concepto
de distancia con la gréafica para el entendimiento de limite de sucesion, y que sucede en la distancia
entre la sucesion y los elementos cada vez mas grande de la sucesion, si esta distancia es cada vez

mas pequefia o cada vez mas grande.
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La imagen muestra cinco “pilas” de circulos, cuya cantidad sigue un patron numérico.

¢Cual podria ser la cantidad de los circulos en la préxima pila?
Determina la cantidad de circulos en la pila n-ésima.
¢Cual es la cantidad de circulos cuando n tiende al infinito?

Qa 0o oo

Grafica los valores discretos, observa qué pasa en el grafico y Usalo para explicar “el ultimo
valor”.

Imagen 9

Andlisis didactico

Al igual que las dos actividades anteriores, alin no se incorpora la nocién de distancia como técnica
para el andlisis de la sucesién y los elementos cada vez mas grande de la sucesion. Ahora, si se
analiza la tarea de qué sucede la sucesion cuando n tiende al infinito, ¢es significado realizar lo
anterior, sin conocimiento previo del concepto de distancia?, dado por el analisis epistemolégico es
esencial el concepto de distancia, es decir, la distancia entre la sucesion y los elementos cada vez mas
grande de la sucesion, se podria realizar la tarea de: ¢qué ocurre en dicha distancia?, para asi al
momento de encontrarse con esta actividad se utilice la técnica del concepto de distancia, para concluir
que la distancia entre la sucesion y los elementos cada vez mas grande de la sucesion, se hace cada
vez mas grande, por lo tanto, cuando n tiende al infinito la sucesion es cada vez mas grande (tienda al
infinito). Pero sin el conocimiento previo del cémo “utilizar” el concepto de distancia para el andlisis
para cuando n tiende al infinito no se tendré en cuenta que esta distancia es méas grande y ademas no
se relaciona con el registro del gréfico de la sucesién. Es por esto, que se propone una secuencia
didactica que relacione el concepto de distancia con la gréfica para el entendimiento de limite de
sucesion, y que sucede cuando la distancia entre la sucesion y los elementos de la sucesion es cada

vez mas grande, esta distancia es cada vez mas pequefia o va creciendo.

A continuacioén, se muestra una tabla de resumen de las tareas y técnicas que se presentan en cada

actividad analizada anteriormente.
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Tabla 1

Tipos de Técnicas

Tareas/Problemas

Tecnologia/Teoria

T1: Elaboran expresion | t;: Algebraica
algebraica de la sucesion t,: Aritmética

t;: Grafica

Yy Cuentan y
algebrizan para

determinar la sucesién

@: Sucesion aritmética

T2: Determinar el valor cual | t;: Aritmética

“tiende la sucesion”

9 Graficar y

comparar resultados

6: ausente
T3: Determinar el término | t;: Grafico 9y: Cuentan y
general de la sucesion t,: Algebraico algebrizan para

determinar la sucesion

@: Sucesion aritmética

T4: Determinar si existe un | t;: Valor minimo

valor que tiende la sucesion | t,: Algebraico

I Graficar y

comparar resultados

6: ausente

T5: Determinar el limite de | t;: Algebraico

la sucesion t,: Grafico

I Graficar y

comparar resultados

6: ausente
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Conclusiones generales:

La primera parte de actividades recomendadas por el programa del Mineduc es que identifiquen si una
sucesion es divergente, utilizando para ello la representaciones gréficas, algebraicas y aritméticas. En
este punto hay un fuerte deseo de determinar la sucesion en su expresion algebraica y después
verificar esto con desarrollos aritméticos ¢,Por qué no realizar el proceso primero aritmético y luego
algebraico? Es mas intuitivo y practico para los estudiantes utilizar el registro aritmético (concepto de
distancia) mediante el razonamiento de que cada vez que n va aumentando, a qué nimero se acercan,

0 no, los valores de la sucesion (un ndmero racional).

Por otro lado, no se introduce qué significado tiene la expresion “para n cada vez mas grande” cuando
se estd estudiando si una sucesion es convergente o divergente; cuestion que plantean estas
actividades, ¢ Por qué introducir directamente qué sucede en la sucesién cuando n es infinito? Tal
COomo se expuso anteriormente, existe abundante evidencia que muestra las importantes dificultades
que enfrentan los estudiantes para alcanzan una comprension del significado de infinito (Oztirk y
Sénmez, 2020).

2.4.2 Segunda Parte: Comprendiendo La Paradoja De Zenén

Propdsito:

La segunda actividad propuesta por el programa es: “Los estudiantes argumentan sobre las
posibilidades de acercarse al limite de una serie. La pregunta que orienta la actividad es si sera posible
que Aquiles alcance a la tortuga. Para contestar y extender una situacion infinitamente en el tiempo,
elaboran tablas y modelan la situacién a fin de conjeturar y dar respuestas. Se espera que piensen con
perseverancia y que identifiquen proactivamente aquellos conceptos sobre el limite que les permiten
responder a la situacion planteada.” (Programa de Estudio Limites, Derivadas e Integrales 3° y 4°
medio). A continuacion, se presenta un problema que esta compuesto por tres actividades que propone
el programa de estudio de limites de sucesiones, para luego realizar un analisis sobre el enfoque de la
actividad en general y para terminar con una tabla de resumen, sobre las tareas y técnicas que se

realizan.
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Problemas propuestos:

AQUILES Y LATORTUGA

1

Lee con tu compafiero el siguiente parrafo: La paradoja del filésofo griego Zendn de Elea (490-430
a. Cr.) cuenta “la carrera de Aquiles con la tortuga”, en la cual se conjetura acerca de la posibilidad
de dividir una distancia fisica real del espacio en infinitas partes, y de la posibilidad de dividir un
lapso real de tiempo en infinitas partes.

Conexién |
interdisciplinaria: i
Filosofia. .
0A 3, 3° y 4° medio. !

a. ¢éQué es una paradoja? Busca definiciones en el internet con tu compafiero y contrasten esta
definicion con ejemplos de paradojas.

b. Construyan paradojas propias en contextos diversos, como la vida, el tiempo, la filosofia, la
matemadtica, las ciencias u otras dreas.

c. Investiguen sobre otras paradojas famosas de la historia.
Imagen 10

b. Utilizando herramientas digitales de cdlculo, completa la siguiente tabla, que muestra las

distancias entre la tortuga y Aquiles al final del intervalo de tiempo que queda por recorrer
en el préximo avance de la carrera. Conjetura acerca del limite de la sucesién de los anchos

de los intervalos de tiempo.

[ Intervalo de tiempo en s 10

S S T A N A |

1

Distancia entre ellos al final

del intervalo de tiempo en m 10

10 700 | 1000 | 10000

100 000

c. Utilizando herramientas digitales de cdlculo, completa la siguiente tabla, que muestra las
posiciones absolutas de la tortuga y de Aquiles al final del intervalo de tiempo que queda por
recorrer en el préximo avance de la carrera, y en referencia al punto de partida de Aquiles.

Intervalo de tiempo en s 10 1

1 1 1

1
10 100 1000 10 000

1
100 000

Posicion de la tortuga al final
del intervalo de tiempo en m 110

Posicion de Aquiles al final del
intervalo de tiempo en m 100

d. Conjetura acerca de la siguiente estrategia: “El tiempo puede avanzar en unidades que se
disminuyen en un porcentaje de la unidad anterior, paso por paso, y asi no puede sobrepasar

un cierto lapso”.

e. Estima las siguientes magnitudes, bajo el supuesto de que el proceso de acercamiento se

repite iteradamente:

Tiempo total

Recorrido total de la tortuga
Recorrido total de Aquiles
Distancia entre la tortuga y Aquiles

f. éComo se escribe el tiempo total de la corrida en forma decimal?

g. ¢Como se representa el tiempo de la corrida en forma de una fraccion?

Imagen 11
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2. Traspaso de la situacion de intervalos discretos de tiempo al modelo continuo del tiempo.

a. Con las condiciones de la carrera, determina cada elemento de las funciones del
desplazamiento:

Tortuga T: Xp(t) =vp-t+X,

AquilesA: Xy = v, -t P
Conexion !
interdisciplinaria: |
Ciencias para la i
1
1
I

vr: velocidad de la tortuga

ciudadania.

. velocidad de Aquiles !
0A ¢, 3"y 4" medio.

b. Elabora los grdficos esquemdticos del desplazamiento de la
actividad anterior. (Eje horizontal t, eje vertical desplazamiento X(t),
Xoadelanto de la tortuga, T tiempo en el momento del alcance).

c. Determina graficamente el tiempo que pasa hasta que Aquiles alcance a la tortuga.

d. Determina graficamente el recorrido de Aquiles y de la tortuga cuando Aquiles alcanza a la
tortuga.

LA PARADOJA DE AQUILES Y LA TORTUGA
Consideren a siguiente tabla de sucesidn de los intervalos de tiempo que pasan desde la partida.

Nomerondelintervalo © 1 = 2 3 4 4 5 6
de fiempo :

nenalodetempoens 20 1 11 L
10 100 1000 10000 100000

3. Desarrollen [a expresion algebraica de los intervalos de tiempos con potencias de base “10":
=10
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b. Calculen la suma de los primeros 8 tiempos de la actividad anterior y represéntenla como
numero decimal.

c. Suponiendo que haya infinitos intervalos de tiempo construidos mediante la expresién de la
actividad b, y recordando la transformacion de numeros decimales periddicos, écon que
fraccién se puede expresar el nimero decimal que representa la suma de los tiempos t,,?

d. Representando la suma de los intervalos de tiempos como serie, épor qué es una serie
geométrica?

e. Expresen laserie 10+ 1+ 0,1+ 0,01 + 0,001 + ... como serie geométrica con los términos t; y
q.

f. Determinen el limite de la serie.

g. Enun sistema de coordenadas, elaboren un gréafico que representa discretamente el recorrido

de Aquiles segun el tiempo, basandose en los tiempos: 10s; 11s; 11,1s; 11,11s;... Expliquen el
tipo del grafico que resulta.

h. Se considera la sucesién (a,) cona, = iy una “carrera” en la recta numérica, haciendo
“saltos” de un término de la sucesidn hasta el préximo término. Suponiendo que haya
avanzado con un millén de saltos hasta el término a, 590 900 = 0,000 001, ése puede decir
que “ahora faltan menos saltos hasta el limite 0 que al inicio de la carrera”? Argumenten y
comuniquen la respuesta a un compafiero.

| ] | | | | | | | | ] >
I I T I T T I T I T T L

0 0,000 001

Imagen 12

Andlisis didactico:

En este caso la tarea principal es sobre la paradoja de Zenén, donde se enfoca en distintas tareas y
una principal es de algebrizar el problema, se puede observar en la actividad 2.a, ya estan las funciones
respecto a la velocidad de la tortuga y Aquiles (estas desarrolladas por el lector en la actividad 1, aqui
se estd asumiendo ya que se desarrollé el problema para llegar dichas funciones), dando enfoque en

el desarrollo algebraico para determinar la serie geométrica, ademas de determinar el limite de la serie.

Por otro lado, se realiza otro tipo de tarea que es registrar datos en tabla para la intuicion de que sucede
en el infinito, luego otra tarea que es graficar para determinar el limite de la serie geométrica, realizando
interseccion entre la funcion que representa el recorrido de Aquiles y de la tortuga. Se utiliza la nocion
de distancia, para verificar que tan pequefia lo que ha recorrido Aquiles respecto a la distancia que ha
recorrido la tortuga, y esta distancia es cada vez mas pequefia, pero no relacionan estos tres registros

para el analisis del limite de la sucesion y que sucede con la grafica con dicho valor.
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Tabla 2

Tarea

Técnica

Tecnologia/Teoria

T: Determinar la serie

geométrica

t;: Algebraico
t,: Aritmético

t;: Serie geométrica

9,: Tablas de valores
9,: Representar la suma
de valores en expresion

geométrica

6: Sucesion geométrica

T, ,: Determinar limite de

la serie

t,;. Expresar la serie

geométrica en suma

infinita

t,: Algebraico

t;: Gréfico

9Y,: Tablas de valores

6: Sucesion geométrica

T: Buscar informacion de

la paradoja de Zenén

t,: Definicién
t,: Construccion
paradoja (registro

natural)

Y;:Ausente

6: Ausente

T: Limite de sucesion
mediante la paradoja de
Zenoén

t,: Aritmética.
t,: Tabla de valores.

t;: Distancia

9,: Tablas de valores

6: Sucesion geométrica

Conclusiones:

Claramente hay un fuerte uso del enfoque de la paradoja de Zenén para comprender el como calcular
limite de serie mediante desarrollos algebraicos y relacionando sus conclusiones mediante la gréafica
de la serie. Aunque, en un momento utilizan la nocién de distancia, aun asi, no es suficiente para que
los estudiantes utilicen esta herramienta para realizar calculos o argumentos para determinar el limite

de alguna sucesién o serie, es decir, verificar que la distancia entre la sucesién y los elementos cada
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vez mas grande de la sucesién, se van acercando a un nimero, o bien cada vez la distancia entre sus

términos o valores es mas pequefia.

Por lo tanto, como resultado de este andlisis curricular, para esta investigacion sera clave relacionar
los valores que toma la sucesioén con la idea de distancia, en particular la distancia entre valores de la
sucesion y un ndmero al que se acercan. Es decir, se relacionaran el céalculo aritmético con la
representacién grafica para concluir el valor del limite de la sucesion cuando n es cada vez mas grande

(cuando n tiende al infinito).

2.4.3 Tercera Parte: Argumentando Con La Nocién De Limites En Diferentes Contextos

Propdésito

La tercera y ultima actividad propuesta por el programa respecto a limite de sucesiones es: “Los
estudiantes piensan con perseverancia para desarrollar el concepto de limite de sucesiones y series
numéricas. Elaboran proactivamente representaciones de ellas en la recta numérica y el sistema de
coordenadas para proyectar y conjeturar hacia el infinito. Ademas, se espera que expliquen
pictéricamente lo que significa el limite; que transfieran la representacion pictérica al nivel simbdlico,
que planteen una conjetura acerca de un posible limite y la confirmen o rechacen con el célculo de

limite”. (Programa de Estudio Limites, Derivadas e Integrales 3° y 4° medio).

A continuacién, se presentaran algunos problemas y preguntas que propone el programa de estudio
de limites de sucesiones, para luego realizar un analisis sobre el enfoque que se le da a cada actividad

y para terminar con una tabla de resumen, sobre las tareas y técnicas que se realizan.
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Problemas propuestos:

COMPRENDIENDO EL CONCEPTO DE LIMITE

1. Observay describe las dos imagenes a tu compafiero.
A

a-€,

i . . n

- : 9
Qoo “

éQué piensas que quieren decir estas imagenes?

éCoémo las puedes relacionar con la palabra “limite”?

éCémo se vinculan con “sucesién” o “serie”?

Lee con tu companiero el siguiente parrafo: “Para cada intervalo épsilon alrededor del limite,
tan pequefio que sea, siempre quedan finitos elementos fuera de ello y todos los demas
infinitos elementos de la sucesién estan adentro del intervalo épsilon”. éQué imagen
corresponde mejor al parrafo? Explica cada elemento a tu compaifiero.

,.
o

o0 oo

Imagen 13

Andlisis didactico

Se introduce la tarea de calcular limite, una de las técnicas para calcularlo es mediante “definicion de
limite de sucesion”. En la pregunta d. especificamente utilizan la técnica de intervalo de épsilon y
observar el gréafico para su interpretacion (segunda técnica), se relaciona la grafica con el concepto de
limite. Aan con lo anterior, no se relaciona el concepto de distancia y la grafica para la interpretacion
de limite de sucesién. Observemos que si, se relaciona la distancia entre épsilon y el elemento a, se
podria concluir que épsilon se puede tomar tan pequefio como uno quisiera, y el limite de la sucesion
converge a a. En esta investigacion se propone el entendimiento de la distancia de la sucesion con

elementos de estas, si es que la distancia es cada vez mas grande o cada vez mas pequefa.
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c.

o

A continuacién, se representa mas aumentos de la recta numérica. Determina la posicién ng

¢QUE ENTENDEMOS POR CONVERGENCIA?

1. Laimagen muestra numeros de una sucesién marcados con puntos rojos en el segmento de la
recta numérica entre Oy 1.

a.

Los numeros se acercan al numero 0,1, disminuyendo la diferencia entre dos términos
seguidos. ¢Por qué el nimero 0,1 no puede ser el limite de la sucesion? Encuentra la expresion
general de la sucesion.

0 01

1
5 4 3

Se considera el segmento entre 0,1y 0. {Cudl es la posicién n, de la sucesién que corresponde
al punto rojo més avanzado hacia la izquierda?

de la sucesién que corresponde al punto rojo mas avanzado hacia la izquierda.

Si se sigue observando los nimeros - con una lupa imaginaria” con mds y mds aumentos,

llegando a mds posiciones n,, contesta las siguientes preguntas y explica las respuestas de

Imagen 14

forma verbal.

Se considera un “intervalo £” alrededor del Iimite 0 “[ 0 -¢,0 + ¢]” y se elige un valor de
£ =0,0000000005. ¢A partir de qué ndmero n, todos los términos a, estén dentro de

. . ) ) . 1
éQué propiedad tiene el conjunto de nimeros a,, = {; | n < ng}?

. ) ) ) . 1
¢Qué propiedad tiene el conjunto de nimeros a,, = {; | n = ny)?

Los numeros representados por a, = o épueden disminuir a nimeros negativos?

éPor qué el nimero 0 es limite de la sucesién?

Llegando los puntos a cada posicién ny nueva y desplazando hacia “0”, équedan menos

numeros a recorrer?

[0-£,0 + ¢]?

Verifica que, para cada € >0y muy cercano a 0, ocurre la misma situacidn: a partir de un cierto

1, todos los términos a, estan en el intervalo [0 —&,0 + £].

Verifica que para un “limite falso”, por ejemplo —0", no ocurra la situacién.

1
10

Imagen 15
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Andlisis didactico

En la actividad anterior, se propone visualizar en la recta numérica (primera tarea) para luego introducir
la sucesion % dado esas tareas intuir cuando n tiende al infinito es 0 (segunda tarea, intuir limite de la
sucesién). Lo anterior se podria utilizar la técnica de la gréafica para intuir el limite es intuitivo concluir
que el limite de la sucesién de % es 0 cuando n tiende al infinito. En esta investigacion se utilizara esta

sucesion como limite de referencia para el célculo de limite.

2. Laimagen muestra un grafico de puntos que representa una sucesion (by,).

an
e
- - - ™ - -
0,5 .
-
o 1 5 10 n

a. Determina el término general b,,.
b. Conjetura acerca del limite de la sucesidn.

c. Determina algebraicamente lim b,,.
n—oo
2-3n?

3. Determina algebraicamente el limite de la sucesién (a,) con a, = Gtz

4. Elaboracidn de sucesiones a partir de un limite dado.

a. Elabora el término general de una sucesién con expresion fraccionara (¢,) que tiene el limite

. 3
lim ¢, = =
n—oo 2

b. Elabora un término general de una sucesion con expresién fraccionara (d,;) que no tenga
limite.

Imagen 16

Andlisis didactico:

Observamos que la tarea es algebrizar el calculo de limites, se utiliza la técnica de gréafico para intuir a
gué tiende el limite en la primera actividad, luego la tarea es determinar el término general de la
sucesion, para luego calcular este de forma algebraica (técnica). Luego se proponen otras actividades
que es determinar una sucesion cuyo limite es un valor dado y una sucesion que no tenga limite. En

estas actividades se podria nuevamente dar la iniciativa de utilizar el concepto de distancia para
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determinar qué sucesién converge a un valor de limite dado, es decir, la distancia entre el limite L y la

sucesién debe ser cada vez mas pequefia entonces es convergente, y para la siguiente actividad la

sucesioén y los elementos de estas, su distancia es cada vez mas grande, entonces es divergente.

En esta investigacion, se propone analizar distintos casos para identificar cuando una sucesién es

convergente y para cuando no, utilizando las técnicas de grafico y el concepto de distancia para concluir

si existe el limite o no.

¢{CUANDO NO EXISTE EL LIMITE DE UNA SUCESION?

1. Determina algebraicamente el limite de las sucesiones o argumenta la inexistencia de las

siguientes sucesiones.

a.

b.

2. Se considera la sucesién (c,,) con ¢, = (—=1)" -

a.

_(2n+1)?
(ap) cona, = T
_ (3n-1)?
(by) con by, = —

2n+1
—

Marca los primeros 8 elementos en la recta numérica.

Conjetura acerca de la existencia del limite de (¢, )

2n+1
n

Verifica la conjetura, determinando lim (—1)" - y considerando nimeros pares e
n—oo

impares.

2n+1
n

Si la ecuacién de la sucesién se cambia a d, = (—1)"*1 - , équé efecto tiene el cambio?

Argumenta la respuesta.

Imagen 17
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Andlisis didactico:

Esta Gltima actividad su tarea es establecer cuando un limite no existe, utilizando técnica algebraica o

argumentar la inexistencia, dado lo ultimo cémo se va a argumentar la inexistencia si hasta el momento

en todas las actividades propuesta por el programa de estudio de limite, si el enfoque en el concepto

de distancia ha sido escaso para la explicacion de cuando el limite existe o no. Se utiliza sucesiones

oscilantes de que sucede en el infinito preguntando ¢esta sucesion su limite existe?, utilizando la

técnica recta numérica para la intuicion para verificar que el limite es L o —L, como son distintos por lo

tanto no existe. Para esta investigacion llamaremos limite de referencia cuando el exponente de n en

el numerador es mayor que el exponente de n en el denominador entonces el limite no existe, pero

esto justificando con el concepto de distancia para su explicacion del porque sucede esto.

de sucesion

pictérica y grafica
t,,: Sucesion y serie

t1 3: Definicion limite de

Tabla 3
Tipos de Técnicas Tecnologia/Teoria
Tareas/Problemas
T, ,: Definicion de limite | t; ,: Representacion | 9;: Que ocurre con la

sucesion si es menor o

mayor un nimero

que  converge

sucesion

determinar el nidmero

la

t,: Aritmético

t;: Algebraico

sucesion (registro
natural)
0: Definicion de
sucesion de limites
T: Comprension vy | t;: Gréafico 9,: Factorizacion

6: Productos

notables/Factorizacion
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T: Determinar el | t,: Gréfico 9J;: Ausente
término general de la | t;: Algebraico
sucesion que 0:Ausente

representa la grafica

T: Existencia de limite | t,: Gréfico 9,:Determinar
de la sucesion t,: Algebraico expresion algebraica
0: Productos

notables/Factorizacion

T: Determinar | t;: Algebraico 9;:Ausente
algebraicamente el

limite de la sucesién

T: Elaborar una | t,: Algebraico 9,:Determinar
sucesién que su limite expresion algebraica

sea un namero dado o

gue sea divergente 6:Ausente
Tsq: Determinar | t;: Algebraico 9,:Determinar
existencia de limite de | t,: Grafico expresioén algebraica

sucesion, dada su | t3:n:paroimpar
términogeneral ty: Comparar | 6: Productos
sucesiones notables/Factorizacion

Conclusiones:

Nuevamente todas las actividades estan enfocadas en el uso del registro algebraico para el calculo de
limite de sucesiones o series, dejando de lado la nocién de distancia para el calculo de limite. Ademas,
nuevamente una deficiencia en el tratamiento de la relacién entre el registro gréfico y algebraico para
la explicacion de la convergencia. Ademds, no se utiliza esta relacién para las sucesiones no
convergentes; en este caso solo se orienta en la parte algebraica para el célculo. Por lo tanto, lo que
mas predomina en todas las actividades propuestas en el programa de estudio limite, derivada e
integrales es la técnica algebraica, la que le sigue es lo visual en la recta numérica y en algunos

momentos la gréafica de sucesion.
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Problemaética

Dado al andlisis del Curriculum, especificamente en el programa HC: Limite, derivadas e integrales,
la ensefianza de los limites comienza con un cuestionamiento intuitivo desde lo grafico, que no se
modeliza mateméticamente, y luego abruptamente se introduce el calculo algebraico sin vincular con

lo gréfico, pero si vinculan estos céalculos con la recta numérica, como por ejemplo en la imagen 15.

Ademas, no aparecen problemas que le den sentido y significado al estudio de los limites; se puede
observar que las actividades se centran en que los estudiantes determinen el término general de la
sucesién para luego calcular el limite al infinito. Al mismo tiempo, no se construyen técnicas
matematicas adecuadas que permitan estudiar el comportamiento de una sucesion en el infinito; la
técnica basada en factorizaciones deja implicito el problema de disponer de herramientas que

permitan determinar si es 0 no convergente, y de ser convergente, a qué nimero lo hace.

Por otro lado, en ninguna actividad se da el enfoque en la nocién de distancia que es primordial para
determinar convergencia o divergencia y el calculo de limites de sucesiones, como se explico en la
epistemologia de limite al infinito. Esta obra matematica nace desde la distancia entre los términos
de una sucesién y un nimero, y qué sucede con la distancia entre ellos cuando n es cada vez mas
grande. Como se pudo observar, este programa se enfoca ademas en el registro geométrico para la
intuicién de limites: recortes rectangulares “infinitos”, en ningdn momento se retoma la primera
utilizacion implicita de limite que es la aproximacién del céalculo de area de la circunferencia y el
namero m, realizado por Arquimedes, que en esta investigacibn retoma este problema como
introductorio en la secuencia didactica para la intuicion de limite de sucesiones. Finalmente, el
profesor es quien expone el conocimiento y el papel de los estudiantes es replicarlo (Paradigma de

ensefianza de las matematicas dominante).

Es por esto por lo que es necesario que se realice una secuencia didactica que parta del estudio de
problemas que den sentido y significado al estudio de los limites, utilice fuertemente la nocién de
distancia (registro aritmético), su relacion con el registro gréafico y por ultimo el calculo de limites
utilizando como base estos tres registros, para la utilizacién algebraico como un recurso para el

célculo de limites de sucesiones. Es por ello por lo que la problemética de esta investigacion es:
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La comprensién de limite es compleja para los estudiantes y genera conflictos cognitivos. Su
ensefianza se aborda utilizando solo uno o dos registros de representacion, y sin articularlos. La
nocion de distancia no se aplica de forma aritmética, si no mas bien algebraica y la grafica solo es de

uso intuito y visual, sin relacionarla con otro registro.

CAPITULO 3

3.1 METODOLOGIA:

En el siguiente capitulo se define la metodologia que se utilizara para alcanzar los objetivos planteados
en el capitulo anterior. Ello incluye el disefio metodoldgico, sujetos de la muestra y la estructuracion de

las fases de estudio.

3.1.1 Tipo de Metodologia

Esta investigacion estd enfocada en una metodologia cualitativa, dado que se centra en caracterizar
las comprensiones mediante el concepto de distancia en el desarrollo entre las relaciones de los
procesos graficos, numéricos y algebraicos en los estudiantes en el electivo de matemética limites,
derivada e integrales de tercero afio medio, para el calculo de limites de sucesiones. Para lograr este
objetivo es a través de la descripcion del desarrollo de las comprensiones mediante el concepto de
distancia en el desarrollo entre las relaciones de los procesos graficos, numéricos y algebraicos cuando
los estudiantes abordan calculo de limites de sucesiones. Para ello, se analizan las respuestas de los
estudiantes en la secuencia didactica que desarrollan clase a clase. Dado por Hernandez et al. (2014)
este tipo de metodologia se ajusta al objetivo planteado ya que la perspectiva descriptiva permite a los
estudiantes interpretar sus respuestas, mediante el concepto de distancia en el desarrollo entre las
relaciones de los procesos para las comprensiones entre lo grafico, numérico y algebraico para el
célculo de limites de sucesiones.

Dado todo lo anterior el disefio de esta investigacién es de alcance exploratorio- descriptivo,
exploratorio dado que en la literatura actual no se han realizado investigaciones de limites de funcién
de sucesiones basado en la Teoria antropologica de lo didactico, y descriptivo dado que se busca

caracterizar las comprensiones mediante el concepto de distancia en el desarrollo de las entre las
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relaciones de los procesos graficos, numéricos y algebraicos en los estudiantes en el electivo de

matematica limites, derivada e integrales de tercer afio medio, para el calculo de limites de sucesiones.

3.2 Sujetos de la muestra

Para esta investigacion se trabajé con 8 estudiantes del electivo Estadistica y Probabilidades tercero
afio medio del Liceo Teniente Dagoberto Godoy n°3, esta investigacion se enfoca en una secuencia
didactica para los futuros estudiantes del electivo limites, derivada e integrales, se tomo la decision de
intervenir en estos estudiantes por la fecha en que se realizé (primera y segunda semana de
diciembre), los estudiantes del electivo anteriormente mencionado ya se le habian ensefio limite de
sucesiones, cabe recalcar que para la ensefianza de célculo de limites de sucesiones mediante el
concepto de distancia, no es necesario conocimientos del electivo de limites, derivadas e integrales

para poder desarrollarla.

Ademas, se realizaron todos los protocolos éticos de la investigacién, es decir, la autorizacién formal
de parte del director(a) del establecimiento, ademas de solicitar a los apoderados de los estudiantes
involucrados firmar un consentimiento de estudio, destacando el resguardo de informacién e

identidades de los estudiantes. Ambos formatos se encuentran adjuntos en el anexo.

3.3 Fases de Estudio

La estructuracién del estudio esta formada por tres fases:

Fase 1: Aplicacion de un cuestionario previo para determinar el grado de apropiacion de los
conocimientos previos necesarios para enfrentar adecuadamente el aprendizaje de los limites

de sucesiones.

Fase 2: Implementacion en el aula de la secuencia didactica previamente construida con

observaciones de campo y video grabaciones.
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Fase 3: Aplicacién de un cuestionario posterior para determinar el grado de apropiacion de los objetivos

de aprendizaje esperados y la comprension de los limites de sucesiones y su calculo.

Se realiz6 una observacion de clases al momento de la implementacion de la secuencia didactica en
el aula, levantando notas de campo y registro audiovisual de las 5 clases de 50 minutos cada una.
Ademas, se formaron grupos de entre 3 y 4 estudiantes, estos elegidos al azar, para observar y

registrar sus interacciones.

Por ultimo, la secuencia didactica se construy6 siguiendo los principios didacticos y caracteristicas ya
expuestas. Su estructura contempla tres partes: (1) Explorando los comportamientos de sucesiones;
(2) Estableciendo hipotesis sobre limites de sucesiones; y (3) Calculo de limites de sucesiones. En
cada parte de la secuencia didactica se construyé un cierre para que la profesora/el profesor lo
gestionaran en el aula. Este cierre contempla una presentacién en power point que contiene varias
preguntas abiertas que seran orientadoras para realizar el cierre con la participacion central de las y

los estudiantes. M&s adelante se presentan las respuestas escritas formuladas por los estudiantes.

Todos los instrumentos construidos en este trabajo fueron validados por jueces, tanto los cuestionarios

como la secuencia didactica, realizandose todos los ajustes requeridos.

3.3.1 Fases 1 del Estudio: Cuestionario previo

A continuacién, se explicaran las tareas, técnicas, tecnologia-tedrico de los conocimientos necesarios

para abordar la secuencia didactica.

Los conocimientos previos necesarios para abordar la secuencia didactica estan explicados en la

siguiente tabla:
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Tabla 4

Tipo de problema

Técnicas matematicas

tecnologia-tedrico

Propdsito investigativo

T,: ¢A qué distancia se | : Implicita el concepto | 9;: “la distancia entre los | Es necesario verificar el
encuentra el nimero -2 con el | de distancia nimeros -2 y 4, se | concepto de distancia,
namero 4? encuentra a 6 digitos” ya que en la secuencia
did4ctica sera la
9, |-2—4]=6 herramienta con el cual
los estudiantes deberan
6: Definicion de distancia | justificar sus respuestas,
en los niimeros Reales respectos a sus céalculos
sobre limites de

sucesiones
T,: Identifique los puntos que se | 7: Identificar par | - Este propoésito es para
muestra en el siguiente gréfico | ordenado verificar en la secuencia

hipétesis de limites,

identificando puntos
ordenados a qué nimero
tiene o tendra algun tope

la sucesion

T;: Dada la siguiente sucesion
1 1
a1=1,a2= E,a3=§,...donde
Z . 1
su término general es —, cuya

tabla de valores es:

n a,
1
2 1
2
3 1
3
4 1
4
n 1
n

Gréfique la sucesion anterior.

7: Graficar sucesion

9,: Graficar

En la secuencia
didactica, el grafico sera
un recurso para verificar
sus célculos, y ademas
de interpretar el gréafico
de alguna sucesion para
establecer posible

convergencia.
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T,: Calcule el &rea sombreada

7. Célculo de area

9,: “El area sombreada,

En la secuencia

de la siguiente figura | sombreada es el célculo entre el area | didactica como inicio del
geométrica: de mayor radio y la | problema es retomar el
diferencia con el area de | primer encuentro
menor radio” implicito del concepto de
limites, visto en el
capitulo de
epistemologia.
Ts: Factorice la siguiente | 7: Factorizar y simplificar | 9,: Cuadrado de binomio | En la tercera parte de la

expresion algebraica:

x>+ 2x+1
x2—1

expresioén algebraica

9! Cociente de

expresiones algebraicas

secuencia didactica, los
estudiantes pueden
utilizar esta herramienta
para realizar célculos de

limites de sucesiones.

Ts: Explique con sus palabras

si0.9999...esonoes 1

7. Implicita:

Concepto de infinito

9,: “Expresar el numero
decimal infinito a
fraccion, dando asi 1”

6: implicita: nocién de

infinito

Identificar el concepto

infinito implicitamente

Ts: Explique con sus palabras
qué es para ti el concepto de

limite de sucesion

7: Definicién de limite de

sucesion

9;: “Es el valor

tiende los términos de la

que

sucesioén”
6: Definicion implicita de

limite de sucesién

Identificar nocién de

limite de sucesién

3.3.2 Fases 2 del Estudio: Implementacién de la Secuencia Didactica en el aula

La secuencia didactica se desarroll6 basandose en el andlisis epistemolégico, se parte del estudio del

problema del célculo del &rea de la circunferencia por aproximaciones infinitas de poligonos regulares

inscritos, realizado por Arguimedes, se continta con problemas de estudio de comportamientos, estos
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se trabajan utilizando la nocién de distancia y relacionando sus calculos con el grafico de la sucesion
recordemos que en el apartado de los hitos epistemolégicos la importancia del concepto de distancia

para la justificacion de limites de sucesiones o series, trabajados por Leibniz, Euler y Cauchy.

Por otro lado, la lectura actual da la importancia de los registros graficos y algebraicos, y no solo estos
dos registros (Fonseca y Henriquez, 2018), sino ademas en esta propuesta se incorpora el registro
numérico y el concepto de distancia, para la compresion y el calculo de limites de sucesiones. Con
esto, desde el estudio intuitivo se deriva la necesidad de disponer de un modelo matematico que
permita calcular si los valores de la sucesion se acercan, o se alejan, en el infinito. Para esto se trabaja
con la nocién de distancia para estudiar comportamientos infinitos, relacionando sus estudios con los

comportamientos gréaficos.

En el analisis curricular, no aparecen problemas que le den sentido y significado al estudio de los
limites, dado esto en la secuencia didactica se parte con el problema de &rea de circunferencia
mediante poligonos regulares inscritos como inicio implicito de limite, y ademas, en el programa
curricular no se aborda de una manera adecuada el concepto de distancia para la comprension de
limite de sucesiones, en la segunda parte de las secuencia didactica el estudiante juega un rol
protagénico en su aprendizaje; deben realizar hipétesis, contrastarlas, discutirlas, validarlas y

formalizarlas, con la orientacién del docente.

Por ultimo, en la tercera parte los estudiantes calcularan limites de sucesiones utilizando técnicas vistas
(se explicara en el capitulo 3.3.1.3 y 3.3.2.3) donde podréan utilizar todas las técnicas vistas en las dos

primeras partes de la secuencia didactica.

Dado todo lo anterior, a continuacion, se explicara las tareas, técnicas, tecnologia-teérico que se
abordara en la secuencia didactica, y que esta es compuesta por tres partes llamados por: explorando
el comportamiento de sucesiones, establecer hipétesis sobre limites de sucesiones y calculando limites

de sucesiones (Anexo).

3.3.2.1 Secuencia Didactica Parte 1: Explorando el comportamiento de sucesiones

En la primera parte de la secuencia did4ctica, se trabaja con el estudio del problema del calculo del

area de la circunferencia por aproximaciones infinitas de poligonos regulares inscritos, luego se
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contindia con problemas de estudio de comportamientos, estos se trabajan utilizando la nocién de

distancia y relacionando sus calculos con el grafico de la sucesion.

En esta primera parte, se trabaja el primer y el segundo momento, luego de finalizar las respuestas

escritas de los estudiantes, la profesora encargada del curso cierra la primera parte, formalizando el

concepto de “Que hay sucesiones en las que sus términos se van acercando a un valor numérico L y

que, en estos casos, la distancia entre sus elementos y ese valor numérico es cada vez mas pequena”.

A continuacion, se realizara una tabla con las preguntas de dos problemas de un total de cuatro, ya

gue las otras dos tienen el mismo propoésito (anexo)

Tabla 5

Tipo de problema (Tareas)

Técnicas matematicas

tecnologia-teérico

Propésito investigativo

sucede con la

T,: ¢Qué
diferencia del area de la
circunferencia y los poligonos
regulares inscritos?

T,: ¢Qué
respecto el

concluye usted

area de |los
poligonos regulares inscritos y

la de la circunferencia?

7: Céalculo de éareas
sombreada
7: Implicito: Concepto de

infinito

9;: “El area de los
poligonos regulares se
va acercando al area de
la circunferencia”

9,: “Cada

aumente la cantidad de

vez que
lados de los poligonos
regulares, el &rea de esta
tiende al area de la
circunferencia”

95;: “Si los lados de los
poligonos regulares son
cada vez mas pequenios,
el area de esta tiende al
area de la circunferencia”
6: Implicita: concepto de
limite

0: Implicita: Limite de

sucesion

Primer momento:
Explorar el

comportamiento

geométrico, para el
andlisis de limite de
algin  comportamiento

sucesivo.
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Observen la siguiente sucesion

10
3

13 , .
e donde su término

3n+4 .
general es — Realicen las

siguientes actividades y
expliquen sus respuestas.

T,: Encuentren los términos de
la sucesion para

5;n=100;n = 1000.

n=1n=

¢Qué
pueden concluir al analizar la
distancia entre los distintos
términos de la sucesion y el
los

nimero 3? ¢Y entre

distintos términos de la
sucesiény el nimero 6? ¢ Y con
el niamero 10?

T,: Ahora grafique la sucesion.
¢,De qué manera el grafico de la
sucesién permite visualizar y
verificar la respuesta que dieron
a la pregunta a)?

T;: Una de sus compafieras
dice que, en algun momento,
para un término de n, la grafica
de la sucesion tocara el nimero
3 Otra compafera indica que
para ningln término de n la
grafica tocara el numero 3.
¢Qué

Justifique.

piensan ustedes?

7: Implicita: Concepto de
distancia para la
justificacion de limite de
sucesiones

T: graficar sucesiones

7: implicita: Sucesiones

convergente o divergente

9,: “la distancia entre los
términos de la sucesion y
el nimero 3 es cada vez
mas pequefia, en vez
que para los nimeros 6y
10, es cada vez mas
grande”

9,

95" Para ningun término

de n, la gréfica tocara el

numero 3”

6: Implicita: Justificar
convergencia con
definicién de limite de

sucesion, mediante el

concepto de distancia

Primer Momento:

Que hay sucesiones en
las que sus términos se
van acercando a un valor
numéricol y que, en
estos casos, la distancia
entre sus elementos y
ese valor numérico es
cada vez mas pequefia.
Que hay sucesiones en
las que sus términos no
se acercando a un valor
numeérico [ determinado;
en estos casos la

distancia entre  sus
elementos y un valor
numérico es cada vez

mas grande.

Segundo Momento:
Cuando la distancia
entre los elementos de
una sucesioén y un valor [
mas

es cada vez

pequefia, entonces la
sucesion tiene un tope o
“limite”, y es convergente
a dicho valor.
Cuando la distancia
entre los elementos de
una sucesion y un valor [
es cada vez mas grande,
entonces la sucesién no
tiene un tope o limites, y

no es convergente.
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3.3.2.2 Secuencia Didactica Parte 2: Establecer hipd4tesis sobre limites de sucesiones.

En la segunda parte de la secuencia didactica, se trabaja el segundo momento y el tercer momento,

luego de finalizar las respuestas escritas de los estudiantes, la profesora encargada del curso en el

cierre de la clase la profesora, formalizara el concepto de definicién de limite de sucesién mediante

nocién de distancia vista en la primera parte de la secuencia y en esta segunda parte. Es decir: a,, =

le |la, -l <e.

A continuacion, se realizara una tabla con las preguntas de cinco problemas de un total de siete, ya

que las otras dos tienen el mismo propdsito (anexo)

Tabla 6

Tipo de problema (Tareas)

Técnicas matematicas

tecnologia-tedrico

Propdsito investigativo

Dada la siguiente sucesion

9 38 , .
6,5,;, ..donde su término
4n?42 g
general es ——ysu gréfico es
de la forma:

T,: Proponga, si es que es
posible, hacia qué ndmero
tiende o converge, la sucesién
observando el comportamiento
en el gréfico.

T,: Dado su andlisis en la
pregunta anterior

JPor qué

concluyé que ese es o no es el

T:  Interpretacion  de
grafico

T: Distancia entre
términos de la sucesiony

candidato de ser limite.

9;: “Observando el
gréfico posible candidato

a limite el nimero 4”

9," la distancia entre los
términos de la sucesion y
ndmero 4 es cada vez
mas pequena”

6: limite de sucesion
mediante el concepto de
distancia

6: Convergencia de

sucesion

Segundo Momento:
Reconocen, desde la
grafica, sucesiones que
tienen un
comportamiento

y lo
diferencian de

convergente,

sucesiones que tienen
un comportamiento
divergente.

Tercer Momento:

En el caso de
sucesiones que sean
convergentes, proponen
hipétesis sobre el valor
hacia el cual convergen,
o sea el valor que es su

limite.
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limite de la sucesién y no otro

valor?
Dada la siguiente sucesion | 1: Interpretacion de | 9,: “Observando el | Tercer Momento:
3,3,3...3,... donde su | gréfico grafico posible candidato | Establecen el valor hacia

representacioén gréfica es:

T,: Proponga, si es que es
posible, hacia qué ndmero
tiende o converge, la sucesién
observando el comportamiento

en el gréfico.

T,: Dado su andlisis en la
pregunta a) ¢ Por qué concluyé
que ese es 0 no es el limite de
la sucesion y no otro valor?

T;: Dada la siguiente sucesion
a,a,a..,a..con aeR ¢Existe el

limite para esta sucesion?

7: La distancia entre los
términos de la sucesiony
el candidato a limite es

pequefia (o cero)

a limite el numero 3”

9,:.” la distancia entre los
términos de la sucesion y
niamero 3 es cada
siempre 0”

95:” la distancia entre los
términos de la sucesion y
la constante a es
siempre 0”

6: limite de sucesion
constante mediante el
concepto de distancia

6: Limite de una
sucesién constante

6: Convergencia de

sucesion constante

el cual convergen las
sucesiones constantes,
en cuyo caso el limite es
la constante y se anota:

a = a,con aer .

Justifique
T,: Dado al estudiar de los | 7: La distancia entre los | 9;: “ocurre que los | Tercer Momento:
problemas anteriores, podria | términos de la sucesiony | términos de la sucesién | En el caso de

identificar algunas condiciones
que debe tener la sucesién para

que converja. Justifique

el candidato a limite es
pequefia

7: Si los términos de la
sucesioén en el
denominador crecen mas
rapido que los términos
del numerador, converge
ao

en el denominador
siempre son mas
grandes que el

numerador, entonces es
convergente”

9,: “si ocurre que los
términos de la sucesién

en el numerador son mas

sucesiones que sean
convergentes, proponen
hipétesis sobre el valor
hacia el cual convergen,
o sea el valor que es su

limite.
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7: Si los términos de la
sucesion en el
numerador crecen mas
rapido que los términos
del

sucesion no es

denominador, la

convergente

7: Si los términos de la
sucesién en el
numerador y en el
denominador crecen de
igual manera, entonces
la sucesién converge a

un numero distinto de 0

grandes que el

denominador, entonces
la sucesibn no es

convergente”

T,: Dada la siguiente sucesion

11 .
1,5,5,...donde su termino

1
general es — Respecto a su
analisis en la pregunta 5)
JExiste el limite de esta

sucesién? Justifique

7: La distancia entre los
términos de la sucesion y
el candidato a limite es
pequefia

7: Silos términos de la
sucesioén en el
denominador crecen mas
rapido que los términos
del numerador, converge
a0

9;: “como los términos
de la sucesiéon en el
denominador  siempre
son mas grandes que el
numerador, entonces la
sucesioén converge a 0”

6: Definicion de limite de
sucesién, mediante el

concepto de distancia

Tercer Momento:

Establecen el valor hacia
el cual converge Ila
sucesion cuyo término
general es 1/n, en cuyo

caso es 0, y se anota:
1

n

=0

3.3.2.3 Secuencia Didactica Parte 3: Calculando limites de sucesiones.

En la tercera parte de la secuencia didactica, se trabaja el cuarto momento y quinto momento, luego

de finalizar las respuestas escritas de los estudiantes, la profesora encargada del curso en el cierre de

la clase establece que el limite de la suma de dos sucesiones convergentes es igual a la suma de los
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limites de cada sucesién. Es importante que comprendan que esto ocurre, si y solo si, cuando los

limites de ambas sucesiones existen, es decir:

Sia, =1yb,=h ,entonces lim a, + b, = lima,, + limb,=1+nh
n—-oo n—-oo n—-oo

A continuacion, se realizara una tabla con los problemas, se tomaran en cuenta so6lo dos problemas

de los cuatro en total, mientras que los otros dos problemas tienen el mismo fin que los que se van a

analizar (anexo).

Tabla 7

Tipo de problema (Tareas)

Técnicas matematicas

tecnologia-tedrico

Propésito investigativo

Se desea calcular el limite de la

. . . s 6n+2
S|gwente sucesion X Para

esto observa lo siguiente:

en+2 6n 2 1
——=—+-—=6+—
n n n n
T,: ¢Cbémo podrias usar esta
equivalencia algebraica para

calcular el limite?

Una compafiera realiz6 lo
siguiente:
6n + 2 . 2
—=1lim6+—
n n—-oo n

2
=lim6+ lim—=0

n—-oo n—-oon
Otra compafiera realiz6 lo
siguiente
6n+ 2 ) 2
——=1lim6+—
n—-oo n

2
=lim6+lim—=6

n—-oo n-on

T Factorizar

expresiones algebraicas

7: Justificar mediante el

concepto de distancia

7: Paravalores de n la
sucesion se va
acercando cada vez al

candidato de limite

Y;: “La distancia entre los
términos de la sucesion y
candidato a limite O, es
cada vez mas grande.
Por otro lado, la distancia
entre los términos de la
sucesiéon y candidato a
limite 6, es cada vez mas
pequefia”

9,: “Para los valores de n
cada vez mas grande,
los términos de la
sucesién se van
acercando al numero 6,
por lo tanto, el limite de la
sucesién converge a 6”
6: Definicion de limite de
sucesién, mediante el

concepto de distancia

Cuarto Momento:

Elaboren técnicas para
calcular limites  de
sucesiones utilizando los
limites de sucesiones
establecidos en la parte

Il de la secuencia.

64




T,: ¢Qué opinas?

tendra razén? Justifique

¢ Quién

T,: Calcule el limite

siguiente sucesion:

—7n5 +2
5

de la

T Factorizar
expresiones algebraicas
7: Utilizan el método del
problema anterior

1: Paravaloresden la
sucesion se va
acercando cada vez al

cierto namero

9,:” utilizando el método

anterior, al factorizar nos

. 2
quedaque: =7 + lim — .

n-oon

Por lo visto la clase
anterior, el limite de una
sucesioén constante, es la
misma constante y la

otra sucesion converge

Quinto Momento:

Elaboren técnicas para
calcular  limites de
sucesiones utilizando los
limites de sucesiones
establecidos en la parte
Il de la secuencia.

Realicen equivalencias

algebraicas para calcular

0, por lo tanto, el limite de o _
la sucesion es -7" limites de sucesiones.
9,.” para valores n muy
grandes, los términos de
la sucesibn se van
acercando cada vez més
a-7

6: Definicion de limite de
sucesién, mediante el

concepto de distancia

En la primera parte de la secuencia (S;) es cuando los estudiantes empiezan explorar el concepto de
distancia (primer momento: distancia (dM;)), el proposito de esta parte de la secuencia es la
exploracion de sucesiones mediante el concepto distancia entre la sucesién y los elementos de estas,
es decir, que va sucede cuando n es cada vez mas grande, ¢ la distancia es cada vez mas pequefia o
cada vez mas grande?, luego usar esta técnica para justificar en la segunda parte de la secuencia (S,),
donde aqui ya se teoriza el concepto, para luego utilizar estas herramientas vista en las otras dos
partes de la secuencia, tanto numeérico y grafico
(segundo momento: distancia (dM,) y tercer momento (dMs)), el propésito de S, es realizar hipotesis
y determinar limite de sucesién, ademas de justificar limites “conocidos”, entonces es importante que
la secuencia Sy, los estudiantes comprendan el concepto de distancia para justificar limite de sucesion,
que esta es la base para la parte S,. Para el desarrollo de la tercera parte de la secuencia didactica

(S3), el proposito es de calcular limite de sucesiones utilizando algebra o justificando mediante el
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concepto de limite para el calculo, donde justifican utilizando las tecnologia-teoria, aprendidas en s; y
S, (cuarto momento: distancia (dM,) y quinto momento (dMs), en el siguiente cuadro se resumen las

conexiones entre las tres partes de la secuencia didactica.

S dM, Sz
dMg
S3
am,

Como se puede observar, dM; se considera en la interseccién entre las tres partes, ya que se justifica
el calculo algebraico, donde los estudiantes podran usar cualquier de las técnicas aprendidas para
justificar el célculo de limites de sucesiones, estas sean grafico, numérico y algebraico, y para la
justificacion utilizan el concepto de distancia, es decir, la distancia entre los distintos términos de la

sucesion y posible limite es cada vez mas pequenia.

3.3.3 Fases 3 del Estudio: Cuestionario Posterior

El cuestionario posterior se trabaja el sexto momento, es decir el momento de la evaluacion, los
estudiantes podran justificar sus respuestas utilizando cualquier de los registros ensefiados en la

secuencia didactica, donde lo esencial es utilizar el concepto de distancia para su justificacion.

A continuacion, se realizard una tabla con los problemas, indicando que parte de la secuencia se esta
evaluando, indicada con el apartado de proposito, cabe recalcar que el estudiante podra usar

cualquiera de las técnicas aprendidas en las tres partes de la secuencia didactica.
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Tabla 8

Tipo de problema (Tareas)

Técnicas matematicas

tecnologia-tedrico

Propdsito investigativo

T,: Explique con sus palabras
gué es para ti el concepto limite
de sucesion

7: Definicién de limite de

sucesion

9,: “Es el valor

tiende los términos de la

que

sucesion”
0: Definicion implicita de

[imite de sucesién

Identificar

nocioén

de

limite de sucesién

Comparacion
cuestionario
post.

Secuencia

previo y

didactica

para evaluar: S;, S,, S5

T,: Calcule:

3+ 27n
81n2 —1

T Factorizar
expresiones algebraicas
1: Paravaloresde n la
sucesién se va
acercando cada vez al

cierto nimero

9,:” utilizando el método
anterior, al factorizar nos

queda que:

81n2-1
. 27
lim

n—oo 81n—1

Luego la  sucesion
converge a 0, ya que en
el denominador el
término de la sucesién
crece mas rapido.”

9,:” para valores n muy
grandes, los términos de
la sucesibn se van
acercando cada vez mas
a0

6: Definicion de limite de
sucesién, mediante el

concepto de distancia

Secuencia

para evaluar: S,

didactica

T;: Observe la siguiente
g 11 26 47 74
"4’ 9’ 16"25" "

sucesion

’

donde su término general

3n?

-1 . .
es —;—. Debido a lo anterior ¢, A
n

cudl de estos nimeros (2,3 0 4)
converge la sucesién

sefialada?

7: Concepto de distancia
para la justificacion de
limite de sucesiones

T: Sucesién convergente

9,: “la distancia entre los
términos de la sucesion y
el nimero 3 es cada vez

mas pequefia, entonces

la sucesién es
convergente a dicho
numero”

Secuencia

para evaluar: S;

didactica
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6: Justificar
convergencia de limite
de sucesién, mediante el

concepto de distancia

Ty: Dada el siguiente
comportamiento gréfico,
justifigue a que nuamero

converge o no la sucesién, cuyo

P . 1-n
término general es >

T:  Interpretacion  de
gréfico
T Distancia entre

términos de la sucesiony
candidato de ser limite.

9,:” la distancia entre los
términos de la sucesion y
ndmero 0,5 es cada vez
mas pequena”

6: limite de sucesion
mediante el concepto de
distancia

6: Convergencia de

sucesion

Secuencia

para evaluar: S,

didactica

Ts: Determine, si existe o no el

3

limite para la sucesion —
ne-1

Explique y justifique.

7: Concepto de distancia
para la justificacién de

limite de sucesiones

7: Sucesién no
convergente
T Factorizar

expresiones algebraicas
7: Para valores de n la
sucesion va creciendo

cada vez mas.

9" para valores n muy
grandes, los términos de
la sucesioén van
creciendo cada vez mas,
entonces la sucesion no
es convergente”

9,:” los términos de la
sucesién en el
numerador crecen mas
en el

rapido  que

denominador, por lo
tanto, la sucesion no es
convergente.”

6: limite de sucesion
mediante el concepto de
distancia

6: Convergencia de

sucesion

Secuencia

didactica

para evaluar: S;, S,, S5
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T,: Dada la siguiente sucesion
1 -11 ot .

-1,-,—,-,... Justifique si
2°3 4

tiene limite o no.

7: Concepto de distancia
para la justificacion de
limite de sucesiones
T:  Interpretacion  de

grafico

9"  Graficando  los
términos de la sucesion,
se puede observar que

va a convergera 0.”

9, los términos de la
sucesién en el
denominador van
creciendo cada vez mas,
en el

en cambio

numerador va
cambiando entre -1y 1,
por lo tanto, la sucesion
cada vez

se va

acercando a 0.

Secuencia didactica

para evaluar: S;, S5, S;

CAPITULO 4

4.1 Analisis a posteriori

En este apartado se van a exponer las respuestas de los estudiantes y también las intervenciones de

la profesora que se realizé durante la clase, y las preguntas abiertas, cuando se presentaba la

formalizacién del concepto. Cabe destacar que a la docente se le explico las tres partes de la secuencia

didactica mediante reuniones presenciales y virtuales. Ademas, se le explico que debia ser una

profesora guia y no intervenir en los procesos de los estudiantes en el desarrollo de la secuencia

didactica. Por dltimo, se realizaron tres presentaciones (anexo), una por cada cierre de cada parte de

la secuencia didactica para formalizar los conceptos.
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La anotacion que se ocupara a continuacion es:

P: Profesora

E;: Estudiante i-nesimo

R;: Respuesta al problema con i el problema a resolver

C:. Comentarios generales

Ademas, en las clases se formaron grupos al azar, aun asi, las respuestas eran de forma individual.
Estos grupos estan formados de la siguiente forma:

grupo 1. E;,E, E

grupo 2: E,, Es, E¢

grupo 3: E,, Eg

En cada apartado de la secuencia didactica se expondra las respuestas de cada estudiante y luego la

intervencién de la profesora de las clases grabadas, es decir, Inicio, desarrollo y cierre de clase.
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4.1.2 Analisis a posteriori; Cuestionario previo

Este apartado de andlisis, se rige el siguiente objetivo especifico:

Identificar las comprensiones de limite de sucesiones que tienen estudiantes de tercero afio medio en

el electivo de matematicas limite, derivada e integrales, antes de la implementacién de la secuencia

didactica, mediante el desarrollo de las relaciones entre los procesos graficos, numéricos y algebraicos.

Dada las respuestas que se muestran a continuacion, se realizaron dos clases de repaso, que se

consideraba fundamental para realizar las tres partes de la secuencia didactica, estos repasos fueron:

graficar sucesiones, factorizacién, célculo de area sombreada e interpretacion de grafico.

4.1.2.1 Respuestas Estudiantes

Tabla 9
E; R, R, R, R, R Re R,
E, | A una | No No grafica No calcula el | No factoriza Si ya que la | Noresponde
distancia identifica area diferencia  es
de 6 los puntos minima y es
menor probable
que altere un
resultado
E, | A 6 | Identifica No grafica No recuerdo la | Intenta Si es, ya que al | No conozco el
unidades los puntos férmula  para | factorizar pasarlo a | concepto
de calcular el area fraccion seria 1
distancia de un circulo,

pero  deberia
calcular el area
de uno de 4cm
de radio y el

area de uno de
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12 cm, para
luego restarlos

y obtener el

area
sombreada
E; | 6 numeros | Identifica No calcula No factoriza No seria uno | No responde
de los puntos porque si le
distancia agregamos 1
daria como
resultado 1,999
E, | 6 nimeros | ldentifica Si calcula el | No factoriza No, porque auln | Es uno dividido
de los puntos area faltan algunos | por el dato que
distancia sombreada decimales para | se muestra por
gue sea exacto, | eso sera
aunque si lo | decimal
aproximan ahi
seria uno, pero
aun no seria un
1 exacto
Es | 6 espacios | Si No calcula el | No factoriza Por parecer ser | Que puede ser
de identifica area 1 tiene que | un término para
distancias | los puntos pasar por | otra etapa
ndmeros
negativos
primeros y para
que sea
0,999... no
tiene fin, no
seria 1
E;, |El -2 se | Si Confunde el | Si  factoriza, | En algunos | Para mi, seria
encuentra | identifica radio con el | pero no | casos podria | como un “tope”
a 6 | los puntos diametro, el | simplifica considerarse 1, | o “maximo” que
ndameros proceso para por ejemplo, en | se le pone a
del -4 calcular el area construcciones | ciertos numeros

sombreada es

correcta

donde una
medida nunca

sera perfecta,

0] areas

geomeétricas
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por lo que se
utiiza lo mas
cercano a ella.
Entonces si se
considera que

0,999...es 1

E; | La Identifica | - No calcula el | Si factoriza y | No, ya que son | Para mi
distancia los puntos area simplifica en si nimeros | concepto de
que hay sombreada infinitos y van a | limite de
del -2 al 4 continuar sucesién es que
esde 6 siendo infinitos | hay un cierto

sin llegar a un | limite en este

ndmero entero. | caso en los
nameros y de la
sucesioén es que
cuando llegan a
un limite los
nameros
nreemplaza o
toma los valores
grandes.

Eg | EI -2 del 4 | Si - No calcula el | Factoriza y | Dado que entre | Es el valor al
se identifica area simplifica dos numeros | que tienden los
encuentra | los puntos sombreada distintos  hay | términos de la
a una infinitos sucesion
distancia 6 ndmeros cuando n toma

racionales valores muy
grandes

C | No hay | No hay | Claramente | Si algunos | Ninguna El concepto | Se habla de
problema | problema | hay tienen la idea | respuesta se | infinito esta en | términos para
respecto en deficiencia de cémo | realizé una | juego en este | valores muy
al calcula | identificar | en graficar | calcular el &rea | apta problema, grandes de n.
distancia par sucesiones. | sombreada, no | factorizacion y | donde la | Ademas de que
entre dos | ordenado recuerdan la | simplificacion. | mayoria hay un “tope”
ndameros en la | Se repasa | féormula de la | Se repesa | concluye que | que alcanza la

grafica cémo circunferencia. | factorizacion: no puede ser 1, | sucesion

Como en |la

cuadrado de

ya que hay
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graficar secuencia no | Binomio y | infinitos Estas

sucesiones | esimportante el | suma por su | decimales, esto | respuestas
célculo en si, se | diferencia que no | intuitivas de
le recuerda la concluyen que | limite de
formula y la en algn | sucesion  son
pueden revisar momento en el | interesantes

al momento de infinito el | asumiendo que
implementar la 0,999... esigual | no conocen el
secuencia al concepto.

didactica. Recordando que

son estudiantes
del

estadistica y

electivo de

probabilidades.

Conclusiones:

Dado a las respuestas de los 8 estudiantes en el cuestionario previo, se repasoé los siguientes: concepto
de sucesion, graficar sucesiones y factorizacion. Es esencial para esta secuencia didactica que los
estudiantes comprendan el concepto de sucesion, ya que en las tres partes de la secuencia se utiliza
dicho concepto. La gréfica es la base de la primera y segunda parte de la secuencia didactica, esto es
para intuir y establecer limites de sucesiones respectivamente. Y la factorizacion es para el calculo de
limites de sucesiones, para la tercera parte de la secuencia didactica. El repaso de estos contenidos

se realiz6 en 2 clases antes de la intervencion de la secuencia didactica.

Recordemos que este cuestionario previo responde el siguiente objetivo:

Identificar las comprensiones de limite de sucesiones que tienen estudiantes de tercero afio medio en
el electivo de matematicas limite, derivada e integrales, antes de la implementacion de la secuencia

didactica, mediante el desarrollo de las relaciones entre los procesos graficos, numéricos y algebraicos.

Observemos que el concepto de limite de sucesién el 16% aproximadamente indica que se imaginan

gue es un tope, maximo o minimo de la sucesion, donde estos estudiantes el concepto de limite tendra
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un fin en algiin momento y el mismo porcentaje para el problema de 0,999 ... en fraccién es igual a 1,
donde el infinito es un concepto que no es propio de cada estudiante. Podemos concluir que antes de
la implementacién de la secuencia didactica, los estudiantes el concepto infinito y limite de sucesion

es deficiente.

A continuacién, se realizara los analisis y la tabla de las respuestas de los estudiantes de la

implementacion de la secuencia didactica.

4.1.3 Analisis a posteriori: Secuencia didactica

Este apartado de analisis, se rige el siguiente objetivo especifico:

Identificar y describir reflexiones de estudiantes durante el proceso de estudio de la secuencia didactica

implementada en el aula.

El analisis de la secuencia didactica se dividira en las tres partes que se expuso en el analisis que se
realizé en el analisis a priori. Ademas, en cada apartado se evidenciara las respuestas de la secuencia
didactica y su respectiva evidencia de video en tablas, para concluir de forma general. A continuacion,

se analizaré la secuencia didactica (S,)

4.1.3.1 Anélisis a posteriori: Secuencia didactica (S,)

A continuacién, se expondran las respuestas de los estudiantes de un total de 5 clases registradas en
audiovisual, donde se realizd su respectiva tabla con los comentarios de los E; y la P. Primero se

evidenciaran las respuestas de la secuencia didactica y luego las audiovisuales.
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Respuestas Estudiantes: (S;)

Tabla 10

Parte 1: Explorando el comportamiento de sucesiones

E R, R, R, R
E, | a) Todos valen | a) Mientras mas alto es el | a) Solo realiza los | a) Solo realiza los
menos que la | nimero divisor, mas esta | calculos, no | calculos, no
aproximacioén de del 3 y en los resultados | concluye concluye
decimales del 10 y al 6, g
b) Todos son | dan nimeros multiplos de
nameros mayores | 3
que 0
G — c)No realiza | c)No realiza
b) HM W, conclusion conclusién
S
s
c) Segun el gréfico
expuesto, ningun valor de
n tocara el numero 3
E, | @) Se hace menor a | a) Mientras mas grande | a) Que mientras | No responde

medida que aumenta

la cantidad de lados

b) El

circunferencias es

area de las

siempre la misma,
pero lo de los
poligonos regulares
aumenta si tiene mas
lados, mientras mas
lados, mas cercana
del

regular al

es el érea

poligono

sea n, menor sera la

distanciaa 3

b) no realiza grafico

c)no responde

més grande el

valor de n, es
mayor la distancia
al 0. Lo mismo
sucede con el 3y

el5

b) no realiza
gréfico

c)Que la
compafera  que

indica para ningun
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area de la

circunferencia

término de n, la
gréfica tocara al
namero O esta en
lo correcto, ya que
la sucesion se
aleja cada vez mas
del O

E; | Solo realiza calculos | Solo realiza célculos Solo realiza | Solo realiza
Calculos calculos
E, | a) Que entre mas | a) Entre mas grande sea | Solo realiza | a) La distancia
lados el nUmero mas | el nimero que se resta | calculos entre el ndmero
se va alejando (3,6,10) el numero final se cero es la misma ya
aleja mas o se distancia que al restar por
b) Yo concluyo que cero da el mismo
los ndameros entre resultado
mas lados los ) PR ——
nameros son r
menores, quiero decir -
que disminuye ' '
c)Se puede concluir
c)no responde gue estamos de
acuerdo con el
segundo
compafiero ya que
ningdn término de
la sucesion es cero,
pero solo se acerca
mucho.
Es | @) Se mantienenenla | a) Mientras mas alto el | Solo realiza | Solo realiza
misma distancia (no | valor, el resultado sera | calculos calculos

se esparce

totalmente)

b) Que si o si tendran

los mismos lados

negativo y se aleja mas
del 10
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b)

i

c)no responde

E, | a) La diferencia de la | a) Se puede concluir, que | @) Cuando se |a) Cuando se
circunferencia y el | mientras mas alto es el | compara con el | compara el valor de
poligono va a ir | nimero, mas grande sera | cero la sucesién | la sucesién con el
disminuyendo la distancia entre el valor | queda igual | nUmero cero esto
cuando el poligono | delasucesiony el nimero | mientras mas alta | queda igual. Y
tenga mas lados. es la sucesion | comparando con 3

—— mayor  distancia | y 5 mientras mas
b) Cuando un J hay pequefio es el valor
poligono regular tiene de la sucesion la
mas lados, la i b) distancia sera
diferencia entre la mayor
circunferencia y el | ¢c)No responde " 4 b)
poligono sera menor )
c)Estamos de
acuerdo que no
tocard el cero
porque se aleja c)Estamos de
acuerdo en que el
valor no tocara el
ndmero cero, pero
el valor se acercara
mucho al cero,
mientras mas alto
sea el valor de la
sucesion
E, | a) Entre mas lados | a) Mientras mas grandes | a) La distancias | a) Realiza calculos

tenga el poligono,
més pequefia sera su
diferencia con el area

de la circunferencia

sea el numero con el que
restamos los valores de la
sucesién, mayor sera la

distancia entre ellos y los

entre elnimero 0y
los valores de la
sucesion dan

como resultado los

b)
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b) Mientras mas
lados tenga un
poligono, el area de
estos se va

acercando mas a

distintos valores que nos
dieron (3, 6 y 10)
b)

mismos valores de
sucesion.

Respecto a las
distancias entre el

ndmero 3 y 5 los

c)no responde

3,14queesm valores de
c)no responde sucesion, entre
mas pequefo sea
el valor de la
sucesién mas
grande sea la
distancia.
b) no realiza
grafico
c)Estamos de
acuerdo con el otro
compafiero porque
ningun término de
la sucesién es 0,
se acerca mucho
al 0 pero no lo toca
Eg | a)Solo realiza | a) Podemos concluir que | a) Se puede | Solo realiza
célculos en cada sucesion va | concluir en la | célculos.

b) La circunferencia
de los circulos son
iguales, en cambio el
area de los poligonos
varia entre si

mismos.

aumentando su valor en la

distancia

b) no realiza grafico

c)no responde

sucesion en la que
se indica en el
gréfico es que
entre méas valores
n en x en y los
valores de la
distancia de los
ndmeros negativos

sera mas baja
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b) no realiza

grafico

c)no responde

C | a) el 50% responde
adecuadamente.
Resumiendo,
concluyen que entre
mas lados tenga el
poligono regular, mas
se va acercando a el
area de la
circunferencia, o la
distancia del area
entre ellas se va

disminuyendo

b) 50%
adecuadamente.

Responde

Interesante que 2

respuestas se
enfocan en la
aproximacién del
area del poligono

regular al area de la
circunferencia  que

esta es el nUmero

a) el 33% responde lo
esperado, que la distancia
entre los términos de la
sucesién y el nimero 3 es
mas pequefia comparada
con los nimeros 6 y 10.

Obstaculo: definicion de
distancia nameros muy
pequefios (negativos) o
ndmeros muy grandes

(distancia mas lejana)

b) 50% realiza el gréafico
correspondiente. La
mayoria no responde, lo
mas probable por tiempo
0 solo un compafiero
realiza el grafico vy
concluyen compartiendo
sus opiniones.

c) El 8% responde lo

esperado

a)el 50% concluye
que la distancia
entre los términos
de la sucesién y
los numeros 0, 3y

5, es cada vez mas

grande.
b) El 16% realiza el
grafico y nadie
realiza

conclusiones.
C)El 25%
concluyen que la
compafiera  que
indica que ninguno
valor para n la
gréfica tocard el

nimero 0

a) el 8% indica que
la distancia entre
los términos de la
sucesién y el 0 es
igual, pero para la
distancia entre el
namero 3 y 5 es
cada vez mas
grande.

b) el 41% realiza el
grafico y nadie
realiza

conclusiones.

c) el 16% concluye
que para ningan
término  de la
sucesion la grafica
tocard el nimero 0O,
pero la distancia es

z

cada vez mas

pequefia.

Conclusiones

Observemos que en esta parte de la secuencia (S;) al estudiar la distancia entre los elementos de la
sucesion cada vez mas grande respecto a un valor dado, concluyen que la distancia es mas pequefia
(50% pregunta 1, 8% pregunta 2 y 25% pregunta 3) e indican que nunca se topara, que es lo que se
esperaba, ya que el concepto de limite se formaliza al finalizar la s;, donde la profesora encargada

presentara mediante unas diapositivas la definicion mediante distancia.
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4.1.3.2 Anélisis de evidencia en videos: S

En la S; como es el inicio y exploracion, para el calculo de limites de sucesiones, se realizo tres clases

para realizar el cierre en este apartado.

En la tabla que se presentara a continuacién es de las tres clases que se realizé la parte s, donde se

muestran el inicio, el desarrollo y cierre, ademas los comentarios realizados por la profesora y

estudiantes. Al final se realizara una conclusién del cierre de la s;.

Clase 1: Se enfoca en el primer encuentro: Aproximacion del area de la circunferencia a través de area

de poligonos regulares.

Tabla 11

Momento P E; P C

Inicio Explica el primer problema, la | En general se preocupan de | En este  momento los
aproximacién del area de la | preguntar sobre la férmula de la | estudiantes estaban
circunferencia a través de | circunferencia y si es necesario | incomodos por ser grabados,
poligono regulares. calcular el perimetro es por esto por lo que en la

primera clase la interaccion
entre profesora y estudiante
fue escasa.

Desarrollo | Explica cémo calcular el 4rea de | Dudas generales de la férmula de | Los estudiantes se enfocan
cada poligono regular inscrito en | los poligonos inscritos demasiado tiempo en realizar
la circunferencia. los calculos.

Cierre Se realizan los célculos en la | Los estudiantes comparan sus | En este momento empiezan a

pizarra para comparar los

resultados de los grupos

resultados y empiezan a
responder los problemas de la

secuencia didactica

realizar comentarios grupales
de lo que va pasando sobre la
circunferencia y los poligonos

regulares.
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Clase 2:

Tabla 12

Momento P E; P C

Inicio Se recuerda sobre el problema del | No realizan comentarios Primer encuentro de sucesién y
area de la circunferencia y que un nimero para la introduccion
estd ya no se debe responder se del concepto distancia para la
deben enfocar en los siguientes justificacion del calculo de limite
problemas. de sucesiones.

Desarrollo | Se mantiene constantemente | E, : debo calcular la distancia | Los estudiantes observan que

respondiendo dudas (célculo de
distancia). Se realiza  un
recordatorio sobre la distancia

entre nameros.

entre los valores de la sucesion y
el nimero tres, luego el seis y el
10

P: si, exactamente calcular esa
distancia entre los distintos

valores.

E,: Debes compararlo con el
namero 3y luego con el nUmero

6 por ultimo, con el 10

Es: ...entre mas grande el
ndamero, el nUmero mas se va
alejando, o sea del valor, pero
hay nimeros negativos

P: recuerdan qué el valor debe
ser la distancia entre dos

nimeros

E,: positivos

P: si, recuerden que el valor

absoluto es siempre positivo

3’

va sucediendo “algo extrafio’
entre los términos de la
sucesibn y los  distintos
nameros, que algunos se van
alejando y para otro se va

acercando.
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E,: Entonces, entre mas grande
sea el valor, mas distantes van a

hacer.

Es: Aqui podemos concluir que la
distancia de la sucesién 100 y
1000, hay una distancia de 0,001
P:...me estas diciendo algo bien
particular, calculaste la distancia
de cada término al 3 observarlas,
y puedes elegir una conclusion
particular. Luego vas a observar
la distancia obtenida con el 6 y
después observar la distancia
obtenida con el 10... luego
realizar una conclusién general
para esos tres casos.

E,: La distancia entre las
sucesiones va aumentando mas,
mediante la sucesién sea mas

grande

E;: la distancia va disminuyendo
con el nimero 3, pero si el
ndmero es mayor que 3 la
distancia va  aumentando.
Cuando vi que si el nimero es 4

0 6 la distancia aumenta.

Cierre

En este apartado no se realiza
cierre, ya que para la siguiente
clase se debe terminar los
problemas de la ultima parte de

la S,
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Clase 3:

Tabla 13

Momento P E; P C

Inicio En esta clase so6lo tendran 20 | No realizan comentarios
minutos para terminar los
siguientes dos problemas, para
luego realizar el cierre de la
clase.

Desarrollo La profesora constantemente se | E,: este es mayor que ese, entre | Se debe destacar que los
va moviendo dentro del aula, | mas grande sea el nimero, mas | estudiantes preguntaban
respondiendo  dudas  sobre | grande sera la distancia. mucho sobre calculos y estas
céalculos, ademés de guiar a que dudas no se han considerado
es lo que estan observando (los | E;: si eso me di cuenta ya que no van al caso del
estudiantes) de la distancia entre objetivo de este trabajo.
los términos de las sucesionesy | E,: Me di cuenta de que los
los distintos nimeros. decimales van siendo mas | En este momento, la

pequefios. exploracion de las sucesiones a
través del concepto de
E,: si verdad, la distancia antes | distancia, los estudiantes en
era 0,99999, después 0,3333 y | general observan mediante el
después 0,0000... y no llegaba a | grafico y sus calculos, que los
tocar al niimero. términos de las sucesiones y
los nimeros, que solo uno o
ninguno se va acercando, y
para los otros solo se alejan.

Cierre Se realiza una exposicion de tres | P: Si tuviera otro poligono | En el problema del area de la

problemas: el del area de la | regular, en la misma | circunferencia y los poligonos

circunferencia y los poligonos
regulares inscrito en ella y dos
sucesiones (uno convergente y

otro no)

circunferencia, pero ahora de 96
lados. ¢ Cémo seria la diferencia
del area de este poligono y la

circunferencia? Respecto al

regulares inscritos en ella,

algunos estudiantes
intuitivamente observaban que

a medida que los lados
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Se realiza preguntas donde los
estudiantes van respondiendo,
segln lo que respondieron, pero
también algunos cambian sus
respuestas (verbales, en estos
momentos los estudiantes, se les
comento que no pueden cambiar

Sus respuestas en la secuencia)

diferencia el é&rea de Ia
circunferenciay el poligono de 12
lados, sabrian si seria igual,
mayor o menor

E,: Como la circunferencia es
igual todo el tiempo, como el
poligono tiene mas lado va a
estar mas cercana al area de la

circunferencia.

P: ¢ por qué podemos decir que el
area de ese poligono va a estar

mas cercana a la circunferencia?

E,: El &rea del poligono va a ser
mas grande, ya que tiene mas

lados y abarca mas el sector.

P: ¢ Cémo lo verificaron ustedes?

E,: con la diferencia entre el area
de la circunferencia y el poligono
P: ¢Es necesario realizar el
célculo del poligono de 96 lados
para concluir lo anterior?...
Ustedes estan concluyendo que
tengo més lado el poligono ¢ Qué

sucede?

E,: es mas chica la diferencia

P: ¢ Qué sucede con la diferencia
entre el area de la circunferencia
sucesivos

y los poligonos

aumentaban en los poligonos
regulares, el area de esta se va
acercando a la circunferencia.
Para verificar lo anterior
calcularon la “diferencia” entre
sus areas, que implicitamente
la distancia que hay entre el
area de la circunferencia y el
poligono regular.

Para los problemas de los
términos de las sucesiones y
los nimeros, pudieron observar
que los calculos realizados y el
gréfico, la distancia entre la
sucesién y el niumero 3 en el
primer problema es cada vez
mas pequefia, por otro lado, el
siguiente problema para ningun
namero la distancia entre los
términos de la sucesion se va
acercando, si no que se van

alejando cada vez mas.

Antes de la formalizacion del
concepto se realiza el primer y
segundo momento
mencionados en el analisis a-
prori. La profesora formaliza el
concepto:

“Para todo valor real € >0 se
puede encontrar un ndamero
natural N tal que todos los
términos de la sucesion, a partir
de un cierto valor natural n

mayor que N, la distancia entre
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regulares inscritos en ella,
cuando la cantidad de lados van

aumentando?

E,: Se hace mas pequefia cada

vez

P: podemos decir que tanto mas

pequefia va a ser esa diferencia

E,: Yo pienso que mas lado, va a
ser mas chica, pero no sé qué tan

chica puede ser

P:...retomando el problema 2 de
la secuencia... Si se desea

analizar la distancia entre los

valores de la sucesion y el
nimero 30 ¢Qué concluyen

ustedes sin realizar calculos?

E,: la distancia es mayor

Eg: va a ser mayor la distancia

P: En base a lo anterior ¢Para
cudles de los 4 ndmeros la
distancia entre los valores de la
sucesiébn es cada vez mas
mas

pequefia o cada vez

grande?

E,: En el 3 es mas pequefa y el

10 es mayor

los términos de la sucesién y un
namero | es cada vez mas
pequefia, cuando esto suceda
diremos que la sucesion es
convergente, o también
podemos decir que tiene tope,
0 que la sucesion tiende al o
que la sucesion tiene limite.
Algebraicamente se tiene:

la, —I] < €"

A continuacion, se vuelve a
retomar los problemas, ahora
los estudiantes hablan sobre el
tope o convergencia de la
sucesién, es decir, utilizan la
los

distancia para justificar

problemas.
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P: Observando el grafico de la
sucesion, que podemos
comentar respecto a la distancia
entre los distintos valores de la

sucesién y los numeros 3, 6 y 10

E,: la distancia va disminuyendo
al 3

P: y la distancia entre el 6

E,: es mayor la distancia

A continuacion, ya se formalizo la
obra matematica de limite de
sucesion mediante el concepto
de distancia y se retoma las

siguientes preguntas:

P: Reconsiderando el problema
de Arquimedes...;Qué podrian
concluir respecto al area de los
poligonos regulares inscritos en
la circunferencia, cuando la
cantidad de lados aumenta cada
vez méas? Es decir, tendra un

tope

E,:siel0

P: Por qué crees tl que es 0

E,: ya que la diferencia se va

acercando al O es decir, va a dar
0,00...
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P: ¢Cual seria el limite de las
areas de los poligonos respecto
a la circunferencia?

Todos: el 0

P: qué indica el 3 en este

problema

Todos: es el tope de la sucesion
P: ¢ ustedes creen que la grafica
tocara el numero 3?

Todos: no tocara el nimero 3

El otro problema, no es

convergente

P: si esta distancia aumenta, que

podemos decir de esta sucesion

E;: No tiene limite

E,: estd mas lejos del 0, no lo

tocara

E,: no es convergente

Eg: que no tiende al O

P: ¢Qué concepto recatamos

hoy?

E5: convergente estar mas cerca

del nUmero
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E,: épsilon

P: ¢Qué representa el numero

épsilon?

Es: Representa un numero

pequefio

P: ¢ Qué otro concepto aparecio?

E4: Limite

P: ¢ Qué era el limite?

Eg: es el tope

P: ¢Qué le voy calculando la

sucesién para encontrar este

tope?

E,: la diferencia

E,: la distancia

Conclusiones

Observamos al momento de formalizar el concepto de distancia para estimar limite de sucesiones, los
estudiantes empiezan analizar los problemas y relacionan sus respuestas en la secuencia, y por lo
formalizado de la docente, donde comenta que si la distancia entre los distintos valores de la sucesién
y un nimero dado, y esta distancia es cada vez mas pequefia entonces hay tope, dejando claro que
graficamente no lo tocara nunca dicho nimero. Por ejemplo, en caso el problema de Arquimedes,
indicador que el si los lados de los poligonos sean cada vez mas, la diferencia entre el area de dicho
poligono con la del circulo se va aproximando a 0, y en los siguientes problemas indican que existe
limite de la sucesion cuando la distancia es pequefia y no existe cuando la distancia es cada vez mas

grande, comparando las respuesta en la secuencia se enfocaban en responder que la distancia es
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cada vez mas grande cuando los nimeros van creciendo, como por ejemplo en el problema dos, visto
en la tabla parte 1

En esta parte de la secuencia el estudiantado juega un rol protagénico para su aprendizaje, donde se
trabaja con la nocion de distancia para estudiar comportamientos infinitos, relacionando sus estudios
con los comportamientos gréaficos y estas herramientas seran fundamentales para las siguientes partes

de la secuencia didactica.

Dado lo anterior, es el nlcleo de la secuencia didactica, es decir, la base de todo lo que viene a
continuacion que es la S, y S3, recordar la interseccion de las tres partes de la secuencia vista en la

fase preliminar.

4.1.3.2 Anédlisis a posteriori: Secuencia didactica (S;)

A continuacion, se expondran las respuestas de los estudiantes que se realizé solo en una clase donde
se registré6 en audiovisual, su respectiva tabla con los comentarios de los E; y la P. Primero se

evidenciaran las respuestas de la secuencia didactica y luego las audiovisuales.

Tabla 14

Parte 2: Estableciendo hipotesis sobre limites de sucesiones

E R, R, R, R, R Re R,
E, | a) Es | a) Si es | a) Este | No No No No
convergente | convergente grafico no | responde responde | responde | responde
porque porque tiende | es
podemos ver | airal -3,5 pero | convergent
el no lo subir4. e porque...
comportamie | b) Podemos | (deja la

nto si los | analizar al | respuesta a

puntos observar el | media)

tiendenir al 0 | grafico que al | b) no
llegar a cierto | responde
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b)Por el

comportamie

nto de los
puntos que
tienden ir

hacia el O

pero no lo

punto tienden
a formar una

linea recta

sobrepasan
E, | a) Si, haciael | a) Si, haciael- | a) No, es|a)Siel3 A medida | Si,el0,ya | Si, a,

0 3,5 una b) Ya que | que se | que, a | porque
b) Porque | b) Ya que la | sucesion todos los | utilicen “n” | medida todos los
comienza a | distancia al - | divergente, | términos de | mas que n | términos de
acercarse de | 3,5 es cada | ho tiene | la sucesion | grandes, correspon | la sucesion
a poco, deja | vez menor, ya | limite correspond | los da a | correspond
de generar | no existe | b) Concluy6 | enal 3 términos nameros | ena‘“a’
mayores mayor que no deben mas
distancias. El | variacion tiene limite, poseer grandes,
0 es el porque las menor los
namero mas | no demuestra | distancias distancia | términos
cercano calculos no se entre ellos | seran

acercan a y  estar | cada vez

un ndmero cada vez | més

en mas cerca | similares

especifico, de un | a 0, pero

solo crece namero nunca 0

sin parar. especifico

E; | @) La | a)tiende al 3,5 | a) Es una | a) Tiende al | Que la | Si existe | Si la

sucesién b) Porque | sucesion no | nimero 3 distancia | un limite, | sucesion
tiende a 0 nuevamente convergent | b) Porque | entre los | el cual se | siempre es
b) Porque | las distancias | e se ndmeros | encuentra | a, entonces
cada vez es | entre los mantiene de la | en 0 0 en | el resultado
mas minima | nimeros que | b) Porque | siempre en | sucesién | los de a seré a,
la diferencia | suceden se | segun la|el mismo | vaya decimales | siendo a, el
entre los | van haciendo | gréfica, no | numero, disminuye | de  este | limite de
nameros que | cada vez mas | parece siendo el 3 | ndo (ej: sucesion.
suceden, sin | pequefias, en | tener limite, | el limite
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sobrepasarel | la recta, por | la distancia _r -
; . 10000000
namero 0 ejemplo, la | entre los 0.0000001
distancia entre | nimeros )
el ndmero de | que
sucesion 4 y | suceden
10 es casi | parece ser
infima practicame
nte la
misma
siempre, ni
mas, ni
menos.

E, | a) La | a) Es | a)No,noes |a) Si es | Si el | No es | Si es
sucesion es | convergente convergent | convergent | denomina | converge | convergent
convergente | porque sutope | e, ya que | e, ya que | dor el “n” | nte e ya que
ya que cada | seriael -3,5 los tienen un | esta porque “n” | tiene un
vez se va |b) Porque que | nUmeros se | limite que | elevado a | no esta | limite que
acercados a | los nimeros se | alejan mas | seria 3 2 es | elevado a | seria “a”
su limite estan b) Porque | b) Porque | converge | “2”

b) Ya que el | acercando a | no tiene un | los nte, y si

nimero se | un limite vy | limite los | nUmeros los

esta después se | niUmeros tienen un | nlmeros

acercando al | quedan ahi | solos se | limite y no | de arriba

limite que | haciendo como | alejan mas | sobrepasan | el primero

seria 0 una linea este. es
negativo y
el
segundo
positivo -
atb

Es | @) Es | a) Si es|a) No es|a) Es | Ver si el | No es | Es
convergente | convergente convergent | convergent | “n” esta al | converge | convergent
porque la | porque llega | e e n? nte e porque la
distancia se | hasta  cierto | b) No lo es | b) Es | sabemos distancia es
hace mas | punto el cual | porque la | convergent | si es igual y tiene
pequefia es su tope distancia va | e porque la | converge
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b) Porque | b) Porque los | aumentand | distanciaes | nte 0 no limite  (se
como puntos llegan | oy no tiene | igual para | (n?= es mantiene)
muestra el | hasta  cierto | limite todos los | converge
grafico, punto y se puntos Yy | nte n= no
ninguna mantiene una puede estar | es
distancia se | cierta distancia en el limite | converge
pasa del O, | sin sobrepasar (puede nte)
puede tocarlo)
tocarlo, pero
no sobre
pasar

E; | @) La | a) La sucesién | a) La | a) La | Si el | No, Si, ya que
sucesion es | es sucesion no | sucesion es | denomina | porque el | todos los
convergente, | convergente, es convergent | dor tenga | denomina | valores
tiende a 0 tiende a -3,5 convergent | e,tiendea3 | n? es | dor no | seran
b) Porque los | b) Porque los | e b) Porque | converge | esta iguales.
valores de la | valores de la | b) Porque | todos los | nte elevado al | (llegaron a
sucesién sucesion cada | lo valores | valores de cuadrado | su limite)
cada vez se | vez se acercan | de la | la sucesion
acercan méas | mas al -3,5, es | sucesion tocan el
a su limite, | decir, que la | cada vez | nimero 3
que es 0, la | distancia va | van
distancia disminuyendo | aumentand
cada vez se o la misma
hace mas cantidad,
pequefia por lo que

no tiene
limite

E, | a) La | a) La sucesién | a) La | a) Es | Si el “n” | No, Si, porque
sucesion Si es | sucesion no | convergent | en el | porque el | la sucesion
tiende 0 | convergente, y | es e, su limite | denomina | “n” esta | es
converge a0 | su limite seria, | convergent | es 3 dor esta | elevado a | constante,
b) Porque los | aproximadame | e, no tiende elevado a |2 ni el |es decir,
puntos de la | nte, -3,5 a ningan | b) Porque | 2, namero llega a su
sucesién van | b) Porque los | nimero, se muestra | entonces | de arriba | limite.
acercandose | puntos en | por lo tanto, | que los | es
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mas al 0, | algin no tiene | puntos se | converge | estd en
pero no pasa | momento se | limite mantienen | nte. negativo
mas alld de | mantienen b) Porque | en 3, es | También,
él. Entonces, | mads o menos | los puntos | decir, ya | cuando
el namero 0 | constantes, vy | de la | que llego a | converge,
es su “tope” o | eso pasa | sucesion su limite. los
limite cuando se van | cadavez se ndmeros
acercando al - | van de arriba
3,5, es decir, lo | alejando son
que no los deja | mas de un negativos
pasar 0 su | numero, Yy y después
limite si seria - | seguiran se suman,
3,5 asi porque cuando
no tienen no
limite converge
son
positivos
y se
restan
Es |a) En el]|a) El|la) No es|a) Si es|No No No
gréfico la | comportamient | convergent | convergent | responde | responde | responde
sucesién que | o Si es | eyaque se | e ya que su
converge es | convergente va alejando | tope o]
el 10 ya que | ya que tiene | del tope vy | limite es el
es su tope. tope, tiene un | del 0 3 y aunque
b) Es el]| limite. b) No tiene | pongan
namero  ya | b) Su limite de | limite mas
que llegando | sucesién esta | puede valores se
al nimero 10 | entre el -3y el - | seguir mantiene
no sigue | 4 subiendo igual
pasando vya sin  tener | b) EI3essu
gque es su limite limite  ya
limite que los
puntos se
mantienen
en el tope
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a) El

concluye que

81%

la sucesion
es

convergente
al nimero 0,
pero dos

estudiantes

indican que
es
convergente,
porque la

distancia es
cada vez
mas pequefa
b) el 75%
indican que
la sucesion
converge O
tiende al
namero 0,
porque la
distancia es
cada vez
mas

pequefa.

a) el 83%
indica que si es
convergente y
la mayoria
indica que
tiende al
namero -3,5

b) el 75%
responde o
esperado, dos
estudiantes

indican que el

limite esta
entre el -3y -4.
Cinco

estudiantes

comentan que
la distancia
entre la
sucesion y el
-3,5

es cada vez

ndamero

mas pequedia.
Por ultimo, dos
estudiantes

indican que se
imaginan una
recta que los
términos no lo

sobrepasaron.

a) El 75%
de los
estudiantes
indican que
la sucesion
no es
convergent
e.

b) El 75%
responde lo
esperado.
Algunos
indican que
la distancia
va
aumentand
0 cada vez
mas y no
hay un
namero que
se acerque
a la

sucesion.

a) El 100%
indica que
la sucesion
converge al
ndamero 3
b) el 100%
responde lo
esperado.
Algunas
respuestas
de los
estudiantes
son:

Ya que el
tope de la
sucesion se
mantiene
en 3,
entonces
este es el

limite.

El 16%
indica que
la
distancia
entre los
términos
de la
sucesién
y el
namero
concreto
debe ser
cada vez
mas

pequefia

El 27%
indica que
la

sucesion
Si es
converge
nte al O,
ya que
cuando n
es cada
vez mas
grande se
va

acercand
o] cada
vez mas
alo

El 63%
indica que
la sucesion
es

convergent
e y este es

a
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Conclusiones

Los estudiantes resuelven los problemas mediante el concepto de distancia (anexo) para responder
los primeros cuatro problemas que es lo que se esperaba, el 78% aproximadamente responde
utilizando el concepto de distancia para identificar si el limite de sucesion es convergente o divergente.
Ademas, observemos que se apoyan desde la grafica para identificar el posible limite de la sucesion.
En la pregunta 2, al momento de analizar la grafica los estudiantes comentan que existe el limite ya
gue hay un tope, y que este es -3,5 o0 esta entre el —4 y el —3,5 estudiantes indican que el limite es
—3,5 porque la distancia de este nimero y los valores cada vez mas grande de la sucesién, es cada
vez mas pequefia. Se concluye que el concepto de distancia es la técnica para justificar si el limite de

la sucesion existe o no.

Aparece aqui un obstaculo didactico en el momento de identificar cuando el limite existe

“algebraicamente” al analizar el denominador y el numerador respecto al exponente de n, donde se
. . . . 2 . s . . 1 ,. . T
indica si el denominador es n“ entonces existe el limite, pero si es - el limite no existe por el andlisis

anterior. Este obstaculo podria haber ocurrido por la experiencia vivida alrededor de los problemas
propuestos en la secuencia didactica parte 2, en donde las sucesiones que resultaban convergentes
el exponente mayor en el denominador era dos, mientras que, cuando eran divergentes, el exponte del

denominador era uno.

Por otro lado, podria ser que los estudiantes concluyan que, por ejemplo: % > % ,yaque 3> 2 porlo

1 1 - PPN .
tanto ocurre que 375 Este es un obstaculo didactico reportado en la literatura y es muy frecuente

encontrarlo en los procesos de aprendizaje vinculados a los nimeros racionales (Brousseau, 1997,
Espinoza et al, 2009). Dicho obstaculo se abordd al momento del cierre de la clase; esto se identificara

al momento de analizar las evidencias audiovisuales.

A continuacion, se presentara la evidencia audiovisual, donde se realizard comentarios respectivos de

la profesora y estudiantes, y al final las conclusiones del cierre de la clase.
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4.1.3.2 Anélisis de evidencia en videos: S,

En la tabla que se presentara a continuacién es la Unica clase que se realizo la parte S,, donde se

muestran el inicio, el desarrollo y cierre, ademas los comentarios realizados por la profesora y

estudiantes. Al final se realizara una conclusién del cierre de la S,.

Tabla 15

Momento P E;P C

Inicio Se realiza lluvias ideas para | Las respuestas fueron de forma | En general es lo que se esperaba,
recordar que la distancia entre | general, que, si la distancia entre | que los estudiantes utilicen el
los términos de la sucesién y | los términos de la sucesion y el | concepto de distancia para
un posible limite cada vez es | candidato a limites es cada vez | justificar sus respuestas en esta
mas pequefia es convergente, | mas pequefia, entonces la | parte de la secuencia.
y si ocurre que es cada vez | sucesion es convergente
mas grande no es convergente

Desarrollo | La profesora constantemente | E,: Profesora cuando la sucesion | Algunos realizaron rectas o

se va moviendo dentro del

aula, respondiendo dudas

sobre calculos, ademéas de
guiar a observar los graficos y
los posibles candidatos a

limites de la sucesion.

tiene limite, si o si tiene que tocarlo
en algiin momento

P: no es necesario

Eg: Esta como igual se mantiene
aca, puse la regla aqui y le cuesta
mantenerse, pero no se acerca
aca

P: pero... ¢no se acerca donde?
Eg: al tope

P: este es el gje

Eg: entonces este seria su tope
Ccomo por aca

P: entonces ¢ quién seria?

Se quedan callados los del grupo
4

pusieron regla en el gréafico para

verificar si la sucesion “tendria
tope”. Aunque en las respuestas
de la S, la mayoria argumentaba
utilizando el concepto de

distancia.
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P: miremos lo que hizo (E;;), qué
fue lo que pusiste
imaginariamente

Eg: Una recta

P: Ya que va pasando con los
términos de la sucesion

E4: Se queda igual

P: Quién seria el nimero tentativo
para que sea el tope

Eg: seria la mitad (Apunta en la
gréafica que esta entremedio)

Eg: profesora en este otro
problema no es convergente

P: ¢por qué crees que no es
convergente?

Eg: no tiene tope, es decir no se
mantiene...

P: qué es lo que te confunde

Eg: que se mantiene no sube ni
baja

P: en el gréfico indica que los

puntos se mantienen infinitamente

Cierre

Se realiza una exposicién de
tres sucesiones convergentes,
una sucesion no convergente,

la sucesion constante vy

determinar cuando una
sucesién podria ser
convergente observando la
sucesion.

Se realiza preguntas donde los
estudiantes van respondiendo,
segun lo que respondieron,
pero también algunos cambian
sus respuestas (verbales, en

estos momentos los

P: ¢Existe el limite de esta
sucesion? (primer problema)

Eg: ...si tiene limite

P: ¢ por qué crees que tiene limite?
Eg: Porque en realidad entre el 8,
o mas o menos enel 9y el 10, ya
la... la pelotita, el circulo se va
manteniendo, pero ya no puede
ser... no puede seguir avanzando,
se va haciendo mas pequefa la
diferencia

P: Todos estan de acuerdo con su
comparfiera

E,: Si, el 0

Al momento de mostrar el gréfico,
un estudiante indica que la
sucesion es convergente, ya que
se puede observar que no va a
pasar de cierto numero, y que
este serd su tope. Mientras que
otros estudiantes, indican que la
distancia es cada vez mas
pequefa y esta se va acercando
a cero.

En el segundo problema, cuando
el candidato a limite esta entre
medio de dos nimeros (entre -3y

-4), un estudiante indica que si
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estudiantes, se les comentd
gue no pueden cambiar sus
respuestas en la secuencia)

P: ¢quién seria el 0?

E,: el limiteesel 0

P: ¢Existe un limite para esta
sucesién? (problema 2)

Todos: si existe

P: Quién me podria decir
E,:Es-3,5

P: ¢Por qué dices que el limite es
3,57

E,: la distancia a ese nimero se
empieza ver una estabilidad

p: Como tu miraste E;,

Eg: me imaginaba una linea, y no
pasaba de esa linea
P:...sabemos que existe limite
entre -3y -4 ¢se podra encontrar
exactamente qué numero es el
limite de dicha sucesion?

Varios: Si se podria

P: ¢ Como se podria encontrar ese
ndamero?

E,. Probando con ndimeros mas
grande

P: ¢Existe el limite de esta
sucesion? (problema 3)

Todos: no

P: ¢Por qué no?

E¢: no tiene tope, 0 sea no tiene
limite

P: (Cobmo otra forma se podria
decir, de argumentar que no existe
el limite?

E,: La distancia no se mantiene

P: Siempre las distancias son
distintas, pero que pasa con esa

distancia

tiene limite y este es -3,5, indica
que es el candidato ya que al
reemplazar por valores de n muy
grandes, se va acercando a dicho
ndmero.

En el caso de sucesiones no
convergentes, se observa de
inmediato que la distancia entre
los términos de la sucesion y
algun candidato a limite siempre
va aumentando o que para un
valor de n muy grandes la
sucesion va creciendo.

Para que los estudiantes analicen
que no hay otras sucesiones
convergentes, se les muestra el

siguiente gréafico

Como se puede leer en las
respuestas de los estudiantes, las
respuestas estaban entre una
mitad que si es convergente y la
otra indican que no era
convergente. La respuesta de E;
que no sabe qué responder ya
que no, puede indicar si hay una
estabilidad o no en el grafico,
entonces para dicho estudiante
debe saber cual es la sucesion
para confirmar si existe limite o
no. Ahora cuando se indica que
indican al

existe el limite,
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E,: no se acerca a nadie

P: ¢Como seran los términos de

esta sucesion, cada vez mas

que...?

E,: es cada vez mas grande

P: Podrian ustedes establecer si

existe el limite si o no, sin conocer

su sucesion solo conociendo su

grafico (la sucesion que se habla
1 n

es: (1 + ;) )

Varios: si

E,: tengo dudas, porque podria

seguir creciendo y no tener un

comportamiento estable

P: Qué pasara observando este

grafico

E,: No sé, porque observando el

grafico los datos van aumentando

P: Si

sucesion.... Ahora que saben que

existe el limite de esta

existe el limite, observen
nuevamente el grafico, podrian
indicar qué nimero converge la
sucesion

E,:a2,7

E;:a2,6

Se muestra en la presentacion el
limite de la sucesion que es el
namero e

P: ¢Qué deberia suceder la
distancia entre los términos de la
sucesion y el numero e?

E,: Deberia ser cada vez mas
pequefa

P: Existe el limite de estas

sucesiones (grafico)

observar solo la gréafica posibles
candidatos a limite. Luego, se les
pregunta qué deberia pasar entre
los términos de la sucesion vy el
ndmero e, indican
inmediatamente que la distancia
entre los términos de la sucesién
y el nUmero e debe ser cada vez
mas pequefia.

El tercer problema que se analiza
es el gréfico de tres sucesiones

constantes:

Indican que la sucesion se
mantiene o que la distancia es 0
entre los términos de la sucesién
y el candidato a limite. Donde E,
indica que, si es convergente las
tres sucesiones, y que estas
convergen a distintos limites, una
sucesion tendria limite -1, otro 3y
el dltimo 5. Después, se indica
qué sucede si es de forma
general, es decir, sila sucesioén es
constante cudl es su limite, donde
indican que debe ser la misma

constante.

.z 1
En el caso de la sucesiéon -

“clasica” una de las primeras que
se analizan para la ensefianza de
limite de sucesiones. Muy
interesante que indican que la
sucesién va aumentando y por

eso no es convergente, donde el
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Varios: Si

E,: todos se mantienen, no tienen
como en el ejemplo del gréafico que
no era convergente

E,: no hay distancia entre el
namero y la sucesién

P: ¢Cudl es la distancia de los
términos de la sucesion y el
candidato al limite?

E,: la distancia es O

E,: si es convergente, y cada uno
tiene limites distintos, una
sucesion tendria limite—1, otro 3 y
el dltimo 5.

P: Como sera el limite de la
sucesién constante (a)

Todos: serd a

P: ¢ Existe el limite de la siguiente

., 1111
sucesion: 1,-,-,-,-... donde su
2°'3°4°5
1

término general es n?
Varios: si

Varios: no

Eg: no tiene limite, porque va
aumentando

P: Si va aumentando el n

E,: el 1 se mantiene

E;: Si tiene limite, porque... todas
son fracciones, es decir que nunca
van a ser el 0 justo y nunca sera
negativo

P: ¢(Cudl es el tu candidato, tu
dices que es 0?

E;: si

P: Quién mas cree que el limite

sea0

obstaculo aqui es que si n
aumenta entonces la sucesion no
es convergente, al no tener algun
candidato a limite u observar su
grafico. En este momento la
profesora cambia la pregunta,
donde ya un estudiante indica que
es convergente y que su limite es
0. Ademas, se muestra su grafico
para que verifiguen que ocurre
gue se va acercando a 0, para
valores n cada vez mas grande.

Luego, se les muestra los cuatros
sucesiones vista en el cierre de la
clase para que analiceny si habra
otra técnica para argumentar si es

convergente o no la sucesién:

—4n+ 2
Uy =—5— ;
b _—Tn*+3
T 2n2 ’
6n® — 4
R T
1
dy =~

Antes de “indicar esta técnica”
primero se realiz6 preguntas para
ellos las

que respondieron

condiciones, luego de estas
respuestas la profesora indica
cuando una  sucesién es
convergente 0 no, mediante:

Si en el denominador el “n” es de
exponente mayor que el “n”
(numerador), entonces la
sucesidon converge y su limite

sera 0
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E,: Si, porque se va dividiendo un
ndmero mas grande y se va
haciendo mas pequefio

P: Ahora

sucesiones anteriores, podriamos

retomando las
indicar cuando sera convergente o
no convergente

Los estudiantes durante 5 minutos
estuvieron pensando y
preocupandose del signo de la
sucesién para determinar si era o
no convergente, luego una
comparfiera dijo lo siguiente

E,: Cada vez que el denominador
sea mayor que el denominador (n)
va a converger

P. Entonces cada vez que el

término n es cada vez mas grande
entonces, donde se va a ir %
E,:a0

P: Qué pasa con esta de aca

E;: el resultado del denominador
es mas pequefa que el de arriba
P: Ahora con esta sucesion que
nos dio un nimero especifico, que
caracteristica tiene esa fraccion
E,: los dos n estan elevado a 2

P: aaaa... es decir que crecen de
tanto el

la  misma forma,

denominador como el numerador

Si tanto en el denominador como
en el numerador el “n” son de
igual exponente, entonces la
sucesion converge.

Si en el numerador el “n” es de
exponente mayor que el “n” del
numerador, entonces la
sucesién es no convergente o
no tiene limite.

Lo anterior, es para justificar al
momento de factorizar la
sucesion al calcular limite de la
sucesion algebraicamente, en la
S3, sin embargo, ademas también
podran justificar mediante el
concepto de la distancia

Por dltimo, se formaliza el
concepto, primero se recuerda la
“definicion” vista en la clase
anterior, donde se le explica:

La definicion anterior sera
equivalente a que si el término
general de la sucesion a,,
cuando n tiende al infinito (o)
sera igual a...sa qué deberia ser
igual?

Ser4 igual al nUmero [

En otras palabras, el término
general de la sucesion tiene limite
cuando n tiende al infinito, si para
todo valor € > 0, existe un valor N
natural tal que, a partir de un n >
N, se tiene que la distancia entre
ly a, es menor que ¢, es decir:

a,—l|<esiysolosia, =1
n y n
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Conclusiones

En esta parte de la secuencia didactica el estudiante juega un rol protagénico en su aprendizaje; deben

realizar hipétesis, contrastarlas, discutirlas, validarlas y formalizarlas, con la orientacion del docente.

Durante el cierre de la clase en los problemas que estaban en la secuencia S, utilizaban el argumento
si la distancia es cada vez mas pequefia entre el candidato de limite respecto a los valores dados en
la sucesion, entonces el limite existe y si en el caso que la distancia es cada vez mas grande el limite
no existe. Aqui, ya se esta incorporando el concepto de distancia para justificar limite de sucesion vy,

ademas, de analizar el grafico para “hipotetizar” posible candidato de limite o intuir cual es.

. , . .z 1 . .
Cuando se analiza el limite de la sucesion - los estudiantes estaban en dudas si era convergente o

divergente (explicado en el apartado de analisis de respuesta de S,) entonces la docente realiza
pregunta claves para que los estudiantes analicen que este limite existe y es 0, que lo intuitivo es que

el denominador es cada vez mas grande y se va acercando este a 0, y se relaciona con el grafico de
Ly L . ” . 1 . . L.
la sucesion para “hipotetizar” el valor del limite de la sucesion =Y al momento de identificar el limite

de la sucesién que es 0, los estudiantes indican que la distancia entre el nUmero 0 y los valores cada
vez mas grande de la sucesién, es cada vez mas pequefia, por lo tanto el limite es 0. Cuando se
presenta la sucesion constante, es intuitivo indicar que el limite de la sucesién es la constante, en este
caso también indican que la distancia es 0 siempre para cualquier valor dado en la sucesion y la

constante.

En la presentacién se muestra el gréafico sin mostrar la sucesion (la sucesién de Euler), donde los
estudiantes estaban dudando si existe el limite, ya que en un momento esta estable, pero la duda de
ellos es que si para n cada vez mas grande se mantendra asi, es muy interesante que duden si la
gréfica se mantendra en un tope o no, ya que necesitan ver con claridad que se mantenga la grafica a
un numero especifico, es decir, que solo se quedan con la parte visual de lo que se muestra la gréfica
y no se analiza que sucede después, al menos que se le entregue la sucesién para ir verificando que
sucede cuando n es cada vez mas grande. Luego se les indica que el limite si existe, intuitivamente
“estiman” el numero del posible limite (2.7 0 2,6). Después se les muestra la sucesion y el limite de este
que es el nUmero e, cuando se realiza la pregunta ¢, qué deberia suceder la distancia entre los términos
de la sucesién y el ndmero e? indican inmediatamente que la distancia es cada vez mas pequefa

cuando los valores de n son cada vez mas grandes.
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Al finalizar se identifican limites “conocidos” para la parte S; que puedan utilizar si lo desean la técnica

algebraica para calcular limites de sucesiones, y veremos a continuacion si utilizan esta técnica o si el

concepto de distancia predomina para el calculo de limite de sucesiones.

Hasta este momento de la segunda parte de la secuencia didactica, los estudiantes incorporan técnicas

realizan hipétesis observando la grafica donde utilizan la técnica la nocion de distancia para justificar

el posible candidato a limite de una sucesion, y se incorpora una nueva técnica que es con limites

“conocidos” de sucesiones, para determinar el limite de sucesiones. Con todo esto, los estudiantes en

la tercera parte de la secuencia didactica podran justificar sus calculos algebraicos para calcular limites

de sucesiones.

4.1.3.3 Anélisis a posteriori: Secuencia didactica (S3)

A continuacion, se expondran las respuestas de los estudiantes que se realizé solo en una clase donde

se registr6 en audiovisual, su respectiva tabla con los comentarios de los E; y la P. Primero se

evidenciaran las respuestas de la secuencia didactica y luego las audiovisuales.

Tabla 16

Parte 3: Calculando limites de sucesiones

E R, R, R, R
E, | a)Se dan valores cada | EI compafiero que | No responde No responde

vez mas grandes para | tiene razoén es el 1,

n. porque la sucesion

tiende al 0

b) la compafiera que

responde que el limite

es 6, a mi criterio, esta

correcto
E, | a) es mas rapido el | a) Para un calculo | Realiza el problema | Resuelve el problema

célculo

mas rapido

mediante factorizacion el

resultado es —1

factorizando y dandose

valores para n.

Ty

T
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b) La
estudiante tiene razon,

segunda

el limite es 6. No puede
ser 0, ya que el
numerador siempre es
mayor que el
denominador.

b) El primer
estudiante tiene
razén, el limite es 0,
ya que el
denominador del
término general es
mayor que el

numerador

3} Clodendieehsgime i
s -0 ekt LES ‘ﬁw&lﬁ
A Rin s R
Wawp| -
: [t
"“"'oﬂml\ﬂ ”; sk

Moumegtl |

No responde

No responde

No responde

No responde

a) Usando la dltima
férmula ya que es méas
facil de calcular (antes
se da valores para n

para comprobar)

b) La que tiene razén
seria la segunda
compafiera ya que al
reemplazar “n”  por
distinto numeros que
serian (1, 2, 3, 4, 5, etc)
y esto resultados dieron
que cada vez se
acercan al 6 por ello se
puede deducir que la
segunda  compafiera

tiene razén

a) Se reemplaza n
por niumerode 1 al 7

y calcule

b) Yo opino que el
primer compafiero
tiene razén ya que la
sucesion llega a un
punto que no sigue
adelante se queda
en el nimero cero y
cada vez se va
acercando mas o
sea el limite de la

sucesion serfa cero

No responde

No responde

b) Mientras el numero
sea mas alto mas se va
acercando al nimero 6,
osealarazon latiene la
compafiera 2, el limite

es 6

No responde

No responde

El limite es 0, porque el
denominador es mas alto la

distancia es méas pequefia
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a) Con los resultados de
la expresion algebraica
se puede ver que
mientras mas alto el
numero “n” menor sera
la distancia con 6, y 6
seria su limite
Resuelve dandose
valores para n, después

de factorizar.

b) La compafiera 2 tiene
la razén porque al ir
aumentando los valores
de “n” el numero cada
vez se acerca mas a 6,
por lo que 6 seria su
limite

a) Los resultados se
puede ver como los
valores van
disminuyendo a

medida que n

aumenta

b) El compafiero 1
tiene larazén ya que
al ir aumentando “n”
el nUmero se acerca
a 0, por lo tanto 0 es

el limite

No responde

El denominador cada vez

aumenta, limite es 0

a) Podemos usar la
forma simplificada para
ver los resultados van
disminuyendo y
acercandose a 6 con un

n” mas grande
Resuelve dandose
valores a n cada vez

mas grande

b) La comparera “dos”
tiene la razén porque
reemplazando el’n” por
un ndmero mas grande

con la forma

a) Calculamos con
niomeros  grandes
usando la
equivalencia

algebraica, asi nos
damos cuenta de
que la sucesion

tiendea 0

b) Tiene la razoén el
primer compafiero,
porque es la
equivalencia

algebraica podemos
ver que el 3 se va
dividiendo en mas

partes.

No responde

No responde
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simplificada, da que el
limite es 6, porque no
pasa mas abajo del

ndmero.

Eg | No responde No responde No responde No responde
C El 66% responde Ilo | El 66% responde lo | Solo un estudiante | Solo un estudiante
esperado. De ellos el | esperado. Deellosel | responde y realiza el | responde y realiza el

87% reemplazando el
valor de n para cada
vez mas grande para

verificar que compafiero

87% reemplazando
el valor de n para
cada vez mas

grande para verificar

problema factorizando vy
reemplazando valores para

n

problema factorizando vy
reemplazando valores para

n

tiene razén que

compafiero

tiene razén

Conclusiones

Los estudiantes utilizan el concepto de distancia para calcular los limites, los primeros dos casos donde
se dan valores a n para ver que sucede en el limite, luego estiman dicho valor y utilizan la nocién de
distancia para justificar. Solo una estudiante realiza los calculos algebraicos factorizando y en el Gltimo

problema verifico su resultado dando valores a n cada vez mas grande.

Se presenta un obstaculo matematico especificamente factorizar, recuerde que se repasoO este
contenido después de realizar el cuestionario previo, se puede analizar que los estudiantes no manejan
bien este concepto, que esto provoca que al célculo de limites de sucesiones algebraicamente no se
realice y esto en la siguiente obra matematica se encontraria un obstaculo matematico en limite de
funcion. Estos problemas sin utilizar la tarea de factorizacion, los estudiantes lo realizan mediante el

concepto de distancia, limites de referencia en la S, o dandose valores a n cada vez mas grande.

Podemos concluir que predomina el concepto de distancia para justificar el calculo de limite de
sucesiones y también dando valores a n cada vez méas grande, justificando este resultado con la nocién
de distancia, volviendo a destacar que el obstaculo matematico de factorizar los estudiantes al

momento de manipular algebraicamente célculo de limites de sucesiones no podran dar un resultado
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acorde, es por esto que se recomienda profundizar manejos algebraicos (productos notables) para no

se presente dicho obstaculo.

4.1.3.3 Andlisis de evidencia en videos: S;

A continuacion, se expondran las respuestas de los estudiantes que se realizé solo en una clase donde

se registrd6 en audiovisual, su respectiva tabla con los comentarios de los E; y la P. Primero se

evidenciaran las respuestas de la secuencia didactica y luego las audiovisuales.

Tabla 17
Momento P E; P C
Inicio Serecuerdalovistoenla | P: Recuerda la sucesién constante,
S, para responder la S;, | ¢es convergente?
realizando preguntas.
Varios: si es convergente
P: ¢y a que converge?
Varios: a la misma constante
P: y ¢cémo podemos justificar las
sucesiones convergentes?
E;: el concepto de distancia
Desarrollo | La profesora guia vy | E;: nosé qué uso tiene, es solamente | Claramente el obstaculo de

explica la equivalencia
algebraica, y que
expliquen al cual de las
dos formas resueltas es

la correcta

gue es mas rapido, esta equivalencia
los separa...

E,: si aqui queda dividido por el ny el
otro no

E,: ..Esto es igual (la expresion
algebraica) y estos son resultados
distintos (problema 1) ... entonces lo
estamos resolviendo y cada vez que
reemplazamos, este se va achicando

y el otro se mantiene

factorizar en estos momentos se
hace presente, ya que solo se
realiza pregunta sobre la
equivalencia algebraica, y como aln
esta presente lo anterior, no
responde los siguientes problemas
ya que se observa que desean
realizar igual como esta en la
secuencia, para esto la profesora
recordar

vuelve a gue pueden
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ocupar todos los conocimientos que

han aprendido hasta ahora.

Cierre

P: ¢Quién tiene la razén y por qué?
(problema 1)

E,: la segunda estudiante, porque el
denominador siempre va ser mayor

gue el numerador.

P: Alguien mas piensa que esta

estudiante esta correcta

Varios: si

P: que pasa cuando n va infinito

E,: va siendo mas pequefio

P:y el otro limite cuanto es

E;: es 6, por qué es una sucesion

constante

P: Si calculo la distancia entre la
sucesion y candidatos a limites, como
por ejemplo si calculo la distancia con
el 6

E.: La distancia al O es cada vez mas
grande, en vez que la distancia entre

el 6 sera mas pequefia

P: ahora con todo lo anterior, cudl

serfa el limite de la sucesion

Varios: El limite es 6

Se justifican los primeros dos
problemas mediante el concepto de
distancia y apoyando esto con el
grafico de la sucesion que se desea

saber si es convergente.
De la siguiente forma:

Primero analicemos la distancia

entre lo distintos términos de la

..o 6n+2 . .
sucesion —y los posibles limites

Oyb6

Paran = 1000 se tiene que:
6-1000+ 2
e
= 6,002

|58 6| = 0,002

1000

Con lo anterior ¢pueden comentar

cual de los dos es el limite de la

., 6n+2
sucesion T?

Antes observemos su grafico y

concluyamos juntos

¢Ahora podemos concluir cudl es el

limite de la sucesiéon?
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P: cudl seria el argumento de que el

limite de la sucesién es 6

E,: la distancia entre el nimero 6 y la
sucesion es cada vez mas pequefia
P: Cual es el candidato a limite del
segundo problema

E, esO

P: Por qué crees que es 0

E,: ah... me confundino es 0

P: ...alguien mas piensa que el limite

esO

E;: amedida que n va aumentando, el

denominador es mayor que el

numerador, entonces se va a ir
acercando a 0

P: qué sucede con esta sucesién que
vimos en la clase pasada

E;: como el denominador

y el
numerador el n es igual, el limite es
distinto de 0

P: Cuanto es el limite de la sucesion
vista la clase pasada.

Varios: -3,5

P: ¢Por qué es -3,5?... ¢lo podriamos
realizar algebraicamente?

Como nadie responde se muestra
realiza

cébmo se la parte de

factorizacion (equivalencia
algebraica)

P: ¢Siempre se podra realizar el
método que hemos visto hoy dia?

E,: Si es que no se puede factorizar y

simplificar va a ser dificil

¢, Qué comparfera estaba en lo
correcto?

La compafiera de la opcion 2

= lim <6+E) = lim6 + limE=6
n—-oo n n—-o n-on

Se realiza el mismo procedimiento

con el otro problema, para justificar

gue la equivalencia algebraica se

puede calcular el limite de una

sucesion.

Para finalizar la profesora cierra de
la siguiente forma:
,Siempre se podra realizar el
método que hemos visto para
calcular limites de sucesiones?
Sabemos que el limite de la
siguiente sucesién es no
convergente:

n = oo (no convergente)

¢, Qué piensa si realizamos:(n — n) ?

¢ Existe este limite? ¢ Por qué?
Siexiste: (n —n) = lim0 =0
n—oo

,Qué pasd aqui? ¢Qué piensan

ustedes?

Ahora si realizamos lo siguiente:

limn — limn

n-oo n—-oo
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P: Qué deberia

sucesiones para que se cumpla la

cumplir  las

propiedad

E,: deben ser convergentes

En el caso anterior no existe el

limite. Si no lo llegas a ver,

pensemos juntos.

Podrias indicar algunas hipétesis

para realizar la siguiente

manipulacion:
(an + bn) =a, + by

¢ Qué deberia cumplir las
sucesiones a, y b, para que se

cumpla lo anterior?

s . ., 6n+2
Veamos el limite de la sucesion nT

gue ya sabemos que existe el limite

y este es 6

Observemos que:

2
=lim6+1lim—=6
n—oo n—)L‘)On
Con lo anterior, puede concluir que
debe ocurrir para que se pueda

utilizar lo siguiente:
(an + by) =ay + by

Debe ocurrir que las sucesiones:
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existir el limite para utilizar

propiedad

se utiliza si ocurre:
Sia,=lyb,=h
entonces

a, +b, =a, +limb,

n—-oo

an+b, =l+h

Conclusiones

Observemos que la factorizacion es un obstaculo para el calculo de limites de sucesiones
algebraicamente, aun asi, los estudiantes justificaban mediante el concepto de distancia o dandose
valores a la sucesion cada vez mas grande, y al encontrar dicho nimero que converge la sucesion,
concluian que el limite de la sucesion con dicho nimero la distancia es cada vez mas pequefia, por lo
tanto, ese es el limite. Ahora si al momento de reemplazar valores cada vez mas grande en la sucesion
y este iba aumentando, entonces el limite no existe, concluyendo que la distancia entre los valores de

la sucesién y cualquier nimero dado iba ir aumentando.

Al momento de presentar que la suma de limites de sucesiones es limite de cada sucesion por si sola,
siempre cuando los limites de cada una existan, al dar un ejemplo algunos se dieron cuenta que para
utilizar esta propiedad los limites deben existir por separado. Se presentd esto, ya que es importante

cuando se puede utilizar esta propiedad para el célculo de limites de sucesiones.

Se concluye que al momento de que solo las respuestas sean algebraicas en el célculo de limites de
sucesiones, se repase factorizacion para que se utilice esta técnica, es mas los estudiantes
comprenden que sin esta técnica, al momento de calcular limites desde sucesiones mas complejo es
necesario realizar dicha técnica para su célculo. Para esta investigacion lo fundamental es la utilizacién
del concepto de distancia para la intuicion, estiman posible limite y justificar el célculo de limites de

sucesiones.
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4.1.4 Analisis a posteriori: Cuestionario Posterior

Este apartado de andlisis, se rige el siguiente objetivo especifico:

Identificar las comprensiones de limites de sucesiones y de procedimientos de calculo que logran
estudiantes de tercero afio medio, en el electivo de matematicas limites, derivadas e integrales,
mediante la implementacién de una secuencia didactica que gira en torno al concepto de distancia y el

desarrollo de las relaciones entre los procesos graficos, numéricos y algebraicos.

A continuacién, se mostrara en una tabla las respuestas de cada estudiante y luego conclusiones.

Tabla 18
Cuestionario Posterior
E R, R, R, R, Rs Rs
E, | Es el numero | Antes del | Antes del célculo: | Converge al nUmero | La sucesioén no | Sitiene limite,
en el que | célculo: segun | Creo que no es | (-0,5), la distancia | tiene limite, | el cudl es el
converge la | lo que entendi, | convergente, entre los nUmeros | porque el | nUmero 0
sucesion, deberia de | porque el | de la sucesion se | numerador porque cada

cuando el | converger al | numerador crece | hace cada vez mas | crece el triple | vez se va

namero de la | nGmero 0 | mas rapido que | pequefias, y por | derapido que el | dividiendo el
sucesién es | porque el | el denominador, | ejemplo el (n=1000) | denominador 1 por un
tan alto y | denominador pero no estoy | da como resultado - | Resuelve namero adn
provoca que | crece mas | segura 0,4995 dandose mas alto,
su resultado | rapido que el valores paran. | haciendo que
se aislé a un | numerador. No converge a la diferencia
solo numero ninguno de los entre los
y sus | Se dan valores | nimeros nameros de la
distintos para n cada vez | sefalados, sucesion sea
decimales mas grandes | converge al 9, cada vez mas
para verificar lo | pero hasta el minima
anterior. ndmero de la

sucesiéon (1000)
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se mantienen el
8.

E, | Es el valor | Factoriza y el | Factoriza y el | Siconverge. No tiene limite, | Sitiene limite,
maximo o | limitees 0 limite es 3 Variable con igual | es una | el 0
minimo que exponente en | sucesion
puede denominador y | divergente, ya | Realiza
alcanzar una numerador que el | grafico
sucesion numerador es |
Converge a -0,5 mayor que el
Se da un valor para | denominador.
n=999999999999 Esta sucesion
Para verificar seguira
creciendo
infinitamente
E; | Esellimite de | No responde No responde No responde No responde No responde
una sucesion
E, | Limite de | No responde El nimero que | EI nimero que | No tiene limite | No hay limite
sucesién es converge la | converge es el -0,5 | de sucesion ya | de sucesion
un  ndmero sucesién es el 3 | porque los nimeros | que los | ya que no hay
que es limite ya que al | se acercan a €l pero | intervalos un  ndmero
es decir que calcularlo con | no lo sobrepasa siguen que tenga un
los demas distintos subiendo limite
ndameros no nameros los entonces no
pueden resultados se hay un limite
sobrepasar acercaban al 3y
de él, solo se no lo traspasaron
acercan mas entonces es
convergente
porque tenia un
limite
Es | Que existe | Limite es 0, ya | EI ndmero que | No sobrepasa el | No tiene limite, | patron (+ - + -

una sucesion

donde puede

que sabemos

que el

converge la

sucesion al limite

limite, después de

una pequefia

entre mas alto

es el valor de n

+-+)
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0 no tener | denominador es 3 porque los | distancia los | mayor es la
limite (tope) es mas alto que | numeros se | numeros se | distancia

el del | aproximan al 3 | mantienen

numerador, pero no se pasan | consecutivos

entonces hace | del 3 y tampoco | (realiza una recta)

la distancia mas | lo tocan

pequefia

E, | Limite de | Su limite es 0, | La sucesion | La sucesion | No tiene limite, | No tiene
sucesion es | resuelve converge a 3, |converge a —0.5, | se puede ver al | limite, porque
un valor que | dandose factoriza. porque reemplazar los | tiene valores
se obtiene de | valores an ' reemplazando los | datos en negativo
una sucesién iﬂ?J 1 i{}f ’j‘; datos y viendo el por lo que en
el cual llega a e S grafico vemos que un grafico
un limite, 5 los valores se esta sucesion
pero no acercan a —0.5 bajaria y
siempre subiria
E, | Es cuando | Entonces, el | La sucesion | La sucesion | La sucesion no | No tiene

una sucesion | limite es 0, | converge a 3, | converge a -—0.5, | tiene limite, ya | limite, ya que
tiene “tope”, | porque porque al | porque que, la sucesién se
limite 0 | mientras el | reemplazar en la | reemplazando se ve | reemplazando comporta de
tiende a | numerador se | forma nameros | que los nimeros no | por  nameros | forma extrafia
cierto queda grandes como el | pasan del —0.5 grandes, los | y los nUmeros
namero. Por | constante, el | 100 o el 1000, se resultados no tienen un
ejemplo, la | denominador ve que los siguen “tope”

sucesion ,

donde n
puede tomar
cualquier

ndmero hacia

el infinito,
tiene como
limite 0,

porque el 1

se va

se hace grande,
lo podemos ver
en el calculo de
grandes

ndmeros

resultados no
pasan del
2.999..., es decir,
que su limite es
3.

creciendo y no
hay ningdn
namero que los

limite.
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dividiendo
cada vez en
mas partes.
Estos
resultados no
pasan del O,

porque el O

es su limite
Eg | Para mi el | Noresponde Si converge ya | No converge ya que | En este caso el | Si converge,
limite de que va cada vez | se va alejando cada | numerador tiene un limite
sucesion son aumentamasyla | vez mas del 0 y va | crecerd mucho | porque Si
ciertos datos distancia se hace | aumentando su | mas que el |pongo una
dado para un aln mas grande | distancia, y no tiene | denominador linea
grafico en el y en su término | un limite en el cual no | imaginaria
cual, dado los general el existira limite ya | todos aun asi
datos a denominador es gue no sera | se mantienen
medida que n? y el menor la|en el 1 aun
va denominador es distancia si no | siendo
avanzando 3n? en el cual los gue mayor ya | negativo.
debe ir dos irdn que porque el
siendo mas aumentando de numerador es
pequefia la la misma manera tan grande que
distancia, en se va alejando
el cual hay de 0 por lo que
limite no hay un limite
mientras que el
denominador a
la vez también
avanza
C El 38% de las | EIl 38% de las | El 50% resuelve el | El 62% | El 12%
respuestas, respuestas, problema dandose | resuelve el | comenta que
realizaron sus | realizaron  sus | valores cada vez | problema la sucesion es
calculos calculos mas grandes a n. dandose convergente
reemplazando reemplazando valores cada | porque se va

los términos de

los términos de la

acercando a0
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la sucesién con
valores mas

grandes.

El 25% o
resuelve
comentando
que el
denominador
se hace cada
vez mas grande
respecto al
numerador, por
lo tanto,

converge a0

El 12% o
resuelve

factorizando vy
después dando

valores a n.

El 25% restante

no responde

sucesion con
valores mas
grandes.

El 12% comenta
como el
denominador vy el
numerador

crecen de la
misma forma,
entonces el limite
es distinto de 0,
luego se dan
valores para n
para calcular el

limite que es 3

El 25% lo realiza

factorizando

El 25% no
responde o]
realiza mal el

célculo.

El 38% lo realiza con

nocion de distancia

El 13% lo realiza
observando el
gréfico

vez mas grande

paran

El 25%
comenta que la
distancia es
cada vez mas
grande entre la
sucesién y para

cualquier valor

para un n

cada vez mas

grande
Otro 12%
realiza el

grafico de la
sucesion e
identifican
que la
sucesion se
va acercando
a0

El 76% indica
que no es
convergente

ya que se
comporta de
una forma

extrafia o la

sucesién
tiene un
patron entre
nameros

positivos y

negativos

Conclusiones:

Analizando las respuestas de los estudiantes:

En la primera pregunta podemos ver un contraste entre el analisis a priori que se preguntd: “Explique
con sus palabras qué es para ti el concepto limite de sucesion”. Donde se dej6é en claro que los

estudiantes no responden o indicaba que era un minimo o que es un resultado positivo. Ahora podemos
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observar que indican que es un tope, que ademas no es necesario que exista siempre o que la distancia

entre el limite y la sucesién es cada vez mas pequefia.

La pregunta 2 hasta la 4 se puede observar que los estudiantes daban valores cada vez mas grande
para n asi indicar si la sucesion es convergente o no, luego verificaron lo anterior algunos estudiantes
mediante el concepto de distancia. Ademas, solo un estudiante utilizo el método algebraico en todas
las preguntas, dos en la pregunta 2. En la pregunta 2 y 4, comentan dependiendo el exponente de n
en la sucesién si es mayor o no en el denominador o numerador, dependiendo de esto si el limite existe
0 no. Es importante destacar que, para verificar sus conclusiones, utilizaban la técnica del concepto de

distancia.

Por ultimo, en la pregunta 5 (verificar si el limite de la sucesion existe a,, = %) es interesante que el
76% de los estudiantes concluyan que el limite no existe porque la sucesion se comporta extrafia, es
decir, graficando sube y baja, que al reemplazar por valores a n el resultado es positivo y después
negativo. Aunque el 24% identifica el limite de la sucesion es 0, donde la mitad indica que es este
namero ya que al dar valores cada vez mas grande, se va acerca 0 y la otra mitad, indica que al graficar

se va acercando a 0.

Se recomienda después de la realizacion de esta secuencia didactica, es realizar calculo de limites de
sucesiones mediante proceso algebraico, al calcular el limite verificar mediante el concepto de

distancia y relacionar este resultado con la gréfica de la sucesién, para asi relacionar los tres registros.
Capitulo 5
5.1 Conclusiones

En este capitulo final, se van a desglosar las conclusiones entre el objetivo general, la pregunta de

investigacion y el supuesto de trabajo y propuestas para la continuacién en esta investigacion.
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5.2 (Se cumplié el objetivo general?

Recordemos el objetivo general de esta investigacion:

Caracterizar las comprensiones que logran estudiantes de ensefianza media al desarrollar un proceso
de aprendizaje entorno a los limites de sucesiones centrado en la resolucion de problemas que toman
como referencia hitos epistemoldgicos vividos en su construccion, que utiliza el concepto de distancia
y las relaciones entre procesos graficos, numéricos y algebraicos, promoviendo la comprension

profunda de las técnicas de calculo de limites de sucesiones, su sentido y significado.

Los objetivos especificos son:

1. Identificar y delimitar problematicas especificas en la ensefianza de los limites de sucesiones en

ensefianza media que dificultan su aprendizaje por parte de las y los estudiantes.

2. Construir una secuencia didactica que recoja aspectos esenciales de la génesis epistemoldgica de
la nocién de limite de sucesiones, utilice la nocidn de distancia y articule los procesos graficos,
numéricos y algebraicos, promoviendo el aprendizaje de esta nocion en estudiantes de ensefianza

media.

3. ldentificar las comprensiones de limite de sucesiones que tienen estudiantes de tercero afio medio
en el electivo de matematicas limite, derivada e integrales, antes de la implementacién de la
secuencia didactica, mediante el desarrollo de las relaciones entre los procesos graficos,

numeéricos y algebraicos.

4. ldentificar y describir reflexiones de estudiantes durante el proceso de estudio de la secuencia

didactica implementada en el aula.

5. ldentificar las comprensiones de limites de sucesiones y de procedimientos de célculo que logran

estudiantes de tercero afio medio, en el electivo de matematicas limites, derivadas e integrales,
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mediante la implementacion de una secuencia didactica que gira en torno al concepto de distancia

y el desarrollo de las relaciones entre los procesos gréaficos, numéricos y algebraicos.

Se puede afirmar que los objetivos especificos se cumplen. Observemos que se construye una
secuencia didactica en aspectos esenciales desde la epistemologia de la nocion de limite de
sucesiones, donde el concepto de distancia es la base para el entendimiento de limites de sucesiones,
donde se relaciona con los registros grafico, numérico y algebraico, para estimar y calcular limites de

sucesiones.

Luego se analizé las comprensiones de los estudiantes antes de la implementacion de la secuencia
didactica, donde se concluyé que las compresion de limite de sucesién y el concepto de infinito no eran
acertadas, con el cuestionario posteriori se pudo observar la diferencia del concepto de limite de
sucesion, donde los estudiantes concluyen que cuando la distancia entre los términos de la sucesion
y un nimero que sea limite de estd, es cada vez mas pequefa cuando los valores de n es cada vez

mas grande.

También se identificé y describi6 las reflexiones de los estudiantes, donde con el transcurso que se
avanzaba de la secuencia S;, S,y S5, los estudiantes se incorpor6 el concepto de distancia para justificar
o verificar estimaciones y célculo de limites. Ademas, de si se dan valores cada vez mas grande a n en
la sucesion deberia ir acercandose cada vez mas a un ndmero y si esto ocurriera entonces el limite
existe, y esto lo verificaban con el concepto de distancia, por otro lado, si la distancia fuera mas grande,

entonces el limite no existe.

El ultimo objetivo especifico, se identifica que los estudiantes utilizan la técnica dandole valores a n
cada vez mas grande en la sucesion para estimar el posible limite de la sucesién y verificar o justificar
este posible limite utilizando el concepto de distancia, sin embargo solo una lo calcula mediante la
técnica de algebrizacidn, relacionan estos procesos con la técnica de grafico y por Gltimo analizando
limites de referencia (si el exponente es mayor en el denominador que el numerador, si los exponente
son iguales o si el numerador su exponente es mayor que el denominador). Con todo lo anterior el

predominante es darse valores a n y luego verificar utilizando el concepto de distancia.

Por lo tanto, al cumplirse los objetivos especificos, dado que esto esta escogido para aportar el

cumplimiento del objetivo general, se puede afirmar el logro del objetivo general. Se puede observar
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que los estudiantes caracterizan el desarrollo de limites de sucesiones utilizando el concepto de
distancia para su comprensién y calculo, ademas resuelven problemas que les permite dar sentido al
estudio de los limites, y lo relacionan con lo gréafico, dando valores a n a la sucesioén, y con lo algebraico,

utilizando limites de referencia.

5.3 Pregunta de investigacidon y supuesto de trabajo

Recordemos la pregunta de investigacion:

“¢.Como se desarrollan las comprensiones de limites de sucesiones y su calculo, mediante el concepto
de distancia, en el desarrollo de las relaciones entre los procesos graficos, numéricos y algebraicos,
en estudiantes de tercero afio medio, a partir de una secuencia didactica basada en la Teoria

Antropolégico de lo didactico?”

Dando los analisis posteriori y del objetivo general realizado en el apartado anterior, podemos concluir
que los estudiantes calculan los limites de sucesiones mediante el concepto de distancia y este lo
relacionan con la técnica grafica, donde estiman posible limite, luego verifican si este mediante el
concepto de distancia entre el posible limite y la sucesién dandose valores cada vez mas grande,
donde concluyen si la distancia es cada vez méas pequefia entonces el limite existe y si la distancia es
cada vez més grande el limite no existe. Esto ocurre cuando se estaba desarrollando la secuencia
didactica especificamente en la parte S,y S, verificando esto en el cuestionario a posteriori. Por lo
tanto, podemos concluir que los estudiantes desarrollan las comprensiones de limites de sucesiones y
su célculo, mediante el concepto de distancia, en el desarrollo de las relaciones entre los procesos
graficos, numéricos y algebraicos.

Por otro lado, recordemos el supuesto de trabajo:

“Una secuencia didactica basada en hitos epistemolégicos esenciales en la construccion de la nocion
de limite de sucesion y desarrollada en torno al concepto de distancia utilizado en procesos graficos,
numeéricos y algebraicos, promueve la comprensién profunda de esta obra matematica por parte de
estudiantes de ensefianza media, y permite que otorguen sentido y significado a las técnicas de

calculo.”
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Dado los andlisis a posteriori en la implementacion de la secuencia didactica, los hitos epistemol6gicos
fueron esenciales para desarrollar las tres partes de la secuencia, dando énfasis a la génesis de limites
al infinito que es el concepto de distancia como técnica y teoria para la ensefianza de limites de
sucesiones a los estudiantes. El nicleo de la construccion de la secuencia didactica es a partir de hitos
epistemoldgicos: el problema de Arquimedes y el concepto de distancia a partir de los analisis

matematicos de Newton, Leibniz y Cauchy y la gréafica para la intuicion de limite de sucesiones.

Unos de los hitos fundamentales fue retomar el problema de Arquimedes, dando énfasis a la diferencia
entre las areas de los poligonos de lados n inscritos en la circunferencia y el area de la circunferencia,
donde los estudiantes identificaron que cuando los lados de los poligonos sean cada vez mas grandes,
la diferencia del &rea es cada vez més pequefa y que cuando los lados n de los poligonos sea muy
grande esta diferencia es 0. Ademés de los problemas de analizar que sucede en las sucesiones
cuando n es cada vez mas grande, relacionando esta con su respectiva gréafica, los estudiantes
comprendieron que cuando ocurra que la distancia entre un niamero y la sucesién cuando n es cada
vez mas grande, la distancia es cada vez mas pequefia, entonces va a existir un tope, converge o
existe limite. Por lo tanto, los hitos epistemol6gicos fueron esenciales para la comprension de limite de
sucesiones para la comprension profunda de esta obra matemética por parte de los estudiantes de

ensefianza media, y permite que otorguen sentido y significado a las técnicas de célculo.

5.4 Problematica

Por altimo, recordemos que la problematica de esta investigacion es:

¢ De qué manera las comprensiones y el pensamiento matematico de los estudiantes enriquecen al
vivir un proceso de ensefianza aprendizaje entorno a los limites de sucesiones desde una secuencia
didactica que tiene como referencia hitos epistemoldgicos enfrentados en su construccion histérica,
enfrentandolos a problemas significativos que requiere de los limites para ser resueltos, que les da la
oportunidad de utilizar de herramientas para estudiar el comportamiento de sucesiones en el infinito a

través de la nocion de distancia, y que articula herramientas aritméticas, algebraicas y graficas?

Se debe tener en cuenta que el objetivo general, los objetivos especificos y el supuesto de investigacion
es para responder a la probleméatica. Observemos que en los analisis a posteriori, en el cuestionario

posterior, se concluy6 que los estudiantes utilizan la técnica de distancia para responder los céalculos
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de limites y/o justificar sus resultados con esta técnica para cuando se dan valores para n cada vez
mas grandes en la sucesion, y algunos lo relacionan con la grafica de la sucesién. Por lo tanto, los
estudiantes desarrollan céalculos de limites de sucesiones, mediante el concepto de distancia en el
desarrollo de las relaciones entre los procesos graficos, numéricos y algebraicos en estudiantes en el
electivo de matematica limites, derivada e integrales de tercero afio medio, para el calculo de limites

de sucesiones a partir de una secuencia didactica basada en la teoria antropologica de lo didactico.

Se puede concluir que las comprensiones de los estudiantes, y el desarrollo de su pensamiento
matematico se incrementa cuando tienen la oportunidad de vivir unas experiencias basadas en hitos
epistemolégicos, ademas de incorporar técnica de la nocién de distancia, donde comprenden que al
utilizar esta herramienta es una manera de justificar o calcular limites de sucesiones, donde también
al momento de visualizar el gréafico de sucesiones ellos estiman hipotesis para posible limites de la
sucesién. Asimismo, utilizan estas dos técnicas para justificar el limite de una sucesién, como por

ejemplo en la pregunta 5 (del cuestionario posterior).

5.4 Propuesta de continuacién a la Secuencia Did4ctica posterior a su implementacion

Para la continuacion de la secuencia didactica construida, luego de su implementacion en el aula y los
resultados obtenidos, se propone retomar el calculo de area bajo la curva, por ejemplo: calcular el &rea
encerrada por una funcion lineal en un intervalo dado, realizando rectangulos bajo la grafica de base 1
y largo y, luego rectangulos sobre la gréfica de base 1 y largo y, preguntar si estas areas son iguales
y si no lo son qué sucede si realiza n rectangulos y este n tiende al infinito ¢las areas por debajo la
gréfica seran iguales a las areas sobre la gréfica? Este ejemplo es para introducir luego limites de
funciones cuando x tiende a un nimero, se podria ejemplificar con funcién cuadrética en un intervalo
[a, b].
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ANEXOS

Cuestionario previo

Umiversidad de Santiage de Chile
Facullad de Ciencia
Docente Cuia die la investigacion: Lonena Espinoea

Investigador: Jorge Zambrane Canales

Titule de la Investigacion: El problema de la ensenanza v aprendizaje de los limites de
sucesiones en la ensenanza media chilena: Una propucsta para su enscianza v aprendizaje

Cuestionario previo
1.- ;A gue distancia se encuentre el namero —2 con el numer 47
5 _

2 - Identifique los puntos gue se muesira en el siguiente grafico

2%

L

L] L

. . . . 1 1 . 1
3.- Dada la sigwmente sucesin ey = 1, 0, = -, @3 = T donde su termino general es =, cuya
s n

tabla de valores es: 1 iy
1 1
2 1
2
3 1
3
4 1
4
n 1
IL
Grafigue |a sucesion anterior.
Cuestionario Previo 1
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Universidad de Santiago de Chile

Facultad de Ciencia

Docente Cuia de la investigacion: Lonena Espingea
Investigador: Jorge Zambrams Canabes

!

4.-Calcule el area sombrada de |a siguiente figura geométrica:

5.- Factorice |a siguiente expresion alpebraica:

*+2x+1
xt =1

b.- Explique con sus palabras si 0.9999. . esonoes 1

7.- Expligue con sus palabras que es para ti el concepto de limite de sucesion

Cuesliomario Previo
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Secuencia didéactica parte 1

“Propuesta diddctica para la ensefianza de los limites en Lo educacidn media™
Estudiante: Jorge Zambrano Canales
Profesora guia: Lovena Espinoza

Parte 1: Explovands el comportamients de sucesiones

1) Arquimedes en el ziglo IV a.C. realizd una aproximacion del area de la circunferencia,
por medio del calculo de areas de polizonos regulares que sabia calcular. Esta
actividad se trata de pensar como lo hizo Arquimedes.

Dada la siguiente circunferencia de radio r = 1 v vamos a utilizar m = 3,14

Consideremos los siguientes polizonos regulares inscritos en esta circunferencia, en que la
distancia desde el centro hasta cada uno de sus vértices del poligono mide lo mismo que el

radio de la circunferencia:
oc L‘-’Ej,:li"

K 4{% @r mr

l.'“'\.!
(T
Cuadrado [cuadrildlern Hexagons regular Octégono regular l;cna:.'.,;':-": regular
regular)

Eecuerde que el érea de un poligono regulares: 4 = P,;—adcrnde p es el perimetro del poligono

regular y a es 1a apotema. Ademads, considere las siguientes aproximaciones:

VZ=141; 3=173; ||2+~E:1,84: ||2—x-"§:1].?6: VB = 244

a)  Qué sucede con la diferencia del drea de la circunferencia v los peligonos regulares
inscritos?

b) Qué concluye usted respecto el area de los poligonos regulares inscritos ylade la
circunferencia?
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1)

2)

3)

Intd
n+l

10 13 - -
Pt donde su términe general es

Realicen las signientes actividades v expliquen sus respuestas.

Observen la siguiente sucesion

L | =

a) Encuentren los valores de la sucesion para n = 1:n = 5n = 100:n = 1000.
iQueé pueden concluir al analizar la distancia enire los distintos valores de la
sucesion v el nimero 37 ;Y entre los distintos valores de la sucesion v el nimero
67 ;Y con el nimero 107

b) Ahora grafiquen la sucesion. ;De qué manera el grafico de la sucesion permite
visualizar y verificar la respuesta que dieron a la pregunta a)7

c) Una de sus compafieras dice que, en alghn momento, para un valor de n, la grafica
de 1a sucesion tocard el nomere 3. Otra compafiera indica que para ningon valor
de n la grafica tocard el nimero 3. ;Qué piensan ustedes? Justifique.

5 —25

Observe la siguiente sucesion que parte desde f_? :

. ... donde su término general

i

-

—an® . . .. ..
es r+: . Explique v realice las siguientes actividades.

a) Encuentren los valores de la sucesion para n = 2;n = 5:n = 100:n = 1000.
iQue pueden concluir al analizar la distancia entre los distintos valores de la
sucesion v el nbmero 07 ;Y para los nimeros 3 v 57

b} Ahora grafiquen la sucesidn. ;De qué manera el grafico de la sucesidn permite
vispalizar v verificar la respuesta que dieron a la pregunta a)?

c) Una de sus compafieras dice que algin momento para un valor de n la grafica
tocara el valor 0. Ofra comparfiera indica que para ningin valor de n la grafica
tocara el valor 0. ;Qué piensas 117 Justifique

. . . G 9
Observe la siguiente sucesion que parte desde a, = 1,4, = 203 = donde su
. . In—3 . . . .. R
término general es i Realicen laz siguientes actividades vy expliquen sus

respuestas.

a) Encuentren los valores de la sucesion para n = 2;n = 5:n = 100:n = 1000,
iQue pueden concluir al analizar 1a distancia entre los distintos valores de la
sucesion v el nimero 07 ;Y para los nimeros 3 v 57

b} Ahora grafiquen la sucesion. jDe qué manera el grafico de la sucesion permite
visualizar v verificar la respuesta que dieron a la pregunta a)?

c) Uno de sus compafieros dice que algin momento para un valor de n la grafica
tocara el valor 0. Otro compafiero indica que para ningin valor de n la grafica
tocara el valor 0. ;Qué piensas 117 Justifique
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Secuencia didactica parte dos

1)

a)

b)

b)

PARTE 2: Establecer hipdtesis sobre limifes de sucesiones

—4n+2

Dada la siguiente sucesion 8, g . zﬂ—g, .. donde su términe general es ——ysu grafico
es de 1a forma:
Propongan, si es que es posible, hacia qué niamero tiende o converge la sucesion

ohzervando el comportamiento en el grafico.

Dado sus analisis en la pregunta a) ;Por qué concluyeron que ese es o no es el limite
de la sucesion v no otro nimero? Justifiquen

-7

. . o 3111 o +3 -
Dada la siguiente sucesion 5.?, - donde zu térming general ez preant grafico
es de 1a forma:

D 1 2 3 4 5 [ 7 B 9 0

]
]

Proponga, =i es que es posible, hacia qué nimero tiende o converge, la sucesion
observando el comportamiento en ] grafico.

Dado zu analisis en la pregunta a) ; Por qué concluyo que ese es o no es el limite de
la zucesion v no otro nimera? Justifiquen
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3) Dada la siguiente sucesion 2, 5, ?. ... donde zu término general es E::__: v su grafico
es de la forma:

-cF = ] 3 -

a) Proponga, =i es que es posible, hacia qué nomero tiende o converge, la sucesion
observando el comportamiento en el grafico.

b) Dado zu andlisiz en la pregunta a) ;Por qué concluyo que eze ez o no es el limite de
la sucesion v no otro ndmero? Justifiquen

4} Dadala siguiente sucesion 3, 3, 3 ....3, ... donde su representacion grafica es:

a) Proponga, =i es que es posible, hacia qué nimero tiende o converge, la sucesidn
observando el comportamiento en el grafico.

b} Dado su analisiz en la pregunta a) ;Por qué concluyo que eze es o no es el limite de
la sucesion ¥ no otro mimero? Justifiquen
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Dado al estodiar los problemas anteriores, podrian identificar alpunas condiciones
que debe tener 1a sucesion para que converja. Justifiquen

Dada Ia signiente sucesion l.é,—;, .. donde zu termino general es % Rezpecto a =u
analizis en la pregunta ) [ Existe el limite de esta sucesion? Justifiquen

Dada la siguiente sucesidn a, 4, @ ., 4 ... donde le terming general de la sucesidn es
by, = a,con acR [Existe el limite para esta sucesion? Justifiquen
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Secuencia didactica parte tres

?arte 3: Calculando Umites de sucesiones

1} Sabemos que la sucesion cuyo término general es: % tiene limite, v lo que nos
intereza zhora es calcularlo. Para esto, observen la sipuiente manipulacidn
algebraica de la expresion:

Gn+2 on 2 2
=—+—-=0+-—
! noon n

a) ;Como podrian usar exta equivalencia algebraica para caleular el limite?

Escriban sus ideas.

1. Una compafiera realizo lo signiente:

on+2 2 2
lim = lima + limg+ lim—=20

N—oc n N—toc n M=o Ly

ta

Otra compafiera hizo algo diferente. Observemos lo que realizd:

on+2 2 2
lim =limé+—=Ilimd+ lim—==086

fl—oo 1 fl—oo n M=o N—oo 71

by  (Qué opinan? ;Quién tendrd razdn? Expliquen v justifiquen sus
respuestas.
2) Se desea calcular el limite de la signiente sucesion cuyo término general es %
donde zsbemoz que tiene limite. Para esto, observa lo siguiente manipulacidn
algebraica de la expresion:

-3 3;m-1) _ 3
nf—1 (m+nr-1) n+1)

a) ;(Come podrias usar esta equivalencia algebraica para calcular el limite?
Escriban sus ideas

1. Un compafiero realizo lo siguiente:

H—sca

2. Otro compafiero hizo alge diferente. Observemos lo que realizd:

3n-—3 3

n—= ¢ — 1 :ul—-n-:la(n+1}:

134



by ;Qué opinas? ;| Quién tendra razdn? Justifigquen
3) Calculen el limite de la sizuiente sucesion:

—n¥4+2
nd

4) Calculen el limite de la siguiente sucesion:

2m+3
25n* —1
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Cuestionario posterior

k:LI ESTIOMARIO POSTERICR

1.- Explique con sus palabras gue es para ti el concepto limite de sucesion

2.- Calcule:
I 3+1IMn
im
n—e=§lns — 1
. ..o 11 26 47 74 . an’-1
3.- Observe la sigutente suceston 2,—-, —. 1=, ... donde su término general es ——

Debido a lo anterior (A cudl de estos niliimeros (2,3 o 4) converge 1a sucesion sefialada?

4.- Dada el siguiente comportamiento grafico, justifiqgue a que mimero converge o no la

l-n

sucesion, cuyo término general es —

. _ - Lo mE#L . —_—
5.- Determine, si existe o no el limite para la sucesion % Expligue y justifique.

1 -11

£.- Dada la siguiente sucesion —1,=

e justifique si tiene limite o no.

136



Autorizacién estudiante

CARTA DE CONSENTIMIENTO Y

CESION DE DERECHOS DE IMAGEN ¥ VOZ DE MIRAS, NIFIOS ¢
ADOLESCENTES

Titulo de la Investigacion: [1 problema de la ensefianza y aprendizaje de los lirnites de sutesiones en
la enseianza media chilena: Una propuesta para su ensefianza y aprendizaje

Docentes Gulas de la investigacion: Dra Lorena Fspinoza

Investigador: Jorge Zambrano Canales

Instituclon Patracinante: Universidad de Santiago de Chile

\ 5 A
| 1.
Atraves de la presente autorizo a _\MJM—M% '}‘{M ____aparticipat

del Proyecto de Tesis llamado “l problema de la ensefianza y aprendizaje de los limites de
sucesiones en la enseAanza media chilena: Una propuesta para su ensefiana y aprendizaje” a cargo

del profesor Jorpe Andrés Zambrano Canales.

Ademas, a traves de la presente autorizo que se pueda hacer uso del registro visual, audiovisual,
audio y voz que exista de la participacion del/la menor de edad bajo mi tutela en las grabaciones de
6 clases. De completa conformidad, acepto que las grabaciones en video, puedan ser utilizadas con

fines pedagogicos e investigativos en el Proyecto anteriormente mencionado

El presente consentimiento, cuenta con la aprobacion explicita de el/la menor a mi cargo

(asentimiento).

A continuacion, se solicita completar la siguiente informacion del apoderado/a o tutor/ay de el/la
menor de edad. En el caso del apoderado/a o tutor/a se solicita firmar por diferenciado el
consentimiento de la cesion de imagen y voz, dejando asi la opcion a optar por una o por las dos
opciones.

Datos del apoderado(a) o tutor{a)

Nombres y Apellidos (Legal) (/ Ol aﬂmm /QGJO/J G],n JL@V\EA
Nombre Social (si carresponde) ! u ,
At M4 20 965 -F

Fecha de Nacimiento 13 / /0/ /9 S’O

Teléfono ax 60/52 336

R R R
by Puads 17
i %ﬂwm

Fi timiento
irma por consentimien /{M”//




[/

Firma por cesién de imagen y voz

I/ /
L]

Fecha

22////302 Z

Datos de el/la menor de edad

Nombres y Apellidos (legal)

d@ﬁmw\7%é Batas Potos

Nombre Soclal (si corresponde)

RUT

22.0(5. 01 -5

Fecha de Nacimiento

0% /o1 | 200

Establecimiento educacional

hiCio Tomunls Dﬂyéédc@&ﬂ% 423

Datos del investigador

Nombres y Apellidos (legal)

lorge Andres Zambrano Canales

Nombre Social (si corresponde)

RUT

1 7928666~

Firma Investigador

G

I’L
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ASENTIMIENTO

La sigulente informacién se presentara para poder ayudarte a tomar la decision de participar o no
en esta investigacion

Titulo de 1a Investigacion: £| problema de la enseianza y aprendizaje de los limites de sucesiones E
en la enseianza media chilena: Una propuesta para su ensefanza y aprendizaje
Docente Guia de la investigacién: Lorena Espinoza

Investigador: Jorge Zambrano Canales

Institucion Patrocinante: Universidad de Santiago de Chile

Soy estudiante del Magister en Educacion Matematica. Estoy realizando un estudio para conocer

acerca de la ensefianza y aprendizaje de los limites de sucesiones, y para ello queremos pedir tu
colaboracion.

Declaracion del (la) menor participante:

Entiendo que mi participacion en el estudio consistira en el problema de la ensefianza y aprendizaje
de los limites de sucesiones para conocer sobre limites de sucesiones mediante el concepto de
distancia. También entiendo que mis respuestas podran ser grabadas en forma de audio con el fin
de posteriormente transcribir la informacion.

En caso de que el proyecto requiera registro visual o audiovisual de mis respuestas, debo autorizar
especificamente esto, solo si lo deseo.

Toda la informacion que entregue sera confidencial. Esto quiere decir que tanto mis respuestas
como mis datos personales solo seran conocidas por las personas que forman parte del equipo de
este estudio y quedaran a cargo de uno(a) de los (las) investigadores(as), cuyo nombre es Jorge
Zambrano Canales, quien almacenara toda esta informacion en su computador personal, protegera
SU Uso y conservacion y una vez finalizada la investigacion eliminara todos mis datos.

Mi identidad también sera confidencial, es decir, no se publicard mi nombre en el estudio, sino que
sera utilizado un codigo para ello.

Mi participacion en el estudio es libre y voluntaria, es decir, aun cuando mis padres o cuidadores
hayan dicho que puedo participar, si no quiero hacerlo puedo decir que no. Es mi decision si
participo o no.

Si en algun momento ya no quiero seguir participando o no quiero responder alguna pregunta, no
habra ningun problema y puedo retirarme del estudio sin tener consecuencias negativas para mi.

Se me ha informado que participar en esta investigacion no implica ningun tipo de riesgo ni costo,
asi como tampoco beneficios para mi.

gt L de
tad de Santiago de Chile | Vicerreclonia de Investigacion, Desamollo e Innovacion
“hacabuco N'675 | Santiago | Chile
windo piso Fohcing N® 200 | Teléfono +56 2 27180282 - 204

oo cetusach.cl b www viiderusachic

R




; ' ‘ y : tenido
(Si/No) He Leido o se me ha leido la informacion del documento de Asentimiento He_ na
tiempo para hacer Preguntas y se me ha contestado daramente cada una de ellas. No tengo ningu
duda sobre mj participacion

Autorizacion:

51 aceptas participar, debes poner un ticket ( ¥) en el cuadrito de abajo que dice “Si, quiero
Participar” y escribir tu nombre.

S no quieres participar, no debes llenar el cuadrito, ni escribir tu nombre

&

\ | A7) e )
Nombre: V. L+ ) 2 "-:’)Ug;\ajug ’R

Si, quiero participar

A continuacion, deberas marcar con una X el cuad

rado que voluntariamente desees, respecto de si
quieres que te graben o fotografien durante tu pa

rticipacion en el proyecto:

B

Autorizo a que me registren mediante | No autorizo que me registren mediante
fotografia y/o video durante el proyecto fotografia y/o video durante el proyecto

Si >( No

Contactos

En caso de tener alguna duda puedes comunicarte con Jorge Zambrano Canales al +56957840104.

En caso de estimar que tus derechos han sido vuinerados tanto durante como después de realizada
la investigacion, puedes contactarte con el Comité de Etica Institucional, que es la entidad que
examina los proyectos y que te puede ayudar en la informacion y proteccion de tus derechos.

Investigador Responsable Datos Comité de Etica Institucional
Dr. Jairo Vanegas Lopez
Nombre: Jorge Zambrano Canales Correo electrdnico: comitedeetica@usach ¢l




El pr i ;
presente Asentimiento se firma en dos ejemplares. Uno de los documentos queda en poder gel

(1a) investigador(a) y el otro en poder del(a) participante.

p . 4 o % . T i )
ara formalizar mi participacion en este estudio, firmo a continuacion

lorge Zambrano Canales \ oo B ychas
CrONQ. WO I
EL(LA) PARTICIPANTE

INVESTIGADOR(A) RESPONSABLE NOMBRE D
st it
X V/l_fl ~

FIRMA

FIRMA

Giudad, 22 dexxviembove de 1621

11

Adldiiied o UE
Universidad de Santiago de Chile | Vicerrectoria de Investigacion, Desarmallo e Innovacion
Chacabuco N'675 | Santiago | Chile o
Sequndo piso | oficina N® 200 | Teléfono ¥ 58 2 27180293 - 294
www Gei usach ol www o vndei usach.cl




CARTA DE CONSENTIMIENTO ¥
CESION DE DERECMOS DE IMAGEM ¥ VOZ DE MIFIAS, oS ¥
ADOLESCENTES

Tiulo de la Investigacion: £l problema de la ensefianza y aprendizaje de los imites de sucesiones en
la ensefianza media chilena: Una propuesta para su ensefanza y aprendizaje
Docentes Guias de la investigacion: Dra Lorena Fspinoza

Investigador: Jorge Zambrano Canales

Institucién Patrocinante: Universidad de Santiago de Chile

A través de la presente autorizo a 7{1@_&4&%“ /Q O, & parbipal

del Proyecto de Tesis llamado “f| problema de la ensefianza y dprendizaje de los limites de
sucesiones en la enseflanza media chilena: Una propuesta para su enseflanza y aprendizaje”, a cargo
del profesor Jotge Andrés Zambrano Canales

Ademis, a través de la presente autorizo que se pueda hacer uso del registro visual, audiovisual
audio y voz que exista de la participacion del/la menor de edad bajo mi tutela en las grabaciones de
6 clases. De completa conformidad, acepto que las grabaciones en video, puedan ser utilizadas con
fines pedagégicos e investigativos en el Proyecto anteriormente mencionado.

El presente consentimiento, cuenta con la aprobacién explicita de el/la menor a mi cargo
(asentimiento).

A continuacion, se solicita completar la siguiente informacion del apoderado/a o tutor/a y de el/la
menor de edad. En el caso del apoderado/a o tutor/a se solicita firmar por diferenciado el

consentimiento de la cesion de imagen y voz, dejando asi la opcion a optar por una o por las dos

opciones,

Datos del apoderado(a) o tutor{a)

Nombres y Apellidos (Legal) £ w‘m
o

Nombre Social (si corresponde)

i [2 ®SP QI -5

Fecha de Nacimiento ’D'z , 0 ) i?}g

Teléfono ?6“3:) IS 1€

Correo electrénico eLQ E; 9.Q 95 é2£ .L:

Comuna ?wi'o

Region ‘),ne,,l,o o s

Firma por consentimiento /[//%



Firma por ceslon de imagen y voz

-

Fecha

7
22l -2032

Datos de el/la menor de edad

Nombres y Apellidos (legal)

Nombre Soclal (si corresponda)
2l 220660306
Fecha de Nacimiento 34 J o3 \'2‘0 ob
T
Establecimiento educacional L\‘ Ceo k Dpax) bEL %{‘9‘) I3
! /S
Datos del investigador

brano Canal
Nombres y Apellidos (legal) o Andrecamiang Caee
Nombre Soclal (si corresponde)

T928666-1

RUT 179286

Firma Investigador

G




ASENTIMIENTO

La siguiente informacion se presentara para poder ayudarte a tomar la deciion de participar o no
en esta investigacion

Titulo de la Investigacién: £l problema de la ensefianza y aprendizaje de los limites de sucesiones |

en la ensefianza media chilena: Una propuesta para su ensefianza y aprendizaje
Docente Guia de la investigacién: Lorena Espinoza

Investigador: Jorge Zambrano Canales

Institucién Patrocinante: Universidad de Santiago de Chile

Soy estudiante del Magister en Educacion Matematica. Estoy realizando un estudio para conocer
acerca de la ensefianza y aprendizaje de los limites de sucesiones, y para ello queremos pedir tu
colaboracion.

Declaracién del (la) menor participante:

Entiendo que mi participacion en el estudio consistira en el problema de la ensefianza y aprendizaje
de los limites de sucesiones para conocer sobre limites de sucesiones mediante el concepto de
distancia. También entiendo que mis respuestas podran ser grabadas en forma de audio con el fin
de posteriormente transcribir la informacion.

En caso de que el proyecto requiera registro visual o audiovisual de mis respuestas, debo autorizar
especificamente esto, solo si lo deseo.

Toda la informacion que entregue sera confidencial. Esto quiere decir que tanto mis respuestas
como mis datos personales solo seran conocidas por las personas que forman parte del equipo de
este estudio y quedaran a cargo de uno(a) de los (las) investigadores(as), cuyo nombre es jorge
Zambrano Canales, quien almacenara toda esta informacion en su computador personal, protegera
su usD y conservacion y una vez finalizada la investigacion eliminara todos mis datos.

Mi identidad también sera confidencial, es decir, no se publicara mi nombre en el estudio, sino que
sera utilizado un cédigo para ello.

Mi participacion en el estudio es libre y voluntaria, es decir, aun cuando mis padres o cuidadores
hayan dicho que puedo participar, si no quiero hacerlo puedo decir que no. Es mi decisién si
participo o no.

Si en algin momento ya no quiero seguir participando o no quiero responder alguna pregunta, no
habra ningun problema y puedo retirarme del estudio sin tener consecuencias negativas para mi.

Se me ha informado que participar en esta investigacion no implica ningun tipo de riesgo ni costo,
asi como tampoco beneficios para mi.
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imiento. He tenido

Asent ;
ocumento de o ninguna
{Si/No) He Leido o se me ha leido la informacion del d Noteng

de ellas.
tiempo para hacer preguntasy se me ha contestado Cosdon
duda sobre mj participacidn.

Autorizacion: i quiero
‘ dice “i, qui
s abajo qué
5\ aceptas participar, debes poner un ticket ( ¥) en el cuadrito g
Participar” y escribir tu nombre.

i ; - o Sy e.
31 no quieres participar, no debes llenar el cuadrito, ni escribir tu nombr

%

Si, quiero participar

Nombre: MO\WQ ‘Z.CAMO(QHO TQO‘IG
A}

_ ) : ecto de si
A continuacion, deberas marcar con una X el cuadrado que voluntariamente desees, resp
quieres que te graben o fotografien durante tu participacién en el proyecto:

fr—

Autorizo a que me registren mediante | No autorizo que me registren mediante
fotografia y/o video durante el proyecto fotografia y/o video durante el proyecto
Si__ X

No
& )

Contactos

——t

En caso de tener alguna duda puedes comunicarte con Jorge Zambrano Canales al +56957840104.

En caso de estimar que tus derechos han sido vulnerados tanto durante como después de realizada
|

a investigacion, puedes contactarte con el Comité de Etica Institucional, que es la entidad que
examina los proyectos y que te puede ayudar en la informacién y proteccion de tus derechos.

Investigador Responsable Datos Comité de Etica Institucional

Dr. Jairo Vanegas Lépez

Nombre: Jorge Zambrano Canales Correo electrénico: comitedeetica@usach.cl
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Ino de os documentos queda en poder dei

Para formal;
LAt mi pay ik
p :lidpatmn N egla estudio, firmo a continuacion

lorge Zambrang Canales

IW MO\‘\‘Q Eamo feXale]

A) RESPONSABLE NOMBRE DEL(LA) PARTICIPANTE

-

e moule

FIRMmA FIRMA

Ciudad, 270  de AA de 2022
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CARTA DE CONSENTIMUENTO ¥

CESION DE DERECHOS DE IMAGEN ¥ VOZ DF MIRAS, MiReOs ¥
ADOLESCENTES

Titulo de la Investigacion: [l problema de la enseflania y aprendizape de los brnites de suceucnes; er

la enseflanza media chilena: Una propuesta para su enseflanza y aprendizaje
Docentes Guias de la investigacion: Dra Lorena Espinoza

investigador: Jorge Zambrano Canales

Institucidn Patrocinante: Universidad de Santiago de Chile

A traves de la presente autorizo a J:éai i”A 't’ﬂ'fh iﬂ @ patliipaT

del Proyecto de Tesis llamado “El problema de la enseflanza y aprendizaje de los limites de
sucesiones en la enseflanza media chilena: Una propuesta para su ensefianza y aprenduaje”, 3 cargo
del profesor Jorge Andrés Zambrano Canales

Ademads, a través de la presente autorizo que se pueda hacer uso del registro visual, audiovisual

audio y voz que exista de la participacion del/la menor de edad bajo mi tutela en las grabaciones de
6 clases. De completa conformidad, acepto que las grabaciones en wideo, puedan ser utilizadas con
fines pedagodgicos e investigativos en el Proyecto anteriormente mencionado

El presente consentimiento, cuenta con la aprobacion explicita de el/la menor a mi cargo
{asentimiento).

A continuacion, se solicita completar la siguiente informacion del apoderado/a o tutor/a y de el/la
menor de edad. En el caso del apoderado/a o tutor/a se solicita firmar por diferenciado el

consentimiento de la cesion de imagen y voz, dejando asi la opcion a optar por una o por las dos
opciones.

Datos del apoderado(a) o tutor{a)

Nombre Social (si corresponde)

Nombres y Apellidos (Legal) L, de) ' loe Chouez H/«wﬁu, /1}[

T )4.199 21-5

Fecha de Nacimiento 18 - ﬁed,-— 189

T € YR0R 11 &2

Correo electronico QuTFh’y CHAVEZ )} @ 6nmL‘, cobh .

Comuna LO PM% .

Regién M eteo polidawe,

' iy A

Firma por consentimiento

7
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Firma por cesidn de imagen y voz

o v
reche c3-44- 202>

Detos de el/la menor de edad

Nombres y Apellidos (legal) j:nubfio Cgﬁj,,\,u [-;m,/p‘; ()Luzg

Nombre Social (sl corresponde)

RUT 22 . ICR 085S -1
Fecha de Nacimiento @S - 0V - 2006
Establecimiento educacional Li o m D c%g o0 /\, 63’C A)y Vv 4 3
. /
Datos del investigador
Nombres y Apelidos (legal) Jorge Andres /ambrano Canales
Nombre Social (si corresponde)
1 7928666- |
RUT

Firma Investigador %
LeF )
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ASENTIMIENTO

La siguiente .nfo[ma(-‘o'n se presentara para p()def ayudarte a tomar la decision de participar o no
en esta investigacion

Titulo de 1a Investigacién: El problema de la ensefianza y aprendizaje de los limites de sucesiones
en la ensefanza media chilena: Una propuesta para su ensefianza y aprendizaje

Docente Guia de la investigacién: Lorena Espinoza

Investigador: Jorge Zambrano Canales

Institucién Patrocinante: Universidad de Santiago de Chile

Soy estudiante del Magister en Educacion Matematica. Estoy realizando un estudio para conocer

acerca de la ensefanza y aprendizaje de los limites de sucesiones, y para ello queremos pedir tu
colaboracion.

Declaracién del (la) menor participante:

Entiendo que mi participacion en el estudio consistira en el problema de la ensefianza y aprendizaje
de los limites de sucesiones para conocer sobre limites de sucesiones mediante el concepto de
distancia. También entiendo que mis respuestas podran ser grabadas en forma de audio con el fin
de posteriormente transcribir la informacion.

En caso de que el proyecto requiera registro visual o audiovisual de mis respuestas, debo autorizar
especificamente esto, solo si lo deseo.

Toda la informacion que entregue sera confidencial. Esto quiere decir que tanto mis respuestas
como mis datos personales solo seran conocidas por las personas que forman parte del equipo de
este estudio y quedaran a cargo de uno(a) de los (las) investigadores(as), cuyo nombre es Jorge
Zambrano Canales, quien almacenara toda esta informacion en su computador personal, protegera
SU Uso y conservacion y una vez finalizada la investigacion eliminara todos mis datos.

Mi identidad también sera confidencial, es decir, no se publicara mi nombre en el estudio, sino que
sera utilizado un cédigo para ello.

Mi participacion en el estudio es libre y voluntaria, es decir, aun cuando mis padres o cuidadores
hayan dicho que puedo participar, si no quiero hacerlo puedo decir que no. Es mi decisién si
participo o no.

Si en alglin momento ya no quiero seguir participando o no quiero responder alguna pregunta, no
habra ningin problema y puedo retirarme del estudio sin tener consecuencias negativas para mi.

Se me ha informado que participar en esta investigacién no implica ningun tipo de riesgo ni costo,
asi como tampoco beneficios para mi.

Pagma 1de 3

Jniversidad de Santiago de Chile | Vicerrectoria de Investigacion, Desarrolio e Innovacion
Chacabuco N°875 | Santiago | Chile
Sequnds pisa | aficina N° 200  Telafoan: +58 2 271802Q2 - 2Q4
( www cel.usach.cl | www.wnidei. usach.cl
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Asentimiento. He tenido
pllas. No tengo ninguna

vt

(si/No) He Leido o se me
tiempo para hacer preguntasys

duda sobre mi paniclpacion.

ha leido 1a informacion del documento e
nte cadauna te

pme ha contestado clarame

Autorizacion:
§i aceptas participar, debes poner un ticket ( ¥)enel cuadrito de abajo que dice “Si, quiero

participar” y escribir tu nombre.
ni escribir tu nombre.

i no quieres participar, no debes llenar el cuadrito,

Ej §i, quiero participar

Nombre: L&:&_ Fy"lf\‘\'(ﬁ

una X el cuadrado que voluntariamente desees,
dn en el proyecto:

respecto de si

A continuacion, deberds marcar con
fien durante tu participaci

quieres que te graben 0 fotogra

Autorizo a que me registren mediante | No autorizo que me registren m
ediante
fotografia y/o video durante el proyecto fotografia y/o video durante el proyecto

SI__A_ No

Contactos

Enc
aso de tener alguna duda puedes comunicarte con Jorge Zambrano Canales al +56957840104

En caso de estimar que tus d
erechos han sido vulnerad és de
B tta os tanto durante como desp e d
; ve'm ﬂcic:n, puedes contactarte con el Comité de Etica Institucional, que :sul se |r¢:iﬂd"m !
Xam os proyectos y que te puede ayudar en la informacion y protecclc'ﬁn de tus da nrtr‘oa o
erechos.

Investigador Responsable :
| Datos Comité de Etica Institucional
: Dr. Jairo Vanegas Lépez

Correo electronico: comitedeetica@usach.cl

Nombre: lorge Zambrano Canales

Universidad de Santi i et
Santiago dc;:: ghi!e I Vicerrectoria de Investigacion, Des
i :ccahuco N°875 | Santiago | Chile e
q oficina N* 200 | Teléfono. +68 2 27180293 - 294

www. celusach.cl | weww vridel.usach.cl
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:: presente Asentimiento se firma en dos ejemplares. Uno de los documentos queda en poder del
a) Investigador(a) y el otro en poder del(a) participante

P
ara formalizar mi participacion en este estudio, firmo a continuacion.

lorge Zambrano Canales S o hola { ;,e 4 \( S ¢ Lc. vel
INVESTIGA RESPONSABLE NOMBRE DEL(LA) PARTICIPANTE
4
FIRMA FIRMA
Ciudad, de de
Pagma3dde3

Universidad de Santiago de Chile | Vicerrectoria de Investigacion, Desamollo e innovacion
Chacabuco N°675 | Santiago | Chile
Segundo piso | oficina N® 200 | Teléfono: +56 2 27180293 - 294
www.cei.usach.cl | www vridei.usach.cl
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CARTA DE CONSENTIMIENTO Y

CESION DE DERECHOS DF IMAGEN ¥ VOZ DE MIFIAS, MIFOS ¥
ADOLESCENTES

Titulo de la Investigacidn: £l problema de la ensefianza y aprendizage de los imites de sucesiones en
la enseflanza media chilena Una propuesta para su ensefianza y aprendizaje

Docentes Guias de la investigacidn: Dra lorena Fspinora

investigador: lorge Zambrano Canales

Institucion Patrocinante: Universidad de Santiago de Chile
-

- . T
) A - A3
A través de la presente autorizo a / Z) Waln  Csign 4)_1 _ =437 a participar

del Proyecto de Tesis llamado “El problema de la ensefianza y aprendizaje de los limites de
sucesiones en la ensefianza media chilena: Una propuesta para su ensefianza y aprendizaje”, a cargo
del profesor Jorge Andrés Zambrano Canales.

Ademas, a traves de la presente autorizo que se pueda hacer uso del registro visual, audiovisual,
audio y voz que exista de la participacion del/la menor de edad bajo mi tutela en las grabaciones de
6 clases. De completa conformidad, acepto que las grabaciones en video, puedan ser utilizadas con
fines pedagogicos e investigativos en el Proyecto anteriormente mencionado

El presente consentimiento, cuenta con la aprobacion explicita de elfla menor a mi cargo
(asentimiento).

A continuacion, se solicita completar la siguiente informacion del apoderado/a o tutor/a y de el/la
menor de edad. En el caso del apoderado/a o tutor/a se solicita firmar por diferenciado el
consentimiento de la cesion de imagen y voz, dejando asi la opcidn a optar por una o por las dos
opciones,

Datos del apoderado(a) o tutor{a)

Nombres y Apellidos (Legal) "jo/n\l 60/\1'};1 Zc & A’U/‘K?S

Nombre Social (si corresponde)

RUT |2:5%5-95%-9

Fecha de Nacimiento 30 ’-%I\/i 20 _/z- a :\,. Z

Teléfono 9¢( 3% é& 8319

Correo electrénico 6){,({-/\/_«:,3 fhfg[.;xs Sa[m @ &le (47),

<r

Comuns ?uo/y{? ul&4/ /,

Regién p7[3 ’/ﬁ'}/ x?/\f.'f”/d
[ [T [/ [ /

P—re C X 7~

]
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Firma por cesién de imagen y voz

Fecha 7*17[“/1“‘1.2,

Datos de el/la menor de edad

Nombres y Apellidos (legal)

T v n_GapgalhZ

Pi}/ﬂ'\ 37

Nombre Social (si corresponde)

RUT

LB 5. 005~ 4

Fecha de Nacimiento

0! ?)uL‘O 2005

Establecimiento educacional

Dasobrn]n Gaols 4
[

Datos del investigador
Nombres y Apellidos (legal) Jorge Andres Zambrams Canales
Nombre Social (si corresponde)
RUT 17928666~ 1

Firma Investigador

FH

IIL
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ASENTIMIENTO

La siguiente informacion SE present

ard para poder ayudarte 4 tomar la decision de participar o ne
enesta investigacion

Titulo de la Invesﬁtrgﬂa&d‘ﬁ:wf i})réﬁié;ﬁ
enla ensedanza media chilena: Una Propuesta para su ensefianza y aprendizaje
Docente Guia de la investigacion: Lorena | spinoza

Investigador: lorge Zambrano Canales
l'!it,iﬂlﬂd" Patrocinante: Universidacd de Santiago de Chile

Soy estudiante del Magister en Educacion Ma
acerca de la ensefianza y aprendiza
colaboracion

tematica. Estoy realizando un estudio para canocer
je de los limites de sucesiones, y para ello queremos pedir ty

Declaracion del (la) menor participante

Entiendo que mi participacion en el estudio consistira en el problema de |a ensefianza y aprendizaje
de los limites de sucesiones Para conocer sobre limites de sucesiones mediante el concepto de
distancia. También entiendo que mis respuestas podran ser grabadas en forma de audio con el fin
de posteriormente transcribir |a informacion.

En caso de que el proyecto requiera registro visual o audiovisual de mis respuestas, debo autorizar
especificamente esto, solo si lo deseo.

Toda la informacion que entregue sera confidencial. Esto quiere decir que tanto mis respuestas
como mis datos personales solo seran conocidas por las personas que forman parte del equipo de
este estudio y quedaran a cargo de unofa) de los (las) investigadores(as), cuyo nombre es lorge
Zambrano Canales, quien almacenara toda esta informacion en su computador personal, protegera
S Us0y conservacion y una vez finalizada la investigacion eliminara todos mis datos.

Miidentidad también sera confidencial, es decir, no se publicara mi nombre en el estudio, sino que
sera utilizado un cédigo para ello,

Mi participacion en el estudio es libre y voluntaria, es decir, aun cuando mis padres o cuidadores
hayan dicho que puedo participar, si no quiero hacerlo puedo decir que no. Es mi decision si
participo o no.

Sien algin momento ya no quiero seguir participando o no quiero responder alguna pregunta, no
habra ningun problema y puedo retirarme del estudio sin tener consecuencias negativas para mi.

Se me ha informado que participar en esta investigacion no implica ninguin tipo de riesgo ni costo,
asi como tampoco beneficios para mi.

ade [a enseflanza y aprendizaje de los Himites de sucesiones |
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(Si/No) He Leido o se me ha leido la informacién del documento de Asentimiento. He tenido

tiempo para hacer preguntasy se me ha contestado claramente cada una de ellas. No tengo ninguna
duda sobre mj participacion,

Autorizacion:

Si aceptas participar, debes poner un ticket ( ¥) en el cuadrito de abajo que dice “Si, quiero
participar” y escribir ty nombre.

Sino quieres participar, no debes llenar el cuadrito, ni escribir tu nombre.

@ Si, quiero participar

Nombre: FlOr €N \Q Q:C)n?é\(“? /?éfel.

A continuacidn, deberas marcar con un
Quieres que te graben o fotografien du

a X el cuadrado que voluntariamente desees, respecto de si
rante tu participacion en el proyecto:

Autorizo a que me registren mediante | No autorizo que me registren mediante
fotografia y/o video durante el proyecto fotografia y/o video durante el proyecto
Si L No

Contactos

En caso de tener alguna duda puedes comunicarte con Jorge Zambrano Canales al +56957840104.

En caso de estimar que tus derechos han sido vulnerados tanto durante como después de realizada
la investigacion, p

uedes contactarte con el Comité de Etica Institucional, que es la entidad que
examina los proyectos y que te puede ayudar en la informacidn y proteccion de tus derechos.

Investigador Responsable Datos Comité de Etica Institucional

Dr. Jairo Vanegas Lépez

Nombre: Jorge Zambrano Canales Correo electrénico: comitedeetica@usach.cl

Pagina 2de 3
Universidad de Santiago de Chile | Vicerrecloria de Investigacion, Desarollo e Innovacion
Chacabuco N'675 | Santiago | Chile
Segundo piso | oficina N* 200 | Teléfono: +56 2 27180293 - 294
www.celusach ol | www ynidei usach cl
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£l presente Asentimiento se firma en dos ejemplares. Uno de los documentos queda en
(1a) investigador(a) y el otro en poder del(a) participante.

poder dei

Para formalizar mi participacion en este estudio, firmo a continuacion

lorge Zambrano Canales Y : J /}()1 o
lorerria _bonz0O\ez. TET
NOMBRE DEL(LA) PARTICIPANTE

B et G

FIRMA

INVESTIGADOR(A) RESPONSABLE

(’.'

FIRMA

Ciudad, 22 de \\ de 21 :E g ‘
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CARTA DE CONSENTIMIENTO ¥

CESION DE DERECHOS DE IMAGEN Y VOI DE NINAS, NINOS ¥
ADOLESCENTES

Titulo de la Investigacion: Ll problema de la ensefiania y aprendijage de fos kmites de sute
la ensefianza media chilena Una propuesta para su ensefanza y aprenduaje

Docentes Guias de la investigacion: Dra Lorena Fspinora

Investigador: Jorge Zambrano Canales

Institucion Patrocinante: Universidad de Santiago de Chile

A
A traves de la presente autorizo 4 ;}( C.u";.'if‘ \(JEU.LU\ L‘g__,.(“ 1d '\..L\N{f_'.‘.n ] a participa
del Proyecto de Tesis llamado “El problema de la enseflanza y aprendizaje de los limites de
sucesiones en la ensefianza media chilena: Una propuesta para su enseflanza y aprendizaje”, a cargo

del profesor lorge Andrés Zambrano Canales

Ademas, a traves de la presente autorizo que se pueda hacer uso del registro visual, sudiovisual

audio y voz que exisla de la participacion del/la menor de edad bajo mi tutela en las grabaciones de
6 clases. De completa conformidad, acepto que las grabaciones en video, puedan ser utilizadas con
fines pedagogicos e investigativos en el Proyecto anteriormente mencionado

El presente consentimiento, cuenta con la aprobacion explicita de elfla menor a mi cargo
|asentimiento).

A continuacion, se solicita completar la siguiente informacion del apoderado/a o tutor/ay de el/la
menor de edad. En el caso del apoderado/a o tutor/a se solicita firmar por diferenciado el

consentimiento de la cesion de imagen y voz, dejando asi la opcion a optar por una o por las dos

opciones.

Datos del apoderado(a) o tutor{a)

Nl v st e P(mle‘o Antaniedn Watoq Am@lﬁ 195

Nombre Social (si corresponde)

RuT L 43 BSS -
Fecha de Nacimiento 30/[\2 / 1008
Teléfono 010251 (D
Correo electronico Onto. pame bR @ A wal . Lom

Comuna U) P{od_o

Region Medcopolitang

Firma por consentimiento M\—

™ /( [
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R /

firma por ceslon de imagen y voz

-

L

(" ‘1 <
i /

-

Fecha

12 [u/ion

v

Datos de el/la menor de edad

Nombres y Apellidos (legal)

lhoisy Ao nellan Hueta, Unowon

Nombre Social (si corresponde)

RUT

QR0 GG -

Fecha de Nacimiento

0a [u/ 2005

Establecimiento educacional

Lteo Teaente bagonecto Godoy

W proo.

Datos del investigador

Nombres y Apellidos (legal)

lorge Andres Zambruno Canales

Nombre Social (si corresponde)

RUT

1 7928666~ 1

Firma Investigador

FH

I[L
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ASENTIMIENTO

La siguiente informacion se presentard para poder ayudante a tomar La decisidn de particapar o no
en esla investigacion

Titulo de la Investigacién: I | pmbk-m.ﬁ de la ensefanza y aprendizaje de los limites de sucesiones
en la enseianza media chilena: Una propuesta para su ensefianza y aprendizaje

Docente Guia de la investigacién: Lorena Espinoza

Investigador: lorge Zambrano Canales
_Institucién Patrocinante: Universidad de Santiago de Chile.

Soy estudiante del Magister en Educacion Matematica Estoy realizando un estudio para conocer
acerca de la enseflanza y aprendizaje de los limites de sucesiones, y para ello queremos pedir tu
colaboracién.

Declaracion del (la) menor participante.

Entiendo que mi participacion en el estudio consistira en el problema de la ensenanza y aprendizaje
de los limites de sucesiones para conocer sobre limites de sucesiones mediante el concepto de
distancia. También entiendo que mis respuestas podran ser grabadas en forma de audio con el fin
de posteriormente transcribir la informacién.

En caso de que el proyecto requiera registro visual o audiovisual de mis respuestas, debo autorizar
especificamente esto, solo si lo deseo.

Toda la informacion que entregue sera confidencial. Esto quiere decir que tanto mis respuestas
como mis datos personales solo seran conocidas por las personas que forman parte del equipo de
este estudio y quedaran a cargo de uno(a) de los (las) investigadores(as), cuyo nombre es lorge
Zambrano Canales, quien almacenara toda esta informacion en su computador personal, protegera
su uso y conservacion y una vez finalizada la investigacion eliminara todos mis datos.

Mi identidad también sera confidencial, es decir, no se publicara mi nombre en el estudio, sino que
sera utilizado un codigo para ello.

Mi participacion en el estudio es libre y voluntaria, es decir, aun cuando mis padres o cuidadores
hayan dicho que puedo participar, si no quiero hacerlo puedo decir que no. Es mi decision si
participo o no.

Si en algin momento ya no quiero seguir participando o no quiero responder alguna pregunta, no
habra ningun problema y puedo retirarme del estudio sin tener consecuencias negativas para mi.

Se me ha informado que participar en esta investigacion no implica ningun tipo de riesgo ni costo,
asi como tampoco beneficios para mi.

ydad de Sanh 1610 de Chile | Vicerrectona de Investiaacion Desanollo e lnnava

uco - N675 | Santigao | Chile

aundo prsg boficina N® 20010 Telclono +56 227180293 +.294

s cerusach b b vaww viiderusach

TR
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- ‘
[-ll,l 5I/No) He Leido o se me ha leido la informacion del documento de Asertimiento. He tenido

Hempo para hacer preguntas y se me ha contestado daramente cada una de ellas. No tengo ninguna
duda sobre mi participacion

Autorizacion:

51 aceptas participar, debes poner un ticket ( ¥) en el cuadrito de abajo que dice “Si, quiero
participar” y escribir ty nombre.

5 no quieres participar, no debes lle

V]

nar el cuadrito, ni escribir tu nombre
51, quiero participar

Naribis: jﬁ(gs_u} Aatonela Hoedn (Jaaon

A continuacion, deberas marcar conuna X el cuadrado que

; voluntariamente desees, respecto de si
quieres que te graben o fotografien durante tu participacio

n en el proyecto:

Autorizo a que me registren mediante | No autorizo que me registren mediante
fotografia y/o video durante el proyecto fotografia y/o video durante el proyecto

Si Z No

Contactos

En caso de tener alguna duda puedes comunicarte con Jorge Zambrano Canales al +56957840104.

En caso de estimar que tus derechos han sido vulnerados tanto durante como después de realizada
la investigacion, puedes contactarte con el Comité de Etica Institucional, que es la entidad que
examina los proyectos y que te puede ayudar en la informacion y proteccian de tus derechos.

Investigador Responsable Datos Comité de Etica Institucional
Dr. Jairo Vanegas Lopez
Nombre: Jorge Zambrano Canales Correo electrdnico: comitedeetica@usach cl
Universidad de Santiago de Chile | Vicertectoria de Investigacion, Desarroilo e Innovacion

et n S e e
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o

£l presente Asenty fi
Rk te Asent jw:»en:o se firma en dos ejemplares. Uno de los documentos queda en poder del
{ia} nvestigador(a) y el otro en poder del{a) parbapante.

Para formaliz 2
malizar mi partiapacon en este estudio, firmo a continuacion

iorge Zambrano Canales , . -
o \hersy Huecta daoon
INVESTIGADOR{A) RESPONSABLE NOMBRE DEL(LA) PARTICIPANTE

T_BRMA

FIRMA

Ciudad, o de o de
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CANTA DE CONSENTIMIENTO Y

CESION DE DERECHOS DE IMAGEN ¥ VOZ DE MIfias, MIROS ¥
ADOLESCENTES

Titulo de la Investigacion: £l problema de la ensefianza v aprendizaje de los linites de sucesiones en
la ensefianza media chilena: Una propuesta para su ensefianza y aprendizaje

Docentes Guias de la Investigacion: Dra lorena Fspinoza

Investigador: Jorge Zambrano Canales

Institucién Patrocinante: Universidad de Santiago de Chile

Rt o /
A través de la presente autorizo a _\))_&QQL' ..(?L"U.C» Z el - ’ 4
del Proyecto de Tesis llamado “F| problema de la ensefianza y aprendizaje de los limites de

a partucpar

sucesiones en la enseflanza media chilena: Una propuesta para su enseflanza y aprendizaje”, a cargo
del profesor Jorge Andrés Zambrano Canales.

Ademads, a traves de la presente autorizo que se pueda hacer uso del registro visual, audiovisual,
audio y voz que exista de la participacion del/la menor de edad bajo mi tutela en las grabaciones de
6 clases. De completa conformidad, acepto que las grabaciones en video, puedan ser utilizadas con

fines pedagogicos e investigativos en el Proyecto anteriormente mencionado.

El presente consentimiento, cuenta con la aprobacion explicita de el/la menor a mi cargo
(asentimiento).

A continuacion, se solicita completar la siguiente informacion del apoderado/a o tutor/a y de el/la
menor de edad. En el caso del apoderado/a o tutor/a se solicita firmar_por diferenciado el
consentimiento de la cesion de imagen y voz, dejando asi la opcion a optar por una o por las dos
opciones.

Datos del apoderado(a) o tutor(a)

Nombres y Apellidos (Legal) B\OLA A,U PReA C_\ S 7‘}20 R A ; o)

Nombre Social (si corresponde)

RUT 1), 62612 - &

Fecha de Nacimiento 4 Z/o 1/ /q Lo

Teléfono 992 429685

Correo electrénico Ploltda 46.¢ & Gugl . con

Comuna Cg/A&,oz (&{QAZ

Ragién [ et ool tabA

A

Firma por consentimiento / -
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A Y

Firma por cesldn de m..ﬂ ¥y voz

N
Ak VieRBues 25 De AoU.
Datos de el/la menor de edad
Nombres y Apellidos (legal) ‘-js P e L jQ-’Ut)S éCJU(:A‘[(‘ - (Ajf ]
Nombre Social (si corresponde)
RUT

22.0lo.9%c -4

Fecha de Nacimiento

C2/01/ 7006

' \
Establecimiento educaciona LlC o 7"&/(@ ‘ e DA;'pﬁédZ I—v; éfu{,’b/
Datos d.' lﬂ“sﬂ'.dOr
Nombres y Apellidos (legal) Horge Andres Zambrano Canales
Nombre Social (si corresponde)
RUT |1 7928666-1

Firma Investigador

SCa
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ASENTIMIENTO

La siguiente informacién se presentara para poder ayudarte a tomar la decision de participar o no
en esla investigacion.

Titulo de la Investigacién: El problema de la ensefianza y aprendizaje de los limites de sucesiones
en la ensefianza media chilena: Una propuesta para su ensefianza y aprendizaje

Docente Guia de la investigacién: Larena Espinoza

Investigador: Jorge Zambrano Canales

Institucién Patrocinante: Universidad de Santiago de Chile

Soy estudiante del Magister en Educacion Matematica. Estoy realizanda un estudio para conocer
acerca de la ensefianza y aprendizaje de los limites de sucesiones, y para ello queremos pedir tu
colaboracion.

Declaracién del (la) menor participante:

Entiendo que mi participacion en el estudio consistira en el problema de la ensefianza y aprendizaje
de los limites de sucesiones para conocer sobre limites de sucesiones mediante el concepto de
distancia. También entiendo que mis respuestas podran ser grabadas en forma de audio con el fin
de posteriormente transcribir la informacion.

En caso de que el proyecto requiera registro visual o audiovisual de mis respuestas, debo autorizar
especificamente esto, solo si lo deseo.

Toda la informacion que entregue sera confidencial. Esto quiere decir que tanto mis respuestas
como mis datos personales solo seran conocidas por las personas que forman parte del equipo de
este estudio y quedaran a cargo de uno(a) de los (las) investigadores(as), cuyo nombre es lorge
Zambrano Canales, quien almacenara toda esta informacion en su computador personal, protegera
su uso y conservacion y una vez finalizada la investigacion eliminara todos mis datos.

Mi identidad también sera confidencial, es decir, no se publicard mi nombre en el estudio, sino que
sera utilizado un codigo para ello.

Mi participacién en el estudio es libre y voluntaria, es decir, aun cuando mis padres o cuidadores
hayan dicho que puedo participar, si no quiero hacerlo puedo decir que no. Es mi decision si
participo o no.

Si en algin mamento ya no quiero seguir participando o no quiero responder alguna pregunta, no
habra ninguin problema y puedo retirarme del estudio sin tener consecuencias negativas para mi.

Se me ha informado que participar en esta investigacion no implica ningun tipo de riesgo nij costo,
asi como tampoco beneficios para mi.

Pagina 1de 3
Universidad de Santiago de Chile | Vicerrectoria de Investigacion, Desarrollo e Innovacion
Chacabuco N°675 | Santiago | Chile
Segundo piso | oficina N® 200 | Teléfono: +56 2 27180293 - 294
www cei usach.cl | www vridei.usach.cl
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E (Si/No) He Leido
tempo para hacer pre
duda sobre mj partici

L tenido
timiento. He
0 se me ha leido la informacién del documento dt’:j Ajl:s No tengo ninguna
BUNtas y se me ha contestado claramente cada una de ellas.
pacion,

Autorizacin:

SI aceptas participar, deb

i ice “Si, quiero
€S poner un ticket ( ¥) en el cuadrito de abajo que dice “Si,
Participar” y escribir tu no

mbre.

Sino quieres participar, no debes llenar el cuadrito, ni escribir tu nombre.

LA
Nombre: Pae Gou | C 1[‘

A continuacion, deberas marcar conuna X el cuadrad
quieres que te graben o fotografien durante ty partic

T

Autorizo a que me registren mediante | No autorizo que me registren mediante
fotografia y/o video durante e proyecto fotografia y/o video durante el proyecto
Si /

Si, quiero participar

© Que voluntariamente desees, respecto de si
ipacion en el proyecto:

No

—

» que es la entidad que
de tus derechos.

Investigador Responsable Datos Comité de Etica Institucional

Dr. Jairo Vanegas Lopez
Nombre: Jorge Zambrano Canales Comitedeetica@usach_c|
: ==tiegeetca@usach.cl

Correo electrénico:
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El presente Asen

: timiento se
(la) Investigador( .

a)yel otro en po

en dos ejemplares. Uno de los documentos queda en poder del
der del(a) participante.

alllar ici ac i nen rm
| ICi I esle estu it)' i O"tilluacié“:

Jorge Zambrano Canales

INVESTIGADOR(A) RESPONSABLE NOMBRE DEL(LA) PARTICIPANTE
o

FIRMA

Ciudad, de de
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(TASTA LS cipei TS T Y
CESIOM DF 08 BE (1405 DF BAAGE M ¥ v UF seliag sl ¢
ADHESCEMIES

Thulo de ta investigackin: [ probisma de 1a entefaria 5 sorendiiam de bos rnites de
la enseflania media chideny Lng [ OpUe s pafa sy erasfania ¢ apreadaae
Docentes Gulas de la lnv@ﬁquwm fita Lovers fapiewss g

Investigador. Joige Jambrano L anales

Institucion Patrocinante: Universidad de Santisgo de (hie

s/ da* o 1 2
A través de 1a presente autonizo a [y s547 b1 01 O # particspar
del Proyecto de Tesis Hamado “[) problema de la enseflanza v aprendizaje de los limitey de
sucesiones en la enseflanza media chilena Una propuesta pars su enseflanza y sprendizap” a cargo

del profesor Jorge Andrés Zambrano Canales

Ademis, a través de la presente autorizo que se pueda hacer uso del registro visual, audiovisual
audio y voz que exista de la participacion del/la menor de edad bajo mi tutela en las grabaciones de
6 clases. De completa conformidad, acepto que las grabaciones en videa, puedan ser utilizadas ¢on
fines pedagdgicos e investigativos en el Proyecto anteriormente mencionado

El presente consentimiento, cuenta con la aprobacion explicita de el/la menor a mi cargo
(asentimiento).

A continuacion, se solicita completar la siguiente informacion del apoderado/a o tutor/a y de el/la
menor de edad. En el caso del apoderado/a o tutor/a se solicita firmar por diferenciado el

consentimiento de la cesion de imagen y voz, dejando asi la opcion a optar por una o por las dos
opciones.

Datos del apoderado(a) o tutor{a)

NombrevAestiesteer) | [N Qlaain & Sp Lo St

Nombre Social (si corresponde) -
RUT
[l 3385 Y
Fecha de Nacimiento
Teléfono
Correo electronico

o Lo {lado

Reién U oo [clﬁ) JA-

Firma por consentimiento 5 T
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Firma por ceslén de imagen y voz

Fecha

Datos de el/la menor de adad

Nombres y Apellidos (legal)

16176{// [‘7///’//0,& brctizo  “0fo

Nombre Social (sl corresponde)

RUT o 997 ‘/3 G
Fecha de Nacimiento )5 2? /’)f/’/é)/f
Establecimiento educacional

L iceo fednelte }Mﬁ—’%fv ﬁObO/ U5

Datos del investigador

Nombres y Apellidos (legal)

Horge Andrés Zambrana Canales

Nombre Social (si corresponde)

RUT

1 7928660- 1

Firma Investigador

S e
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ASENTIMIENTO

La siguiente informacion se presentara para poder ayudarte a tomar la decisién de participar o no
en esta investigacion.

Titulo de la Investigacién: El problema de la ensefianza y aprendizaje de los limites de sucesiones
en la ensefianza media chilena: Una propuesta para su ensefianza y aprendizaje

Docente Guia de la investigacién: Lorena Espinoza

Investigador: Jorge Zambrano Canales

Institucion Patrocinante: Universidad de Santiago de Chile

Soy estudiante del Magister en Educacion Matematica. Estoy realizando un estudio para conocer
acerca de la ensefianza y aprendizaje de los limites de sucesiones, y para ello queremos pedir tu
colaboracion.

Declaracién del (la) menor participante:

Entiendo que mi participacion en el estudio consistird en el problema de la ensefianza y aprendizaje
de los limites de sucesiones para conocer sobre limites de sucesiones mediante el concepto de
distancia. También entiendo que mis respuestas podran ser grabadas en forma de audio con el fin
de posteriormente transcribir la informacion.

En caso de que el proyecto requiera registro visual o audiovisual de mis respuestas, debo autorizar
especificamente esto, solo si lo deseo.

Toda la informacion que entregue sera confidencial. Esto quiere decir que tanto mis respuestas
como mis datos personales solo seran conocidas por las personas que forman parte del equipo de
este estudio y quedaran a cargo de uno(a) de los (las) investigadores(as), cuyo nombre es Jorge
Zambrano Canales, quien almacenara toda esta informacion en su computador personal, protegera
su uso y conservacion y una vez finalizada la investigacion eliminara todos mis datos.

Mi identidad también sera confidencial, es decir, no se publicard mi nombre en el estudio, sino que
sera utilizado un codigo para ello.

Mi participacion en el estudio es libre y voluntaria, es decir, aun cuando mis padres o cuidadores
hayan dicho que puedo participar, si no quiero hacerlo puedo decir que no. Es mi decision si
participo o no.

Si en algln momento ya no quiero seguir participando o no quiero responder alguna pregunta, no
habra ningin problema y puedo retirarme del estudio sin tener consecuencias negativas para mi.

Se me ha informado que participar en esta investigacion no implica ningun tipo de riesgo ni costo,
asi como tampoco beneficios para mi.

Pagina 1de 3
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IZI (Si/No) He Leido o se me ha leido la informacién del documento de Asentimiento. He -ten-‘do
Hempo pers hacar preguntas y se me ha contestado claramente cada una de ellas. No tengo ninguna
duda sobre mi participacién.

Autorizacién:

Si aceptas participar, debes poner un ticket ( ¥) en el cuadrito de abajo que dice “Si, quierg
Participar” y escribir tu nombre.

Sino quieres participar, no debes llenar el cuadrito, ni escribir tu nombre.

@ Si, quiero participar
Nombre: _J i -/4 O*;ﬂb (2D
(ot~ o

A continuacién, deberas marcar con una X el cuadrado que voluntariamente desees, respecto de sj
Quieres que te graben o fotografien durante tu participacion en el proyecto:

Autorizo a que me registren mediante | No autorizo que me
fotografia y/o video durante el proyecto fotografia y/o video d

e M No

registren Mediante
urante el proyecto

—_—

e ]
Contactos

En caso de tener alguna duda puedes comunicarte con Jorge Zambrano Canales a +56957840104

En caso de estimar que tus derechos han sido vulnerados tanto durante como después de realizada
la investigacién, puedes contactarte con el Comité de Etica

. Institucional, que es la entidad que
examina los pr tos y que te puede ayudar en la informacion y proteccién de tus derechos.

Investigador Responsable Datos Comité de Etica Institucional

Dr. Jairo Vanegas Lépez

Nombre: Jorge Zambrano Canales Correo electrénico: comitedeetica@usach ¢

Péagina 2 de 3
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CORETE De
ETICA ING
. ur HE

El presente Asentimiento se firma en dos ejemplares. Uno de los documentos queda en poder del
(1a) investigador(a) y el otro en poder del(a) participante.

Para formalizar mi participacién en este estudio, firmo a continuacion:

Jorge Zambrano Canales
Lt baewo
INVESTIGAD \g RESPONSABLE NOMBRE DEL(LA) PARTICIPANTE
Lo sst e
FIRMA FIRMA




CARITA DE COEaSEratipmitints ¥

CESIOM O DERECIIS DF IMAGEN £ VO) I8 BhiRS mifags v
ATHNTRCIHTES

Titulo de la tnvestigacidn EEprablemia e la stisefiania y apiendizap de fos brates de wieu
laensefianga media chilena Una proguests peia su snishania y sprendiap

Duocentes Gulas de la investigadddn [ha Lanena biphinia

Investigador lorge cambrano Canales

Instituic idn Patrininante Hnlverudad de Santiago de e

b
A braves de la presente aulorizo a ‘.._‘!w‘ \{}\ { E VA \/‘5 Mo Pt ilalta 4 pativipar
el Froyecto de Tesis llamado "1 problema de la ensefiania ¢ aprenidizaje de los fenides de
suresinnes en la ensefianis media chilena Unapropuesta pars s ensefania y aprendizage actagn

del pratesor Jorge Andiés Zambirano ( anales

Adeimas o traves de la presente autonio que e pueda hacer ysa del registro visal audiovisual
audhoy vor que exista de la pacticipacion del/la menor de edad bajo mi tutela 0 las grabiaoones de
Olases Do completa conformidad, acepto que las grabiaciones en video, puedan wer atibizadass (on

fines pedagdgloos e investigativos en el Proyedto anteniaimente mencionada

tH presente consentimiento, cuenta con la aprobacion esplicita de elfla menur a mi cargo

[asentimiento)

A continuacion, se solicita completar la sigwente informacian del apoderadaofa o tuto/a y de elfla
menor de edad En el caso del apoderadofa o tutor/a se solicita lirmar por diferenclado el
consentimiento de la casion de imagen y vor, dejando asi la opcddn a oplar por una o por las dos

opciones,

Datos del apoderado(a) o tutor(a)

Nombres y Apellidos {Legsl) (f/;\f_"\(_‘g l’\)r'(n-\ e GONer

Nombre Social (st corresponde) S

" G e 261 -0

Fecha de Nacimienta F:) /L, / \( {(, 5

Taléfono (,{() l,)‘,') ‘(C))’_ij{\

Correo electrénico

Comuna r\\u d{_,\\‘\t 1[’\ O(IT \{

Region .’)Qn\‘\"uun

firma por consentimiento

172



Firma por ceskon de imagean y vou
i - -4
fecha
. I
Datos de elfla menor de edad
Nombres ellidos (legal \ \ e Y oot d
e voss) LU\,“(; Muf.huifiuﬁj & § PURTRNy
Nombre Social (sl corresponde) e
RUI ) 1, -
l \ (‘ ,J) \L( Y)
fecha de Nacimiento
[) / {': / l(_l\ 41{ " o
Establecimiento educacional L 608 ﬁﬁl. r \\" d( (,r \), . \[) ( VJL
Datos del investigador
iMeC i | h 3 il N |
Nombres y Apellidos (legal) lorge Andrés Zambrang Canales
Nombre Social (sl corresponde)
1 792866 |
RUT
Firma Investigador @
I
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ASENTIMIENTO

La siguiente informacion se presentara para poder ayudarte a tomar la decision de participar 6 ni
en esta investigacion

Titulo de la Investigacién: [ | préﬁlém.‘g de f;enrséﬁan},)'v aprendizaje de los limites de sucesiones
en la ensefianza media chilena: Una propuesta para su ensefianza y aprendizaje

Docente Guia de la investigacién: Lorena Fspinoza

Investigador: Jorge Zambrano Canales

Institucién Patrocinante: Universidad de Santiago de Chile

Soy estudiante del Magister en Educacion Matematica Estoy realizando un estudio para conocer

acerca de la ensefianza y aprendizaje de los limites de sucesiones, y para ello queremos pedir fu
colaboracion.

Declaracion del (la) menor participante.

Entiendo que mi participacion en el estudio consistira en el problema de la ensefianza y aprendizaje
de los limites de sucesiones para conocer sobre limites de sucesiones mediante el concepto de
distancia. También entiendo que mis respuestas podran ser grabadas en forma de audio con el fin
de posteriormente transcribir la informacion.

En caso de que el proyecto requiera registro visual 0 audiovisual de mis respuestas, debo autorizar
especificamente esto, solo si lo deseo.

Toda la informacion que entregue sera confidencial. Esto quiere decir que tanto mis respuestas
como mis datos perscnales solo seran conocidas por las personas que forman parte del equipo de
este estudio y quedaran a cargo de unol(a) de los (las) investigadores(as), cuyo nombre es Jorge
Zambrano Canales, quien almacenara toda esta informacion en su computador personal, protegera
Su uso y conservacion y una vez finalizada la investigacion eliminara todos mis datos.

Mi identidad tambiéen sera confidencial, es decir, no se publicara mi nombre en el estudio, sino que
sera utilizado un cedigo para ello.

Mi participacion en el estudio es libre y voluntaria, es decir, aun cuando mis padres o cuidadores
hayan dicho que puedo participar, si nc quiero hacerlo puedo decir que no. Es mi decision si
participo 0 no.

Si en algun momento ya no quiero seguir participando o no quiero responder alguna pregunta, no
habra ningun problema y puedo retirarme del estudio sin tener consecuencias negativas para mi.

Se me ha informado que participar en esta investigacion no implica ningun tipo de riesgo ni costo,
asi como tampoco beneficios para mi.
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m (SI/No) He Leido o se me ha leido la informacién del documento de Asentimiento. He tenido

tiempo para hacer preguntas y se me ha contestado claramente cada una de ellas. No tengo ninguna
duda sobre mi participacion.

Autorizacién:

Si aceptas participar, debes poner un ticket ( ¥') en el cuadrito de abajo que dice “Si, quiero
Participar” y escribir tu nombre.

Sino quieres participar, no debes llenar el cuadrito, ni escribir tu nombre.

V]

Nombre: Cajm\"ma \‘(('lﬁ,- QCNaT G

Si, quiero participar

A continuacién, deberas marcar con una X el cuadrado que voluntariamente desees, respecto de si
quieres que te graben o fotografien durante tu participacion en el proyecto:

Autorizo a que me registren mediante
fotografia y/o video durante el proyecto

Si“

No autorizo que me registren mediante
fotografia y/o video durante el proyecto

No

Contactos

En caso de tener alguna duda puedes comunicarte con lorge Zambrano Canales al +56957840104.

En caso de estimar que tus derechos han sido vulnerados tanto durante coma después de realizada
la investigacion, puedes contactarte con el Comité de Etica Institucional, que es la entidad que
examina los proyectos y que te puede ayudar en la informacion y proteccion de tus derechos.

Investigador Responsable Datos Comité de Etica Institucional

Dr. Jairo Vanegas Lopez

Nombre: Jorge Zambrano Canales Carreo electrénico: comitedeetica@usach.cl

Pagina 2 de 3
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Ll presente Asentimiento se firma en dos ejemplares Uno de fos documentos queda en pader de

{1a) investigador(a) y ol otro en poder del{a) participante

Pata tormalizat mi participacion en este estudio, irmo a cantinu & ion

Jorge Zambiano Canales % ! '
Ldfﬂ l (R H
INVESTIGADOR(A) RESPONSABLE NOMBRE DEL{LA) PARTICIPANTE
FIRMA FIRMA
Ciudad, de de
Lirvversdiadg de Santiago \_f;;-‘::*;;- NG RIRRT e do T e SR TEC s TR A
Chacapica N 878 T Sapuaho i Ghe
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Carta de autorizacién de la directora

CARTA DE AUTORIZACION DEL (LA) DIRECTOR(A) DEL ESTABLECIMIENTO DONDE 5E DESARROULARA LA
INVESTIGACQION

Autorizo el desarrollo del proyecto de investigacion titulado El problema de la ensefianza y aprenduaje de los
limites de sucesiones en la ensefianza media chilena: Una propuesta para su ensefianza y aprendizaje, dirigido por
el investigador don Jorge Zambrano Canales en este establecimiento

Como director(a) estoy al tanto de la naturaleza y de los objetivos de esta investigacion, en la cual se recopilars
informacién a través de la revisién o desarrollo de los siguientes elementos: secuencia didactica, grabacion de
clases, cuestionario previo y posterior de la implementacion de la secuencia didactica.

Asimismo, la participacion de los/as participantes o sujetos de investigacion es LIBRE Y VOLUNTARIA e
independiente de esta autorizacion.
También entiendo que la participacion de las personas que pertenecen a la institucidn que dirijo (pacientes,
funcionarios(as), dependientes, estudiantes, docentes) conlleva un manejo confidencial de la informacion
recabada, sin que se identifique ni a las personas ni a las organizaciones en los documentos o publicaciones
derivadas del estudio.
La informacién obtenida sera utilizada solo con fines de esta investigacion, estara bajo la custodia del investigador
responsable por 5 afios y luego sera destruida. No obstante, lo anterior,
NO__ (s 0 no) acepto que se sefiale el nombre de la organizacién en los resultados de la investigacion.

(si 0 no) me interesa conocer los resultados de la investigacion.
Consiento actuar como ministro de fe en la firma del consentimiento o en designar un delegado al efecto.

Entiendo que ante cualquier duda o consultas respecto de la investigacion se puede contactar al investigador
responsable Jorge Zambrano Canales al +56957840104 y ante algun reclamo referido a la vulneracion de los
derechos de los participantes, se puede dirigir al Dr. Jairo Vanegas Lopez, Presidente del Comité de Etica de la
Universidad de Santiago de Chile. Fono: (56-2) 27180294 / (56-2) 27180293. E.mail: comitedeetica@usach ¢l

La presente Carta de Autorizacion se firma en tres ejemplares. Uno de los documentos queda en poder del (la)
investigador(a), otro en poder del (la) Director(a) y una dltima copia es remitida al Comité de Etica Institucional
de la Universidad de Santiago.

Para formalizar el permiso epe udio, firmo a continuacion

Atentamente, 0"60369,0 Cﬁmfﬁuwﬁ (Perez Q!Mum

clara. Fg {Q(E tedcrecenes. o
NOMBRE DEL DIRECTOR(A)

ZORREO ELECTR (pco -TELEFONO §- 6143284y

FIRMA
Oudadsw\ﬂm Dia L8 delmesde vowveulb (e delafo 222

Pagina 1 de 1
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Respuestas por estudiante cuestionario previo, secuencia didactica y cuestionario posterior:

Universdad de Santiago de Clule i
Facultad de Ciencia

Docente Guida de Ta myvestigacion | arena | spanoza

Invstigador Jorge Zambrano Canaley

Titulo de la Investigacion: El problema de Ia enseianza y aprendizaje de los linmites de
sucesiones en la enseiianza media chilena: Una propuesta para su ensefianza y aprendizaje

Cuestionario previo

I - (A quc distancia sc encuentre ¢l namero —2 con ¢l numero 47

A2 uno li)»'lj’a“'“(‘w i é

2 - Identifique los puntos que se muestra cn ¢l siguiente grafico

e 1 1 1
3 - Dada la siguiente sucesion a; = 1, a; = 30 A3 =7, dondc su termino general cs ~ cuya

tabla de valores cs % a,
1 1

2 1

2

3 1

3

4 1

4

n l

n

Grafique la sucesion anterior.

Cuesuonano Previo

178



Umiversaidad de Suntiago de Clale

Focultad de Crencin

Docente Guia de T investigacion: Lorena | spinoza
Investigador Jorge Zambrano Canales

4.-Calcule el area sombrada de la siguiente figura geométrica:

5.- Factorice la siguiente expresion algebraica:

2+ 2x+1
x¢ -1

6.- Explique con sus palabras si 0.9999...eso no es 1

mg‘?ﬂbWM.&:Wwy i

D R /waﬂu@& &t pallane o e wullodd

7.- Explique con sus palabras que es para ti el concepto de limite de sucesion
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Obsenve la siguiente sucesion que pante desde
2=3n? ]
e Realicen las sigwientes actividades v expliquen sus respucstas

1=50=2%
:_-;i,-:—, . donde su termino peneral s
2

a)  Encuentren los témmos de la sucesion para n = 2,n = 5.0 = 100,n = 1000, Quc

pucden conclurr al analizar la distancia entre los distintos valores de la sucesion » cl
numero 07 Y para los numcros 3+ 57

by Ahora grafiquen la sucesion
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Obscrve ba siguente sucesion que pane desdeay = La, =
fnny
gencral ¢ :}—l Reaticen las siguicntes actividades y cxpliquen sus respucstas

i) lﬂtlu’ll"l‘ﬂ Tk ﬁ:n‘nmm de la succsion para n = 2," = S.H = IQU. n = 000 O
Pusden concluir al analizar la distancia cotrc los distintos tenminos de fa succsion +
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Yo ey
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PARTE 2: Extablecer hipotesis sobre limites de sucesiones

.48 el

1) Dada la siguiente sucesion 6,-,—, ... donde su termino gencial o

-
el Y SU Srarive)
8

Pe

¢s de la forma

a) Propongan, si es que es posible, hacia que numero tiende o converge la sucesion
observando ¢l comportamiento en ¢l grafico

b) Dado sus analisis en la pregunta a) (Por que concluyeron que ese es 0 no es el limite
de la sucesion y no otro numero? Justifiquen

B Jo g B o N P g e .
/\ N A ".‘l,r 3 :"]\J-’—' r(l LIS W 4 ‘L"I-, G ({ A / e Ea
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ave g he e TanTaae t el

«Tn*# 3
[ ‘ —— y su grafico
2) Dada la siguiente sucesion 5, 33.1 '—; .. donde su termino general Zar 1B

s de ba torma

a) Proponga, si es que es posible, hacia que numero nende o converge, la sucesion
observando ¢l comportamiento en ¢l grafico ) __
Py S kR e !

#

.
P

DR St S LI e g

b) Dado su anahisis en la pregunta a) (Por que concluyo que ese es o no es el hmite de

la sucesion y no otro numero” Justifiquen

i*
|

A

o ; g / -3
o L o A i
["‘J Fasmd™y ik '\"\G; bn.‘ _;v" o T é L Law? {.»i/‘" {) ’}L’ﬂ /
i

Eow 5
r)”; 1"? ,M’VJM I._L-é- ;,-‘d_,[_,ﬁ‘ P (._“" ey A (.G Pare | QL‘!iﬂ
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1i4%

R }
3 Dada la siguiente sucesion 2, ?7».-;-,. ~donde sy termino gencral €5 ——— 'y su erabis
v i [
es de by forma
o g

a) Proponga, si ¢s que es posible, hacia que numero tende o converge, la sucesion
observando ¢l comportamiento en el grafico
4/.(} i Fras i i3

71_ o f 2 “fy’“’"’ Ak iy a.»f’uﬁr‘v{/‘:?f"

by Dado su analisis en la pregunta a) (Por que concluyo que ese ey 0 no es el limite de
la sucesion y no otro numero? Justifiquen
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Parte 3 Calculando anttes de sacesiones

foit

[ o
: yolaguiae oS
1) Sabemos que la sucesion cuy o Wrmimo potictal ¢ — liene Lnite o 1o g

; W lacion
interesa ahora es calcularlo Para esto. obsersen la siguiente mampulac
alechranca de la expresion

Gt v 2 6 2 2
— i —— = fy b=
n n o on n

N : : A himate?
a) Como podrian usar ¢sta equivalencia algebraica para calcular ¢l b
Escnban sus ideas

Una companera realizo lo sigmente

6n + 2 2 .. Z
lim ——= lim6 +-= lim6+ m-=0
1 et n nw n s " -fw' n .
Otra companera hizo algo diferente Observemos lo que realizo 181 Loy B Gy
6n+ 2 2 ) 2 A0, 006 . CCC
lim = lim6+==lim6+ lim==61CC0OC C
n—w n e n s o n - (OIC () ﬂ( (Y ( “
by ,Que opman” Qui¢n tendra razon? Expliquen v justifiquen sus
respuestas
W iy iy 3 i _3u-~3
2) Sedesea calcular el limite de la siguiente sucesion cuyo temmino general es o

donde sabemos que tiene limite Para esto, observa lo siguiente manipulacion
algebraica de la expresion

-3 3m-1 3
-1 (n+Dn-1 (n+1)

a) Como podrias usar esta equivalencia algebraica para calcular el limite?
Escrban sus ideas

I Un compaiero realizo lo siguiente

I 3n—3
nl-n;nz—l

=|Im(n—+T)=0

n—x

2 Otro compaiiero hizo al go diferente Observemos lo que realizo

3n—-3

b) (Que opinas?  Qui¢n tendra razon? Jusufiquen
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W Calculen el hime de la STEUIENIE SUCEsion

~Tn* + 2
n’

4) Calculen el limite de la siguente sucesion

25n + 5
25n¢ - 1

DESAFIO

Calculen el limite de la siguiente sucesion

512G - n+ 1 ql.ﬂ‘\;_\‘,u T~
n- . 6“"( - O; } ) (n &+ I)t‘ :)L:m;:\”(‘- l‘f‘\;')\‘\‘;'y'\
wAC 0 q oxr. B s
A3 n1=9, %9 ‘
e 10 301
180000 Y
100 Q0

s ienoce s
100000000 DA
b v 0,999 O \
o655 0,229 40000 399

N RN s w A

N g
Loy .m,z Yooy g
AR (i
CUTVONE EAUA
Y B il
ORI TR

2N .«\-’\ c:\x S 43 "\;/Mé 3
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Uavanded & Santage de Chie
Facudtad de Clencia

Dhocenta Case de b investigueion Lorens Fqumrs
Ivestipador Jone Zamivano Camles

CUESTIONARIO POSTERIOR

1.- Explique can sus palabras que es para ti el concepto limite de sucesion.
8/' «\)‘ (\_,_t:/ﬁ'\kf\ﬂ LAY J‘-\‘ C\{U l'\-/Gﬂ\Nx)"‘-%\- }"'\ A ALey 5 UMDY c:.‘ <]
Jj\ W'\m\,km &\ Sa. pucaasa aa Yam sl P et L¥YE
i M»&M" AL QWA O UMY AIA DA Y rsn sl N

2.- Calcule:
7
A 30 - 3427n
n-o8ln? — 1
— - 11 26 47 74 b In?-1
3.- Observe la siguiente sucesion 2,7, T TG donde su término general es —

Debido a lo anterior (A cual de estos nameros (2,3 o 4) converge la sucesion senalada’

4 - Dada el siguiente comportamiento grafico, justifique a que numero converge o no la
i ” . 1-
sucesion, cuyo término general es ?;F

O arex NI~ ‘-’Q NJ'N*W \_0"\9\ ; gw\ ‘\ALA‘- ANAF L - R
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Umveradad de Santtago de (hale

L 2
Fesultad e Clergia
Dacente CGida oo Ia investigacion Lorena | panoza
Investygador Jorge Zamlxwno Canales
b AT

3
5.- Determine, si existe o no el limite para la sucesion —: : i : Explique y justifique.

1 : Spe iy g
v justifique si tiene limite o no.

o - 1 -1
6.- Dada la siguiente sucesion —1,;,?

Sk Bosane JobeniXaly sk wusXe a8 »\)WM’WOVJMQJA
U%O\QMMMMM A’\ A ans \

(% /“"‘J NN

AN Ao (A, Nodaaeko Oxkx o é‘x\W\M

SATAL XA WA QA A e A K}V}O_M
W\M W‘(\NW\J’\ Preguntas abiertas
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Universidad de Santiago de Clule —
Facultad de Ciencia

Docente Guia de la nvestgacion: Lorena Espinoza
Investigador Jorge Zambrano Canales

g s 0

Titulo de la Investigacion: El problema de la enseianza y aprendizaje de los limites de
sucesiones en la enseiianza media chilena: Una propuesta para su ensefianza y aprendizaje

Cuestionario previo

1 - (A que distancia s¢ encuentre ¢l nimero —2 con ¢l numero 47

o b prgoder da diptlomcio

2 - Identifique los puntos que s¢ muestra en ¢l siguiente grafico

(>, 21

= (4,A)
e
(e 0,‘;3
o

3 .- Dada la siguiente sucesion ay = 1, a, = % , Q3 = %, ... donde su término general es :-: cuya
tabla de valores es: " a,
1 1
2 1
2
3 1
3
4 1
4
n 1
n

Grafique la sucesion anterior.
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Umiverstdad de Santiago de Clnle
Focultad de Crencia

Docente Guia de la mvestigacion. Lorena | spinoza
Investigidor Jorge Zambrano Conales

s ) KR
O\SP:(,B‘«\UbLB LD ch’\,cx\;\(ni\ Qr\ *.«_»s \

4.-Calcule el area sombrada de la siguiente figura geométrica.

= : 0 !
Y f\.ﬁ.tmej\d,& Lo Kﬁf'\w\‘g‘\ \eﬂf‘o CORC IR0

) - . G I
\ & afeon 3¢ e R , Pexo devexin ol guiar
i

d dreo de uno 9& Uom d¢ VOAO y d giea de pmd

\ | de A2om, gove Watoy veskavlos y dovenes A are
i Sowroy ead A

5.- Factorice la siguiente expresion algehraicj:
x
2 +2x+1 x (x + 2+ ’;()
xZ -1

x X
6.- Explique con sus palabras si 0.9999...esonhoes 1

2 ; X
MK r, yo Que ok popdnls o k"'\“‘-wf N T B & A

7.- Explique con sus palabras que es para ti el concepto de limite de sucesién

ny  Lonegs X umupw
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Parte 1: Explorando el comportamienio de sucestones

1) Arquimedes en el siglo 1V a C realizo una aproximacion del area de la circunferencia
por medio del calculo de areas de poligonos regulares que sabia calcular Esta
actividad se trata de pensar como lo hizo Arquimedes
Dada la siguiente circunferencia de radio v = 1y vamos a utihzar m = 3,14

-

- e

Consideremos los siguientes poligonos regulares inscritos en esta circunferencia en que la

distancia desde el centro hasta cada uno de sus veruces del poligono mide lo mismo que el
radio de la arcunferencia P L 3 oun 2 lw
-J 7 ; {2 = ;
a= 2+ {7 o e R i A g LAl
e L 5 L\
r L (
v , B i
7 \ ,
va 2
. % AN ”
—_ 3= (e 1 Lua I-ad
i {2- 5 =90,%6 o= 5 148« Ay
R
LS Sokar RN

reQuat

= - a *
Recuerde que el area deun poligono regulares A = p—z— donde p es el perimetro del pohgono
regular y a es la apotema Ademas, considere las siguientes aproximaciones

V2=141;:V3=173: ’2+~/§.—.1.34; fz—f:o,vs; V6 = 2,44

) (Que sucede con la diferencia del area de la circunferencia y los poligonos regulares
inscritos? ca& iat Yoty Qo ¢ da o Qun € SN :j\_\k_ a La ta ‘& d/-\ ‘_‘\ 3 s B
Que concluye usted respecto el area de los poligonos regulares inscritos v 1a de la

circunterencia?
f,\ ({Y{Q drs \,C\f;, (ad "\\-‘\(( T GG 8. ey \a YA \

b)

b e les Dc\\'qo naS T YeAulave s
hod LY
OIS el ladoy  ese fiy

rianlioy Q\ 0‘(‘?\“‘ Of Yo
N 4 J
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A4 1“\":.\C) .

aodrode = 7 - {2 A ’\*: z ;f/f ’1?21}

Hexoo0n0 -

J
A U‘i’(,wr\((r@.\(_,k_\ 2] gIMJ
A \exgaone = | ‘%_ | | )

0OOWY = |« |

2y OO S 04325 = 2,545 |

,OCM?JO“Q .

i

| A (,\\»“\w(c_\-q,,\(,{o\ = _77,’\0\

A" OUSqowe = 0 %, - o972
\Q.) ! = 1 ﬁ)O,?)L\O\(O B

I
Mv
+ |
S |
=
=

Dode oo -
A wxounfecenuo = 51y

fi dodecaapno = 9,545 + 0,2025

= O'll-\‘-\'gf-!%'%G AZLR l‘q’-}‘q ’?,/\j
I - 2 S
) o v, * T — -
) ) N=A= '*1‘_ g n=g :.__._.-2 ! A =100 = 204 Vo= 169 200 4
S K.ﬁ(—-’ '\_’i?jl,! A o4
i 5;§ . =y
‘ B'AL 3,000\(3!(:,3’.\!\ 2,000 99 0
| s
-390 = oM
\[\ - --"I\ - 5,0033)&1,15“ 7 Y\ = 1_}\'){\0“_ —(—-)i\j_‘:\,iq_ B 1(\\\‘"”’;‘ 5
o 2e0 g~ SO0 5554
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Dexente Gote de la urvongaaon Lovona Fapeoea g
" 7 s

myetigpdor Loge Jambrwio Canales
“ L
T faens 8

. 1 -5 =25 5 s g
Obscrve la siguiente sucesion que parte desde :.-3-:.—.,—. . donde su termino general es
2~1in?

—— Realicen las siguientes actividades y expliquen sus respucstas

a) Encuentren los 1érminos de la sucesion para n = 2;n = 5;n = 100, n = 1000 , Quc
pueden concluir al analizar la distancia entre los distintos valores de la succsion v ¢l

numcro 07 (Y para los numeros 3 y 57 o
b) Ahora grafiquen la sucesion.  N=cL 6
61 213
2 -3+ 800+ Aoy n=5 [eY
_...--—-_._.'2’_ 30000 " VI'-IIm ‘MU(QB
0 +Y4 Aoy
-29a
L N = oo, _"%_qf‘ﬂé_
_'__a_ i oou

o) e wemknoy o Q@MOU el ~rolen de n

/

v mowe Lo dslomeron ol O Jes ST

G n~

)%}E Q/? (itmpﬂmmo\ QUL iy
YW/, \l\ v s o
k OZS"" Clvvmd  de " s &
ana ol wiwens ©
VAN v

%Aﬁ,

ke

X Gy U

) \,(, Ao ,07% U5 Mrion N oﬁh’éo\
S ™oa duy O

SUAVaY
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PARTE 2: Establecer hipotesis sobre limites de sucesiones

i { niente Lata 9 38 Nl -
} Dddd 4 MbUlkni\. SULesiuil (‘."".; 5 ek \:\Ji‘ld\l S AN ELﬁLidl [ : y SuU ‘_";n:mu

-

¢s de latorma

a) Propongan, st €§ que €S posible, hacia que numero tiende o converge la sucesion

observando ¢l comportamiento en ¢l grafico

N oo X O

!

b) Dado sus analisis en la pregunta a) Por que concluyeron que ese es 0 no es el hmite

de 1a sucesion y no Otro numero? Justifiquen

OW Nz o Q. oLy o &€

QO\’Q,(L\(
(Z)Q\r\t)f&\" 'l"‘c"’*’i)“es ob

\m\’): 5 U LDWNO,

KXomQs. cl S
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Unpvereitad & urnos ¥ .
Facwdamd ety s

Fa

Deenie Coma & bivomcsan s g s 3 )
Bveslgadie b ke pras @
v

3) Dadata steuiente sucesion 2,5, — b

213 -
v donde su termino gencral es -y swpralico
exde b Forma o

a) Pwpong'a. st es que es posible. hacia que numero tiende o converge, la sucesion
observando el comportamiento en el grafico

WO, Ty uhna ‘;u(_,(‘a\'o‘;[\ d.-vwcb«‘mlt, no J(\?A\(‘ \ (ke

b) Dado su analisis en la pregunta a) (Por que concluve que ese es o noes of fomite de
la sucesion y no otro numero? Justifiquen

wed e Lo EERE s
0 (,uufg Q(L\( no Ve \\\n\\( ; ‘;Cﬂ, O,\A‘«. X5 A
No € aguvYaWn o

o (e Hwn pRvar

one O YavRE v o e R ( : >
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lmcdagnhy ompe Zamivam: | aaiey -

4) Dada la siguiente sucesion 3,3,3 ...,3,... donde su representacion grafica ¢s

a) Proponga, si es que es posible, hacia que numero tiende 0 converge, la sucesion
ohservando el comportamiento en el gralico

'f;t’, CA :L)

b) Dado su analisis en la pregunta a) (Por que concluyo que ese es o no es el lonte de
la sucesion y no otro numero” Justifiquen

Yo e WAes  losg drwenos s o SASon
covresponden o\ 3

S) Dado al estudiar los problemas anteriores, podrian dentificar aluunas condiciones
que debe tener la sucesion para que converja Jusufiquen

_ TR 3 . §
o wedhda que s whliGm W qwox\d?‘:, ‘0%

e tman0s  dcboen ‘;og,c.fﬂ’ WeR0Y Shokomtian eattve elos y
7 i
esfoy (o UL 'V‘\Q‘u X COv D oon N\‘{\\{ L 8% Efyvpen’&(o
6) Dada la siguienie sucesion Loigre donde su termino general es ~ Respecto 4 su
analisis en la pregunta 5) (Existe el limite de esta sucesion” Justifiquen

5¢, e O, YO Qut ;o wmedada Qul \0\“(?&‘?@\(\(\1\ o
NN 06 WG rand s low A panos  wyow ondia Vez
mas amalaces A QO pevo wanea 0, A

7) Dada la signiente sucesion a,a, a .., a . donde le termino general de la sucesion es

b, = a,con aeR (Existe el limite para esta sucesion” Justifiquen

Fa

G0, O govone dedob Vo My pinot A M s

e

(.Ol’t‘e‘y‘)o‘f‘dfﬁ a ™
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Parte 3: Calewlando Limites de sucesiones

1y Sabemos que la sucesion cuyo 1enmimo gencral ¢s tiene limite, v 1o que nos

interesa ahora es CilICUE('lll(\ Para Csl10, observen la ‘sl}llli(,'fll(.‘ Hlilﬂip“}du',‘”
algcbraica de la expresion

6n+2 6n 2 2 > 1 Gy
i e e 2 A G o
n n n n
a) (Como podrian usar esta equn alencia algebraica pard calcular ¢l hmite”?
l scnban sus ideas € o el WA ed ok

1 Una companera reahizo lo sigutente

lim =
n-—=w n =
2 Otra companera hizo algo diferente Observemos lo que realizo

6n+ 2 2
i e hm6+—*“hn";‘6+l|m——0 \<

6n+ 2 2 ) e B /
im —— = limb6+—= lim6+ lim==6
-0 n n—w n n-o n-=wn

b) Qué¢ opman? (Quien tendra razon” Expliquen y justifiquen sus

g
respuestas @P-\ ,’){;\,u mdo ¢ 1\‘\\51_. f_)_»,.\\ ¢ L( ne NorOn

. e u”d yea 00 ax que d e e VN
2) Sedesea calcular el timite de Ya siguiente sucesion cuyo termino general es T; .

donde sabemos que tiene limite Para esto, observa lo siguiente manipulacion

algcbraica de la expresion S

(S 1 (539 (0

3n-3  3(n-1) 3 “ar

-1 (a+D@m-1)" m+1) (0335) (53), (¢ 2)

I
a) ,Como podrias usar esta equivalencia algebraica para calcular el limite”
Escnban sus ideas pona o oy vaos r\&\f'd 7

3n-3 3 /
=0

i =1 -
ez —1 " nt D)

110

2 Otro compaiiero hizo algo diferente Observemos lo que realizo

I Un compaiero realizo lo siguiente

TR 3
i i _3 X

n=ond—1 n-o(n+1)

b) Que opinas? (Quien tendia razon? Jusufiquen

e prmey estucs omke Wene razon e\ Viynide 25 ‘\’, \\\\ Qui e

(-}Wnr‘ VI A 5 ¢ OAOAAET Quie el VIR A
BV § ¥ \ : Wy
]

t J
= d‘\ '\-((\v BA) QE W a8

¥ b
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F gl e 1 reie
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g wbw b Farnlaans el

3y Calealen ¢l himite de Ta siguiente sucesion

Arhs -0, Hu24D n:b =0,0a09(5.5¢" 704 2
j . v F =0 ans g n°
A<3=-0,a% 40 , 99994 2200%
asd: co agfp2N 224 % i

~End 4+ L 4

N : Pl e = =

- ‘ouqqq_’r 10(\ oy ")'ﬂs

VB s o0 s 5

-

4) Calculen el limite de la siguiente sucesion

nai= 425 25n+ 5

n=d: 0‘3‘534 !
\ lovn 16n +5 s

DESAFIO _
Calculen el limite de la siguiente sucesion
nt+1
(n+ 1)°
n=A=<
g

n:=50=08bA5532 | i

L e s T 4

e (nog1)
= 40000 = O, A V%00

J(\" N-?
. 1T o
b H
L1
% "
r\? ,J:’
5'( Sn + 4)

(5n*‘4) (5w=4A

g N L A

h' o LBt
5
g o S
‘ i
i o o
o
2
P

Y T Seh
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CUESTIONARIO POSTERIOR

1.- Explique con sus palabras que es para ti el concepto limite de sucesion

A \ P
ro / . b e oses pndy O,
er ' volen wWAXvwd T A G kf«’”j’ v
”
M Lo ey
2.- Calcule:
i 3427n 504+ Qyn) L, \
im=———m = o S i
n-m 81n? — 1 S !

s 1Y (an 1) 1 %n=A |

lim 2+ 2%w
noea 94w —‘]

=0

g s 11 26 47 74 ot In’-)
3.- Observe la siguiente sucesion 2,7=, ==, 1o, 70 - donde su término general es —

Debido a lo anterior (A cual de estos numeros (2,3 0 4) converge la sucesion sefialada”
A
—— & : : A

3= Skwsy _liml -3 -0:=53

n>x ho “7‘

ok Cramtnoe ol wawmene b

4 - Dada el siguiente comportamiento grafico, justifique a qué numero converge o no la
e S 1-n . ) w = D ReaVe R ILe
sucesion, cuyo termino general es = 7 M LG“NU\OQQ, (vogiody on = 84 i nereke
‘v oMY YU A DL W
Yuawn 2n D\&'.‘"\




Vorveadel do Samago de (ke
Faudtad s Cionena
Draenty Ciuds e la irvetigacion Lorens | i
lavestigador lome Zambeano Canales

¥
5.- Determine, si existe 0 no el limite para la sucesion —

ng Teme Wnwake

‘: Explique y justifique.

n

Uy MWWO MKUJ}‘\Q:‘\ -dd\f\:{r\ ’\-%JD/’(\%.E; j \‘ﬁo‘ %{ EO\ VAL Y\‘-\.p_r\()‘,’jl ""\’l ey
WA Qe el NBVWUMORA | o nacmgn MR O
neoemdly  Am K‘A s R ke

3\_4—]_1 1 ?__75"?’(‘“‘\,’\5? A » "7
6.- Dada la siguiente sucesién —1,-,—3—,:, .. justifique si tiene limite o no. ,

n

M tﬁ%(, Q.A'WR; Cl 0

Preguntas abiertas

Segun lo que haz aprendido ¢Qué fue lo que mejor entendiste? y.
e M el Kenwmume %wv\c;\o.SL Tome M N e o U peNmIL
e el Ounepuradn, Lo muwyen temdna Lwcke O, Mmoo
momen em A numenoden, o muanten vie Kemdna Limike | % M
z ‘Ao
n ime lo&w& Q;(venbv{ke, e el vumenodion 2 Cha &V MOL R0 Aodune

Segun lo que haz aprendido ¢Qué fue lo mas te complicé entender?, X AX Liwike s ale dy 0

sue e el gprilem

Segun lo que haz aprendido ¢Qué concepto es relevante? ¢Por qué?

i nlomn ; o. oo R At v ol urXJ\' N ;3[
/ WQ‘(\A e anacen ‘Q@W \C) l(;

Lok di Ma M (Uron.

Segun lo que haz aprendido éQué concepto es irrelevante? ¢Por qué?

g . 1 £ ‘,- } :‘A'at-._‘ b
; me , Keder Gemem nluvowca , MWW vomeans o e

dr wnbuin Lo vwimmes
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| scuhiad e Cren ia

Dhocente G e la mvestigaoion L orcom | apunoza E
Investigmbor Jorge Zambyanso Uik

Titulo de la Investigacion: Bl problema de bn ensefianza y aprendizaje de los hmies de
sucesiones en n ensefanzn medin chilena: Una propuesta para su ensefanza y aprendicaje

Cuestionario previo

1 - ;A que distancia s¢ encucntre ¢l numero —2 con ¢l numero 47

) '

([- ',;Fyvf ’

2 - Identifique los puntos que se muestra en el sgucnte prafico

3 .
©
M
® 03
(=
L] (]
0 s *3 T 28 31 s 4 i B
3 - Dada la siguiente sucesion ay = 1, ay = % , ay = % ... donde su ternuno general es i cuya
tabla de valores cs; = =
1 1
2 1
2
3 1
3
1 1
4
i i
n 1
n._
Grafique la sucesion anterior.
Cuestionano ['revio 1
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il
61 :
4 :
- -
1‘ -
‘\1 .
s-—\ s - -—.“Q'
C .\ 1 L\ X. e a)

4.-Calcule el area sombrada de la siguiente figura geometrica:

2
]

N = Ue m

5.- Factorice la siguiente expresion algebraica:

Xelx 204434 . -4
x4+ 2¢+1 g el W
x‘ P l x - 1 =
6.- Explique con sus palabras si 0.9999.. esonoes 1 ﬁ_,.
dan'e. tevme aAe'

/
’ /o |
No sne. ume 1(091'7“" v Lo aorag

1,997

7.- Explique con sus palabras que es para ti el concepto de limite de sucesién

208



209



D I —
. — —

. ——

i ol 4
D-ouh“‘uatmuﬂh&!&‘»‘;T-«‘-'-' homdh o v b o0

T.T Woiabeim Lud vgonive s st aluhs » Clhgen e s

" lmlnlmu-&hbmm"""‘*"“‘" Pesawil
=t rmtut o ordiom 1s Ddasci s Mo Batebin vibans di L sauree +
S Y e b s 14 1Y

LI T Y TPy P——

%« 4. &€ 2 - si=
Nt 2 - 23 R = R =gl
- - ’

- Y,
. == B 29 f’_a 25 et
ioe0 44 i loae
Ve yel 3,
Dislucs peo Frrired,
- l'_.ﬂ Pl N Yo
[ A
4 5 ‘l([ r " : . ] = F o(‘ . .
. ’ - - ' ) ’ ,.',b‘\.q "2.% pel ’_ ""?v
'?[‘U tn,’J - 43 ":’u"
- - . % ve D -:.;' ’ ‘ LARL
- (-|,7. ,‘.; '| p k“ g ,‘{J \‘l' . l
b &+ 55 8esa 798 O
- " o { -“-J ; B " -‘ ;
(.}AE oc( > ) el } Y .,_: o Je
' cd(;-,' "~ . &¢ veo
o 2 N ¥ A2 e ; -
% e 2 Pe b4 T IRT L
S - 1) & ST

210



g el o s

~ Fii7
‘i LS
@ /

il e it
e L e ]
= gl SR e e s,
.
o gl e Ve

s ¢ Lo saguscme spocsion que gt Sosde 4y = 1.8, "Eﬂh e

gesurat cx S0 Rawhoon s siguscomen stevidinken Y exglagun Bt Rt
LR

1 bncwcsts hon tonmemon de Lo soccuos pass & = L = % N ey
Mﬂcﬂﬁul“muﬂmhmmmumt WL RE 5 1

femern 47 Y powrs ot memioros 1y A

b Mhrn gl i s v

S'2-3 LB / Jvlpoo~3 C. e
] o "N :
3 7 - p oo’ . 4 99y
ﬁ'gz_? '1‘2 \ L, oo
e e ) a
t‘f” r - ?d‘_ fs
k
N T—— ) 1
ﬁw’;ﬂ--«ﬂ- -~ 227 . To 0092
o = 4 ~ ama
Palligme ve! O35
4 el ﬂ':‘! o
e ! -
g Rl oz ,.' i
GOIT el O=h0292 Yo 326
Goza3 pa 5=

Y01 ve) © =D,0ps

211



Rl o (////'

@
W —m—— aw  w— g

N -,

.
oty & L saguims socesson que parne desde &y = 14y -3.0. = e w1
werunad oy 2 lﬂahum“vdﬁm#

LR ]

X AT cwm o dom=Sn s 00 = 1000
: Mmu.‘m.law:l:.mzh‘wwthmmmn
Muengro 07 Y o o mamionoe 3y 3

WY Abn piabagnn 1a s siin

- - = 3 Jeleoo=3 o
7 =1 2 J et 1 999 aa,
2553 in ( Ry
. ===z 05 |\

i ’ — 24' . "u
3"3"5 e ,Zii_?‘o,ozq:
_ 12 =1 = amae
Ralbeenw  ve! ©*3+5
40‘;?;1 [2a] 3= > 55
G2 -95
G092 m| =079 00;5 od 3:-25
Yoo 93]0.‘0,09;_ IFE9#: el 2=

212



T L

S —— . o
[ il L . Vvt -y

gl b L .

PARTE 2: Evabtecer hipatesis vosee limites de suceviones

0 Dada la MEURDIE sucesion 6.;. :—' onde s Krmino peneral oy —.:,; ¥ s wrafico
&5 de la forma

A Propangan, w s que o posible, hacia gue numern bende o conyorge la suceuon
abservando o comportamiento en of yrafico

A " %
A PR Asaw T, ﬁl_t' N Ae

B Dado sis anilisis en 1 preginia )  Por qué concliyeron que ese os 0 mo o el ke
de In sucesion y mo oiro nimere? Juntifiquen

Yo cadha Wy o POBA XA N Sl g s
FEEY T PR R T e A i r)A Bamy wr_-\v.'.,\,'-\,n
3] CAAX :
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i) Proposgs, s es qud e posible, Bacia qué mumers tiende © converge, la sisceson

shservanda el comportamienie en e grifice
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r & ¥ - T T
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4) Dada | siguiente sucesion 3,3,3 ...,3, . donde su representacidn grafica e

h)

)]

o)

7)

Proponga, w €5 que o povible, bacia qué numern Bende o converge, la sucesion
observando o o

MpEtimenio en o grafico

[N
. AN

Phacdos ss unilisis e 1 Pregimta a) (Por que concluyo goe ese e 0 0o es o limite de

la sucesion y o otro numero? Sustifiquen

l" o \ﬂﬂ- LY A . : A L R 3 * _l\:“ ‘\'\ﬁv\'\" ve
‘«‘,..‘,I. " WA ¢ \ » .~

Pado estuding
que debe tener Iy

b problemas anteriores
sucesion pam que conver

2

- podrian identificat algumas condiciones
12 Justifiguen

> > NN - . P T
iV LU . .

NI L
f

Dada 14 siguienie sucesivn ‘li% v doade s teoming geaeral ¢ % Respesto a su
analiss en la pregunta $) JExiste el limite de esta sucesicn” hstfiquen
- - Sty A - s

-~

w2 A " ™

Donida 1a sisente sucesiin o, o

ool donde e wrmino penetal de 1n sucesion es
b, = a,con aeR Existe ¢ limite Pan csta suceston” Justifiquen
C ~ AN ~ s \S 4
. . L
. \ .
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CUESTIONARIO POSTERIOR

1 - Explique con sus patabras que o4 para 1 el cancepto limite de secesian

; ) Ja O aQ

2 - Calcule:
| I+27n
oo §10E — 1

2 A 4 » In' -
i~ Observe la sigurente sucesion 2."—'. -;-. {-;.-:%. ... donde su termino general es ':._'
Debido & lo antenor (A cual de estos numeros (2,3 0 4) converge la sucesion sefialada’

4 - Dads o siguiente comportamiento grafico, justifique & que numero converge o no Ly

9 X 1-
sucesion, cuyo termino general es —
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5. Determine, si existe 0 no el limite para la weesion w:—: Explique y justifique

justifique » tiene limite o no

Preguntas abiertas

Segin lo que haz aprendido (Qué fue lo que mejor entendiste?
(, o it

o L ) " -AJ 1'-;-1..‘ ‘:;‘”” J g

¢ |

’

-

i a
R

3
Magpans”
Segan o que haz aprendido ¢Que fue lo mas te complico entendes?
1 Lo fa o4 ALRTY ol

O

_Ail_;a T Ly ) J'. :

Segun lo que haz aprendido ¢Qué conceplo es relevante? ¢ Por qué?

Segun lo que haz aprendido (Qué concepto es irolevante? ¢Por qué?
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Invontigador Jimpe Zamtemn Canddes e

Titubo de ba lavestigacion: EI prodilema de la ensedanca v sprendicaje de los lumtes de
sucesiones en la ensedianza media chilena: Una propuesta para so ensefianca y aprenduage

Cuesthonano previo

1+ A que drstancia s¢ encuentre of mamero =2 con el mimero 47 <« b cunes 0 disTs e

U 2 20 32 34
R R N N N
" 2 > W T &

2= Identrigue los puntos que se mucstra on ¢l sguwente grafico

A | A.)}
8 b BLM, G
K, %2}
" CL§,%9)
7, L)
s ° ‘.‘,‘r".}
" bl " ! 1 b i ] 3 | . " . "
-24
3 - Dada ls siguiente sucesion @y = 1, @y = % n,--:'....dmkatmnogemaln %.:u_\n
tabla de valores ¢s. > g
1 1
2 1
2
i 1
3
4 1
4
i ;
z 1
}  —
Grafique la sucesion anterior,
Canticnann Previa i
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4 -
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B - ER
- Ry u
A Cadcule ¢ drea sombrada de la sguiente figura geometrica
m e
5, 94-12° * 452,46 cm 50, 4%
= 59,44
Lu vt 50,24, Qo+ 3.2

Y05, 92 & o oea sembrsada

5. Factorice |a sigulente expresion algebraica:
4 2

-
o204 » SR R, X% X4Zx =3 %
-1 ¥

6.- Explique con sus palabras 4 0.9999.  esanoes 1

No, pocgue nun  fatha algends  daumales  para
oA sen each Dungue 55 o apeox.man

o terio unp fefo auh o seria un 4
¢mc’1¢

7.+ Explique con sus patabras que es para t el conceplo de limite de sucesion

Es wio digdide pot o dalo qan

G wadlia
pa L s diomal

220



wooc| lakoy Injereil o2

LRy - “0 Ar..n-gl.\'\("
Aoz 19880 - S ”
w0 | lggr Sy - K apgl > {4 A9

—

L — et S—

T ;\Mq‘w L1585 LSS
Lom'-f b ™
— "

" T e

R [P et L
a=2,9% NG s'ﬂ-zlq;:ﬁ‘-‘f

4'2.. lodd 2915 |

0') Que ahe mos lodos & rwmiro: inGs se @ olyeado

& ON
b\ Yo WU\DO qdﬁ ‘Ob umee s gn!(e yas [cuio, |o> OTRATARS

ENDIEs  quittd DLWl qut 0io) (W 3& :
2 ‘ >
4 sz 11519, Glods <0549 Blagoy=0,3422 13 lacon <0, %

221



222



——

i

i

223



Ul
1000
MCCS)

224



225



ennind e Rt b e . N
v ——

B L e 6
B T T Ty

PARTE 2: Extablecer hipatexis sobre limites de sucesioney

L UL
y sbt il
"

1) Dada la sigulente sucesion 6}-‘;‘! — donde su lermin general o
s de In forma

1) Propongan, si es que es posible, hacia que numero bende o converse 1y augenp

observando o comportamicnto en of grafico

T// lo we2aoh e '0(“&‘5‘5!1“[ 50 QUL 1OD(- B2 5

b) Dado sus analisis en ln pregunta a)  Por que concluyeron gue ese es o no e ol e
de la sucesion v no otro numero? Justifiquen

£ Ta qui ¥ a2 a5y Coroang

“

226



) W y 4
| e b ladage & Wl i '//
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- ——— | | yp— 5

e o L e

=T s
2) Dadala siguiente sucesion 5,2 = .. donde su 1érmino genceal &% ™y Syl

ex dbe 1a forma

v % 3 ’ i $ ¢ ! ’ {

M Proponga, s es que es posible. haca que namero tiende o converge, la sucesion
observando ef comportamiento en el grifico

"\,'. '."y)l".“\‘.f LIRS ) l||.\,¢ " TRL+ '_!l l'-“|’)].

by Ddes s analisis en la pregunis a)  Por e conchuyo que ese e o po es ef limie de
1a sucesion y no otro numero” Justifiquen

Win
\" ' Qu Gud V0% NuNELO ol

" cud L fi 3 d .".L
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a WnawaMimmWowOmwnhmum
¢l comportamienso en el grafico

nlb-]g' ¢

"""“"""l\‘t’_, W Que 1o numerny % r.\:',.,, .

W) Dhadis st wnadisen en La peoganta 4)  Por que concluyo goe ove e 0 no-ex of e i~
la sceston y 0o ot mimiro’! Juaifiquen

pu AW nO ‘-(.
QW o e un ’|h\|\\' e ruvLip Wilo ¢ Aoy
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il b e .

et e

Bt L Y W — el
s PSR —

¢ ica es
40 Dada la siguente sucesion 3,3,3 .3, . WW'Q‘W"

| T

4 Proponga, s es que es posible. hacia que numero bende o converge, la sucesion

_ O0servindo o comportmrento en el yralico

!
Po/ (LR L ST e Gy U AT lont #Wa 2.

By Dados < analinis en I prevanta a) | Por e concluyo gue ese ey o no e el limite de
1 sucesion v N0 Otro numero”? Just;

kj/t’l.‘ AVE o \ Ve !

1aes va Lk A
e ua hl‘c ‘_’"0 ,q:‘;‘(‘-o" (:“.
5) Dado sl esnudiar los Problemies ansenores, podnan wdentifices algunas condicrones
Que debe tener 1a sucesion Pira Que convena Jusufiquen
'
‘\’ ) al ("\‘\\f\“\‘rc.".{. ' ' 2 o" ‘.'-"-»d ') 3 04 ,.,f”:‘-. ‘- ¢

"Iy .
' l Ry FTimiro 43 PEGATL 4 AL Sugueds oyt

0} Dada 14 siguiente sucesion l.é.ll.".dmuk S leming geneial cs% Respecto a s = " 0
analisis en Ja pregunta $) (Existe ¢ limite de esta sucesion” Jusufiquen
0\,

A//L o 2 ”"'\N.ld.‘uﬂq p\u.dve ol oy’ wo esta tlgwade a <

7) Dada ln sigiiente scesion 0,20 .4 donde le sermine wenern de ln sucesion ¢
b, = a.con aeR (Existe of limite P esta sucesion” Justifiquen

« I}
{15, L4 LOw (o Con '-,1 \C\ LSBT *.'\‘f\g LA h(n.‘-* A . "
J v ‘ - ' »
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Parte 3: Caleulando limites de viceshomes

IV S que b suceaion cuya lemininG geacral e S tieoe limite, y o que nos

Melesa ahoea e caloulalo Para est, cbserven la sigwente manipulacion

Hgebearea de la expresson . (2 R
6n v 6a 2 - f8Y ~ ¢
2 i _" + 226 “;J‘ N
n non ‘B
a1 Como pedrian usar ests equivalencin algebraiea paru calcular el Timite
Escriban sus sadeas

I Una compaiiern readizo lo siguiente

[4
2= lim60£~ limé+ Iim=-=0
L n " oo wemn

b ¢
L
Ora compaiiera hizo sluo diferente. Obiservemos lo que reahizd

.

o+ 2
m =

by Que opimen? (Quicn tendra runin” Expliquen v jusbfiquen sus
respuests

2
- lnm(nz- bmé+ hm -« 6
LR n - nern

21 Se deses ctdoulas o Nimute de da sygalenie sucesson cuyu lenmian general ¢ E"—’:

donde ssbemos que tene limite Para esio, chserva o siuaiente manipulacion
alygebrasca de la expresion

3n-3  3n-1 3
-1 (nel){n-1) (n+l)

2 Coma padnas usar esta equivalencia algebraiea pars caleulnr of Timie”
Facriban s adeas

| Un compaiero realizo o sigmente

lim kel B Iim——a ]
nemmt =1 1)

"o
O compaiiero hizo algo diferente. Observemos lo que realizo

"

"mJn-J 3

DR LS | :--(n + l);l‘

by (Que opimas’!  Ouien tendri razon? Just Giguen
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CUESTHONARIU PUSTERIOR

1.- Fxpliaue con sus palabras que s para t el concepto limits de sucesidn
"..'ﬂ\l\l e wcisaad T U Lo “‘0'— + ] l~ln-'l_ L2G yub ",., LITV Ll
AVERAOS G0 o whlégonot de 2l , anlp L btwon way

2.- Calcule:

342/n
w810t — 1

" 16 07 i

3.- Observe la siguiente sucesion 2.5, T 77,5 dmdesummmogeoenles""
Debsdonloumnor,,é\euildeemsmem(li&od)rmergelamﬁnsdmdﬂ

€l wowo que wnvaige o sueson e 2l 3 go que al walwladlo
@n oushate ometos  les rasyid
‘W 0d% sencenaban ol > >gne o

frasposotan splpes = ONREIE poigue Feea un li ke

4.- Dada el siguiente comportamiento grafico, justifique 3 que namero converge o no la

.E m P ’“I?-;:
3 * 3 3 ;
‘ . . .
y
l
41

* C
alidai; Mx A
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5.- Determine, sl existe 0 no el limite para iy sucesion :—:7-'—: Expligue y justifique
[ ket W he or wiwat, 6 40 G wih Lo on L v endia et
" g \ v
6.~ Dada la siguiente sucesdon —1, i;-'- :* justifique s tlene lirmite o no.
M way Limde o8 wgcesn YO QU& e hGy un Ao bifiiia U
imde
Preguntas abiortas
Segun lo que has aprendido ¢Queé fue lo que mejor entendiste?
£ derd ol Ben o ge himibe g suession ) o vanplarar las T
Segun lo que haz aprendido éQusé fue bo mas te complica entender?
] 64 3 } e

Wy DO 8% OO ’n.,.L‘,'l.Gr G SNCES|C I'f,'-!""\'

A } ol
i A o

Vi ‘\m\\co_;.u.:-.su:n N bO".U'I’ﬁ»\

Segun lo que har aprendido ¢Qué concepto es relavante? (Por qué?
Yo snwentio gl todo a5 (deygnte 4o oue oo

R wwmpleminta

Segin lo que haz aprendido ¢Qué conceplo es irrelevante? :Por qué?
0 Way tonezpto (rrdevags
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' ), e wt-d 1 e g De 0%
e ' [ it %
Ml-
IR ) NG
: 1280
15
Ny :
_2,".-1,%988
29,999 )
(4= 100 =2,%999
-to,m 2’ ! 4
At A-1 .9 .0 A= -3 2 023}
Lﬂ A-0 FI 2 23 6
=i
n S S 0 Nkt IS T S L L R e
2] Y 8
woo= "8 3.gy VBT oM L gy
T 29 N
2o 3
i ks piee® gauBas ps 136 gy
S no+4 _ 4 ~ -I‘-f— '
FrUEEE & S 4= £3 400 o= 4,006,004
o 0 Nito= L0005 100,010 01
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Universidad de Santiago de Chile

Facultad de Ciencia S

Docente Guia de la investigacion: Lorena Espinoza

Investigador: Jorge Zambrano Canales e

l.-l,Aqmdistmciascmmclnmz.migﬁ_mc_mjl__———ft ‘ =
e\ - 2 SG C A QJLCA " ‘L\\ (‘. (f) 'q-g 1_,1 007)41/‘

Titulo de la Investigacién: El problema de la enseiianza y aprendizaje de los limites de
sucesiones en la enseiianza media chilena: Una propuesta para su enscilanza y aprendizaje

Cuestionario previo

T asx =l

~—

2 - Identifique los puntos que se muestra en ¢l siguicntc grifico

s (3 2
= (Y A0

. (6.0,9)

\‘

3
28
A
2 o
15
L
C
0s °
0 0s 5 2 25 3 35 4 a3 £z
-04

3.- Dada la siguicnte sucesion @, = 1, a; = 7, a,-;-,_dondcmtcminogencmla 1

2
tabla de valores ¢s: ~ a,
1 1

2 1

2

3 1

3

4 1

4

n 1

e

Gréfique la sucesién anterior.

0%

-—

0,3

0,19

A
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Universsdad de Santiago de Clule

Facultad de Crencia
Docente Guia de la investigacion: Lorena Espinoza
Investigador Jorge Zambrano Canales
QAnA
5] .
3 | .
2 .
=1 .

? L]

!

' b

\ -4
4.-Calcule el area sombrada de la siguiente figura geometrica:

AD=T:6" = Ti-36 = 36T \6is T S
P TN T
# l T2t ( eSO
Ao ~w+2" = =Y = 4N L 01€50
S \ - ol \

‘\" \ S - --V—A— \‘—.
.I 4cm & ! ‘\O - \ﬁ = 4o - qun =| 32 T \ R ey
| R A=A e ——
. s B SR, - Lfed—

, - 31415 b OAD = 13,004

\ 4 A0 * T Yhts

s \0 - Ao 00,528 )-—b LDO‘\S. Aaas 4 deamales
e N0

S.- Factorice ia siguiente expresion algebraica:

3 (% - ¢ 4 A
x?+2x+1 L e q)? L el I
i~ 2| — 1 X X% =%~ 1
x 1 X=1) | ” v

= g (X141 (x 14y

xE 4 % Ax 11

6.- Explique con sus palabras si 0.9999...es 0 no es 1 YL AN A

En @)3unos Lasos pod(ic onsidearse 3,90 §emplo €1 DSt Vcionys
4onde ,une medidA nuatp seve” gerteiiq, Por W gure € vhiliza lo maS
ruano O e, Entonces s se Onsioera que 049, o5 4

7.- Explique con sus palabras que es para ti el concepto de limite de sucesién
?o(q iy 5ec7& LOMo un "\ope” © " Moy m o Qe Se \e poneg
A Clelos Numeros © QICAS gedmeHciwas .
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1
Aﬁboﬁ h!J'Oﬁ
4 A - w8l
1.
b | A=t
Lado= 7
g | -1 78
JAR0- 076
12 s 5%
[ada = 9915
A) 4 s
8)
i I—

N ferevdas de aveas -
AOQ - Apgowo
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WA d NeRa & LTkt

o e 1:g% 25 T
Diucrte Guta & o ewvesaon Lo Expenesa Z v S j 7 / %
- ( e

e " N S

{~((’.’L .}l)fr,; -

A: 2 Observe Ia siguicnte sucesién que pare desde 3,57, . donde su lémino general ¢y
ANz5 221" Reaticen las siguientes actividades y expliquen sus respuestas.

Nz 1000 a) Encuentren los témminos de la sucesion para n = 2;n = 5;n = 100; n = 1000. (Qué
- X pueden concluir al analizar la distancia entre los distintos valores de la sucesion v ¢l
numero 07 ;Y para los nimeros 3 v 57

b L D) Aboma grafiquen la sucesién
(- '{‘ :
} | f .
= j'\i é_‘{j g 2-3-100 24, 2
Aj ﬁ'(l / i ( v g 10°
. g 100+9 -
st ) i o
— = Z - "leoo i ST
4 & (/f I — ‘/\ 2 ()1" rjl,x
o 1000 + ¢ 0o
Za "k/]f
A)j ;’ﬁrv R0 L C 0 u T-,
_ -1 488 01 5% {, - .

> St ' 7 LIoOC =

I‘J Sipeoctre iy oo
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’ ,‘."C- 2 \ general s 5—  Realicen las siguientes actividades v expliquen sus respuestas

ni-1
P L
[ a) Encuentren los términos de la sucesion para n = 2;n = 5;n = 100; n = 1000 ,Qué
pucden concluir al analizar la distancia cotre los distintos términos de la sucesion v cl
a namero 0? ;Y para los nimeros 3 y 57
-z - w*’ﬁ/*‘l
, v M , b) Ahora grafiquen la sucesion fii = e
Q.2 7 2 - b p - 9— la G : i 2
Tty Oy dememuen) Sy -3

1 (o75)  (96) 0 -

7 y aq
j b 17 1 5 1po-2 /__Zf__ S.1000 -2 :Z{ }Z
)__f_ -_/-:,—, ) '“_/““ ~qqq/( [00C T / f_{r/// 1G0T
£ - { ¢ ‘ o 1SN
- / »_,/ )) | (()/C[O)l) (/_,/,‘__ < £ )
:-——O 4 b }?‘ = 5 ¢l wtt s Ea f/V
- = il _l 2% ey f‘{’["("l) Lf»') ‘/(1 $ M AJC \
a o,1S 2,28 | 4,15
2 /
01
k 3,
a Y4 ol r e
s o6 |29 = "
VI S -
(g 05 |2, 5 Cl, 5 16 i N
¢ Y ) SRS SR S .
a| € 4 | (
a9 | o o2qf|2,47c2{9, 9103 0F b
ot =
Q 9 + ' |
. [/ | '
002t | 7,q 117 9t W
} 4 Y \ \
X 2 3 H 5
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N - 100 Jik
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S 3.%54¢ A2, 166£-25=C766¢
i = b A (e 6 - € ’(,83‘—"(/
j 3: S‘l 31646 - IC 'é& 2y
e
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" 3 33 3 « M=
= N b et 27 43oedq -3 0octq
N . e 1w/ rpc M a - ¢ T4 7o)
7% > Y loc +1 00?9 -1C~ 6740
) G 2 = 0¢X
R G 30T (Y‘C(' ‘ P
2 w00l . — . N B S J(”
ol 100! 3. g€ € aa
— 'ff{ a -1 f'"“ 7
—~—— 1/ /lc
/ . { . '/1 ’ / » 7
Ut keoh - Hiavhas 1o '-".//'(""/ i "“‘@ & 8 e
) Y74 el G108 Le\rh v s M,
> 2 A -
= Z .
7 o~
.
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-—j—
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!
|
z , |
. S ' '
] a i " l|
i
R ol SR S (N G o oy s s e
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N
PARTE 2: Establecer hipétesis sobre limites de sucesiones

1) Dada la siguiente sucesion &;.?.mdmdem término general ec""T";y su grifico
es de la forma:

a) Propongan, si es que es posible, hacia qué nimero tiende o converge la sucesion
observando ¢l comportamiento en ¢l grifico.

E o \ . : h
2o /Dml« L CoyCul g b, lcd ‘

fec, i

b) Dado sus anilisis en la pregunta a) ;Por qué concluyeron que ese €s 0 no es ¢ limite
de la sucesion y no otro nimero? Justifiquen

. . [ Rl o A 2
|(’ ‘ L ,I 110 4 | ( " ’(“ ; I ()l ; A‘\v ' \ / C'(’(
i R | J

b0 Posa fﬁ'“,Vr,m’ Jocar lo pve 00 Sabr¢Wisak
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2) Dadala siguiente sucesion 5,5, . donde su termino general es —75=y su grafico

es de 1a forma

#) Proponga, si es que es posible, hacia qué numero tiende 0 converge, la sucesion
observando ¢l comportamiento en ¢l grifico

b) Dado su analisis en la pregunta a)  Por qué concluyo que ese es 0 no es el limite de
la sucesion y no otro numero? Justifiquen

) ’ / / r y ?
PoyQut Lvo puwtos peow o Coer b gagto
) s ) Y ” g 5’
v 4 /‘ ‘ i 4 ((" @, { ) ) 21N L1 ¢ y (

L] BT Ay
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3) Dada la siguiente sucesion 2.5.’;'—....dmde su término general a%_"—,-',y su grafico
es de la forma
=2 e

0
10
A
Ta

2

o > " " —_— ) "o

a) Proponga, si es que es posible, hacia qué namero tiende o converge, la sucesion
observando el comportamiento en el grifico.
| &
U0 ¢a LovUey Tl

b) Dado su analisis en la pregunta a) ,Por qué concluyo que ese es 0 no es el limite de
la sucesion y no otro nimero? Justifiquen

WO lo ¢7 PonGre M- hs#ia (g m//ﬂﬁ”v"w

w10 50n ke
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4) Dada la siguiente sucesion 3,3,3 ...,3, ... donde su representacion grafica es

a) Proponga, si es que es posible, hacia qué numero tiende o converge, la sucesion
observando el comportamiento en ¢l grafico

22 ooy (SL'H

b) Dado su anilisis en la pregunta a) ; Por qué concluyo que ese es 0 no es el limite de
la sucesion y no otro numero? Justifiquen

. ’ |
':" L.(‘Ll“(;( 4 ‘./ 7-‘1 o' Hg’ '.' }"' AT A
Y { ' y
: . g | oy \ J 4 Fay y
[N i doSed> kS puk D e AU e (e

[N z { [ poete Jocai '(")
5) Dado al iar los problemas anteriores, podrian identificar algunas condiciones
que debe tener la sucesion para que converja Justifiquen

f oYK Lfic e

— ) 55 ¢ A .

C 7 =B\ 9¢ 4 LA '/ N <gqlqetlon 4 ¢5 ,

P ((" . 0o ‘;‘) al) j " ’1{, ,,\' / ‘I""bi'/"‘

6) Dada la siguiente sucesion l.i.-;-.».dauemwmimgen«daf Respecto a su
analisis en la pregunta S)(,Exis!edlimit’edeau sucesion? Justifiquen

Lo W2y 8CA+-¢

e ¢

7) Dada la siguiente sucesion a, a, @ ..., a ... donde le termino general de la sucesion es
b, = a,con aeR ,Existe o limite para esta sucesion? Justifiquen

5 bower s,euk @ 1

VO:OM’ /( &,,’)JUU(;(\ Q,’?lg(/d‘ y ".I},( {.\ \
C o0 Hapt ¢ vl
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CUESTIONARIO POSTERIOR

1.- Explique con sus palabras que es para ti el concepto limite de sucesidn.

Liemle de sucesigh @ un valo gue St obliene du una
2.- Calcule: 34292 . o0 , -263
i =1 Lo
Su l/ch es 0 }M—xﬁi - O'CC;:
64 w00% -4 209999
2413 1@- e 33 000 0
51 woot-4  somaqn 00
3.- Observe la siguiente sucesion 2,?. 3} ﬁ;—; .. donde su término general 5—;,—"
Debido a lo anterior ;A cudl de estos nimeros (23'0 4) converge la sucesion seiialada”
gt 1 1 4
_‘:i-y"- 3 3“’ l T: ’ 2_' ; * o‘ls
n '?,‘c n' ,
' = 8t 5o 904
St cuctsen
» -0 la sucesion Conveige
.b, o
4 - Dada el siguienie comportamiento grafico, justifique a que nimero converge o no la
amsién.wyot&minogmcnlu:—'
'4‘ : A— 2
AN 0,5
A-n 4 ﬂ_ | > : v : : i— S 1_
Zs 24 -Z\ : y . . B 22 Y 025
(| B
4
390" ho” 0,005
1-4 =l 2 4-1000
24 2 2 1000
A- 100 —9_ . 0 4qs
2100 20)
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5. Determine, i existe 0 no el limite para la sucesién . Explique y justifique.

Mo Tene IrmiTe, s pude ver al

eemplazac  los  ddlos

.- Dada la siguiente sucesién —1,3. 5 7. .. justifique sitiene limite o no.
Ne Tiene limde, porqu Tiene  valores en  negalivo
poe 1o gt en un giafico esla sucesion  bajaria

v Subiria

Preguntas abiertas

Segun lo que haz aprendido ¢Qué fue lo que mejor entendiste?

Como qtc\(v.m( las  sucesiones

Segun lo que haz aprendido ¢Qué fue lo mas te complicé entender?
lealal 1o sucesion a\gtbm.c@mcr‘\'\f

Segun lo que haz aprendido ¢Qué concepto es relevante? éPor qué?

LimTe  porgue VvOw.@s  suCesiongs lo Titnen

Segun lo que haz aprendido ¢Qué concepto es irrelevante? ¢Por qué?
Q‘w Qu " hc\\(’ poraAn Todos qPoITQﬂ
a oompteﬁiu mgar las  sucesiones
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“l 223400 . 300
o - 0,003

51 w00’y 200 M9 de o sucesds

1 esulTode
0 pod o chehoen naddor

c:nwugon o

2'_2:3_%009 ,‘bouvo__. 06,0003 Serdd mowgor  swempre ga Qe se deun
#4001 OOWQM a 1’ mv daloy nn% '}""‘d"

i} Conveige o 0 pa G al eslar
Set

3) > _a "
- n
clevado a 2 o dineminoaclor

nt nt
oy or al dwidise  Aafag
» = 0 =% 25 ullado pequuiio
-1 . Est !
essita o a  Suces.on converge ad
n
la gueesion A0 converge a
D -0, 0¥ . Lyung 20 J
2100 2 -0,5, pogque reemplozonole (2
daios viendo d  grakico
1-1000 =99 4 J
A-1evd = -0,4045 ven@s Qui  los waloves se
Z. 4000 2000
acocon @ —=0,5
- 2l ik
D) 400° 43 . 4000001 405 0401 @ M Lo ot Tiee
100t -4 1 999
lrmTe  ya que al reemplozar
st guade ver

M00*+ 4
0 . 4000.000.001 -

= 4,000 000.000 004 ., 00,0004

10000’.1
Toooo'-4 3429999

20 000

Mo Tiene limie, yo qu  hay calor es

6)
%:o,s negalvos ¢ ulo nmo dujara gt
._% _.-0‘3523 ”tsa‘ﬂﬁ o un I.'n\ﬂe PO(?A&I d Val‘{
& AT subirt
5 c 028 ojrria y o

248



Universidad de Santiago de Chile

Facultad de Ciencia T
Docente Guia de la investigacidn: Lorena Espinoza

Titulo de la Investigacién: El problema de la ensefianza y aprendizaje de los limites de
sucesiones en la enseilanza media chilena: Una propuesta para su enseflanza y aprendizaje

Cuestionario previo
1.- ;A que distancia sc encucntre ¢l nimerg —2 con ¢l numero 47 ) \
- 4 ol & "2 e encenio, a b numeAoJ )
- - - ‘b —D| e — - T -
ae\ -4 ' P
T e _ d—‘_-‘_’" — g ‘\ s
2 - Identifique los puntos que se muesira en ¢l siguicnie grifico L =v O 4
’ A=(3,2)
= B (4,14)
s C: (6,95)
15
.:
05 ..'
] 0s 1 '5 2 2% 3 35 4 asz 5 55 . [
-0s
3 .- Dada la siguicnic sucesion @; = 1, a; = -;- ¢g=%._dmdemi:minogcmmlu %,cuya
tabla de valores es: - a
1 1 A
. L X
2
3 1
" 0
3 &
’ i 515
i : -
n 1
— |
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h\%ht?mcm ,= :
An A . .

L ol

4.-Calcule el drea sombrada de la siguiente figura geometrica.
6 = T1*3b = 31

\{j\ \W'o
= P ’\\\ . - L , \|
M - A | [
\ L. | ! {1 C‘\)
{ 4em Y AD - Ao = b0 - 4O -'A‘,“;_T\: -
.'.\ ' — 1 41\S | "N J‘"\ \
.\ _/‘ ‘\_‘ [ "o
——— \0 - A07100,528 ) —> Pnsawmana
ae 0
S.- Factorice la siguiente expresion algebraica: [\ - 2
2 ; [ N 2 \ 1 : ’
x*+2x+1 1) l -~ y
S e L X +# X% =%-1
x8 1 L =13 (x4 1) v
) . (X441 (x 14y
xE e RAK A4
Yl - ;y y A

6.- Explique con sus palabras si 0.9999..esonoes 1

O deamaoles

En 6)3un03  Losos podic onsideiarse 3,090 gemplo €1 Wonstdeudnys
d0nde .uN0 meAdA nuatn seie” perteiig, POr W gue §€ Vil za lo MmaS
] 1

Liaano 6 el Entonces ¢ se LOnsioera que 099,

7.- Explique con sus palabras que es para ti el concepto de limite de sucesién
?o(Q m\', SesiAA LOMOD un ope” & " mo:yimo“ Que Se e pong

O Cledds Numeos © QICOS gedmeXciwas.

€S
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(1\ ";;:_;(. }/w_ .-.1 '5,5

"“5l.3544 M
| S —— L qm— 3,4%“
sy 2 544 ¢

oa00] 33004y ;oY ypqqy [+ 1000]:3 wie 4. 3008 g g0,

w00 +% 0 00044 1004
2,5-3: 0,5 3,5-621-25| 3,6-40 = [76,6/
- 6 k19334l 3 16066 ~20 *[-6,@0324
3’ 1660-3 ° O'Sbbs 5;4666 e 9s) 3y ' ) <
3,0049 -6 *1-2,9a404) 3,0099 -40:1-¢,7904)

30099 -3: 0,000

3, 0009 -40 ‘l‘bl 99914/
3,0009-3 00009

35,0000 -6 :1-2,9994,

Se quads c?nclu.r, Mt micdlag mas allo es e aumerd, mas
S;qndt sef la dislanca enlie o yalor du la suces,gn Yd riMErD

by o S
32 K
ISEF = - =<4 - 4
) . 5 2 9 Q:%
we- - - e | 28 3 3
E = - T T = e e T -.—-9"2' 3 A :
5 ' ) | f -+ %, %
) . I ' s,ﬂ
' l
[ | ' |
A ' ; | ! ‘
| | | | |
| | | |
A - ! ' - \
: |
| ' l
. | j '
y ’ : i i — N
A z 3 L] s
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Ma,le

(L] A3y 4t
vb,29 P2 39y’
f‘)Cuodmdo] P 444U :56y Lade 4,84
Y lada £ 0,494 S,u4 =49094 Atea -_a.aoe\f
"hﬂajom (f:gu‘Ol P= A6:6
6 lader A: 3 b 433 Lads + 3
3 = _Eoiﬂ.ﬂ - 2,595 /4',“. 2.6a5 |
2 2
’ R Toma
Odasono «egulcu' “PeV2-17 @ : 036 B: 6,08 - a".’r%j‘?“
& lados A<e,08: 002 - ,’ (ade 036 |2 - f,
> : 2.““66 ’: Almique I o)
W“OS“‘" cequiar (12 ““"’)}A 2,0% | Lado - osis?

apolema - Vo 4 42 .4 az5 :
z

Q) la diferencn de 1o corcunterencin

bifecencia ds oreas 1 U pelrgono va A ¢ dism: ougendo
fOrea citado - areéa fo\-’_c)ono cuonolo ¢ ?:"9‘"0 T'Mq
o0 lookes .
Cuadiode - %, 44 - 4,209 - 4,229
/ . b) Cuando un Pol.‘gono reqular
“Q-IOSO'\O £ B,Qq - 2‘5QS' Ol bl‘g Tem ‘,“a-s 'ad‘o’ ‘a d e‘em
2,3969- 05432 eilie lo Grcunferenca y o

OcToqono 3,44 -

bodccdSono : 344 - 293 » 0,1% polgono seia menor.

—

844

/) =4 _5__1” :3
i
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T
PARTE 2: Extablecer hiptesis sobre limites de sucesiones

1) Dada la siguiente sucesion 6,35, .. donde su término general o =y w pifico
es de la forma

a) Propongan, si es que es posible, hacia qué numero tiende o converge la sucesion
observando o comportamiento en ¢l grafico

Lo saeesion €5 conveigen\e, Teac a 0

b) Dado sus analisis en la pregunta a) ; Por qué concluyeron que ese es 0 no es el limite
de la sucesion y no otro numero? Justifiquen

Vogua los valots do la sucesion cada ves  $e acecan
mas a su limle, qu e @, lo Aiancia cada ver se
hace mas Pejuna
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| rareded & Sutage b (N0 -
ol e Cumete

Dnmemts ot & lo woagmam Lomalgonn
Lvedipe be hug Taotven Carmbe 4
b P
T -7n+3 .
2) Dada la siguiente sucesion S.%.%...dmkmwnnnogmuﬂu-;Tymmﬁco
es de la forma
0 2 3 4 ) € : ?
-1
-2 o
-3 °
® © o o o o o o
-3

a) Proponga, si es que es posible, hacia qué nimero tiende o converge, la sucesion
observando e comportamiento en el grafico.

o sucesion @5 cenvergedie, Teode a -35

b) Dado su analisis en la pregunta a) ,Por qué concluyo que ese es 0 no es el limite de
la sucesion y no otro nimero? Justifiquen

?o'qm los valores S la  sucesion cadda ver se Qceca

mas ol -39, & dacil, gt la dilanwa ¥@ dxrminuyendo
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3) Dada la siguiente sucesion 2,5,5", .. donde su témino general es =y su grifico
adell‘t:wma

o
e

.

a) Proponga, si es que es posible, hacia qué numero tiende o converge, la sucesion
observando el comportamiento en el grafico.

lo sucesion Mo es CONV“?M\T(’

b) Dado su analisis en la pregunta a) ,Por qué concluyo que ese es 0 no es el limite de
la sucesion y no otro nimero? Justifiquen

Por gt los valoces da la Sucesidh cada ver wvan

aumenlondo  la misma cadfidad, por lo gt o
Tiene (mile
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4) Dada la siguiente sucesién 3,3,3 ...,3, ... donde su representacion grafica es

a) Proponga, si es que es posible, hacia qué nimero tiende o converge, la sucesiér
observando el comportamiento en el grafico

la sucenon es convtrgenle, Tiende a 3

b) Dado su analisis en la pregunta a) , Por qué concluyo que ese es 0 no es el limite de
la sucesion y no otro niimero? Justifiquen

Pogr Todos los valores 4 la sucesion Tocan
ed nimeio 3
5) Dado al estudiar los problemas unteriores, podrian identificar algunas condiciones
que debe tener la sucesion para que converja Justifiquen
S d dicominador  Tenga o oes convel_jenTe

6) Dada la siguiente sucesidn l.i,i,... donde su termino general es -1 Respecto a su
analisis en la pregunta 5) (Existe el limite de esta sucesién? Justifiquen
No, porqut ol denominoder no eifa elevodo al
cuadrado

7) Dada la siguiente sucesion @,a,a ..., a ... donde le termino general de la sucesion es
b, = a,con acR ;Existe e limite para esta sucesién? Justifiquen

%, ya gw Todes los walores seran ‘3ua'¢s.(“€9mon

a gu ‘:m:" )
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w gu medas s alle 21004 ey
20000 ter o

o namue T mept sl
2. 0000 0.000: 10 +6,0002

distantia o0 b, y b sena se

limile

c) a compu‘ﬁem 2 Tene la: taish por quut al it aumenTancle
101 valotes dy " o mumero cada ver se acerca M3 @ 6, po
lo 6 seria su limile.

=« 2 45
2) 3n-% _seg) . 3 T
N -4 (nadln-d)  (aa4) X .28
o 12+ 3
, o (0
a) con s fesufla dos  se P 3 .2 :035
el comp  los valoies vah (g M

disminuyendo o medido 4 qu . ,1’:'; 0,2423%
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. 1001
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Titulo de la Investigacion: El problema de la enseilanza y aprendizaje de los limites de
sucesiones en la enseiianza media chilena: Una propuesta para su enseilanza y aprendizaje

Cuestionario previo

1 - (A que distancia s¢ encuentre ¢l nimero —2 con ¢l nimero 47 La &5hﬂUG quc h(ﬁj
NN NN N de\-2 a\ M es de
/ | } | | ) \ | —>
< ¥ v " | I I U ' 6
ey, S M Q) 2 3 Wi .
y 2 - Identifique los puntos que sc muestra en ¢l siguicnte grifico
A= (32)
B-(4))
o C-(6,05)
.‘,
L} .'

3 - Dada la sigwicnte sucesion ay = 1, a; = %, a, '-;-,,“Mmhmmme’ -:-'mg

tabla de valores es: = 2
1 1
2 1
o
3 1
3
' i
4
i i
" T
L
Grafique la sucesién anterior,
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Umpversadad de Santaago de Cluke

Faculad & Crencia
Docente Guia de s mvostiga won | orana | spenova
Investigador Jorpe Zambrano Canales. L
QAP = = - ey
|
'
o) e ,
| |
03t i
| |
Vo ey ' : |
L. [ S S——
oL 3 -\

4.-Calcule el area sombrada de la sigwiente figura geométrica:

. o \‘\ { P | = X
: \ W 4 fl,\‘\'\—\ o e QJ.LL\
&
-
3cm
\ /'
—~— -//

5.- Factorice la siguiente expresion algebraica:
2egedt Ol e )™ ad

!z-l - ——

XT= (- ey

6 .- Explique con sus palabras si 0.9999..esonoes 1
lo 48 QUC 200 ¢n 51 noawYos Tagtnthos yWwaa woknoar
260 mc:.\:\oﬁ S0 \\CQQ‘ a\gun AOMEYD enterD.

7.- Explique con sus palabras que es para ti el concepto de limite de sucesién

Para o concepro de itk de soeston esque hc3 i lerdo Kantle
en o (G40 en \on AUMeETos o dc 4ucesion €4 GUL Cuando \\esoc\ a
on Wentke los adeneros Cn) \'cc.n-Q\am o Yoma \os valores Smpd«,.

Cucstionano Frewno 2
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A
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A:\000 - 3004
e
Vo0\
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(<

ned

} Obscrve la siguicate Sucesién que parte desde
"—":Rdic-hww\idm’-mﬁqumm.

i,'?’,"ﬁ,_ donde su término general s

a) Encuentren los 1éminos de la sucesion para n = 2;n = 5;n = 100;n = 1000. ;Qué
concluir al analizar la distancia entre los distintos valores de la sucesién y el

numero 07 ;Y para los nimeros 3 y 57

b) Ahora grafiquen la sucesion.

o) C\A"L'_}i.  FOR 1
A4y TS5
R S AT

E)

o SR 3
(‘3: '—_"' 1),5 "1

Oy 2-%. 41 % =06 ..+-53%
way R

Lesto wn 3
Lesta won O 5

-01-0 = 0,1 -02- Hz 92

o005 WS nuaciet
vesiasx  on O don

g\ gryma NUMRI0

G5z 21-3.9" | 'lql =9,

S

Qoo - '2'3-I00': -29,99% 1'283. 4423
10044 (04

apeo=2-3:0008 . ~1999388

L0000 14 100 4

(» -2938 0458
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Mh”“cmuqnlqsi_‘w;’;.,u-m
£emerad e S Reahoon las sgurentes acti dades v exphigen sus respucstas
3 Encucntren los temunos & la sucendn paa =20 = 5in = 100;n = 1000 ,Quw

pucden conclur al anahzar a distancia ontre los distintos nminos de k3 sucesaoa + ¢l
aumero 07 )Y para los nimeros 3 y 8°

b Abora grafiquen la suceson ¥
~
N Qg 378 eniste 3543 B .o
—— "
’ -
\ =
23008 Ry 1)
1 2 - ?‘J‘, al Y
S, = — 0 = 11“\\
Qesh = - 9 ' A %
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PAREZ:WMWMM*M

1) Dada la siguiente sucesion 6,55 .. donde su término general es 32 y su grifico
es de la forma

a) Wﬁuqmapwughadaméwmﬁuﬂeomwhwh
observando ¢l comportamiento en ¢l grifico.

%= o sucesion diende o nvege a O

b) Dndowsanﬂilisenlapvtg\lm:a)(,P_otméumcluyemquemuonoecellimile
de la sucesion y no otro nimero? Justifiquen

a¢ Ae Lo SUESIDN 0N O ( (DN A0

R: Poique 105 Quiios  C 3 ‘
ione A .y I3 (-l = A4 ONLES
oS5 o\ Q) per0 nb posa (N0 alley oe el.t NLESy
A N\ ,‘.'ci (N J PS5 5U 10 \/! 5 Ly e,

-M- 1k g

\ \

kAT 4

) 5 I 1

i ]

! A
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2) Dadala siguiente sucesion 5,21, L1 donde su término general es =55~ su grafico
es de la forma

. . ) 3 5 £ ? ] ?
-t
- o
-3
" o
° ° <] ) ) o )
-

a) Proponga, si es que es posible, hacia qué nimero tiende o converge, la sucesion
observando el comportamiento en el grafico.
\7‘\_\ A SULG‘)‘:\ s\ e" (T\\.Jf’C’)Q‘\.C . ) ‘;U L\.‘l.\‘\( —/{j\ \(\

QpOxInadorCate, = 3,5,

b) Dado su analisis en la pregunta a) ,Por qué concluyo que ese es 0 no es el limite de
la sucesion y no otro niamero? Justifiquen

U POroweE WS PuUAos ea 2l Jun MOMEMD & Mo

MBS O WOaes CONSTONYES, 4 €59 ‘)e_‘\ﬁc. (Walale B

N "_‘(_\' { e Y - ) 2% ) ICC A O “{ C No
")_; QoSO > J Vi'k S 5€r . C M

W PAFP

"a)
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3) Dada I siguiente sucesidn 2,5,2, . donde su término general es S y su gifico

os de ||'|;n|m

20

> o - - -

10

a) msiaqmapoatle.hadlquéuinmﬁendeomvage.lama.

observando ¢l comportamiento en el gréfico.

U: \o sutesion N0 €5 Lonvergente , nd dende a

” - t g 5
MAQUA NUME D, o DO danrty, nd Yiene Wmile,

b) Dado su anilisis en la pregunta a) (Por qué concluyo que ese €5 0 no es el limite de

la sucesion y no otro niimero? Justifiquen

L= orgue oS  Quatos de .o sucesion (nda yew
G0N pleyanto mos A2 un NUMEeO |

"")\. ()0!(.‘\"\( o \'\o“(‘ (o \.,;(n\\("

\) SE.DJ\)\ (On
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4) Dyda la siguiente sucesion 3,3,3 ....3, ... donde su representacion grafica es

$——

a) Proponga, si es que es posible, hacia qué nimero tiende o converge, la sucesién
observando ef comportamiento en el grafico

L:ES (pn ecgenie . sy Wmite o5 %

b) D"'o’u."'ﬂi'.’“'l'W""')Lp“m"wuyoﬂmﬁomesdﬂmikde
la sucesion y no otro nimero? Justifiquen

L=VOrQue & muestca e los puntos 5€ (1A
a3, @ QRLA Qe \YQ \l(Jo’ O SV Lumi
S) Dado al estudiar los problemas anteriores, podrian identificar algunas condiciones
que debe tener la sucesion para que converja. Justifiquen
Q: 5 ev"n’ en e\ denominador et glevedo g 2, entonce:
€5 nvergenie. TOMDien, Ludnad WNCige s nomeior de

Gt 20 500 (\Q\;QL‘:S é 00'\\7‘1-9'5 e SU”‘OG,M\do no hOn\J(‘:_i(
Bo:x sk v0s 3 Se fgian. 2

6) Dada la siguiente su 1,33+ donde su termino general es - Respecto a su
anilisis en Ia pregunta 5) (Existe el limite de esta sucesion? Justifiquen

L= NO, gorque ¢ A" no ety glevado a 1 aiel aUmer
A¢ Qv oo Bsi’ en ne3q\.w

on
Heaey

7) Dada la siguiente sucesion a,a,a ..., a ... donde le termino general de la sucesion es
b, = a,con acR jExiste el limite para esta sucesion? Justifiquen

ST, Q0(Gue W SVenOn ey tdnstante, €3 deur,\'ego” g

Sv Wmi\C.
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CUESTIONARIO POSTERIOR

1.- Explique con sus palabras que es para ti el concepto limite de sucesién.
:_v, \\_A'C\(\OQ 'J"‘C\ SULLSO

”
W LT oW

WENe L tope, Wmite © teade
A erd nuMecO. P00 gempld A Suienon A

- 130n0¢ purde
FO0MMOC aolduat s AuMecD Haoh g\ h\h.,}\O, Lipne Mo ' b ())
PO el f 2 va dtlendd dda wCr e mas P, £3Y03
(ESLU\AODNY 0nn aon o\ QO nigue e\ O [ As
pas > o e 1 be

2.- Calcule: B e

- 3+27n

n==B8in? -1

3.- Observe la siguiente sucesion 2, ". z_:_ :: ;;....dondesuu&mnogwanla"' aL
Debido a lo anterior (,Acuildeulos numeros (2,3 o 4) converge la sucesion sefialada?

4- Dudld-gmmaompuunucmognﬁeo.juuaqulqummmwonoh
mé-.wyomnomdu

i

2
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Titulo de la Investigacion: El problema de la enseilanza y aprendizaje de los limites de
sucesiones en la ensefianza media chilena: Una propuesta para su enseilanza y aprendizaje

Cuestionario previo
1= (A que distancia s¢ encuentre ¢l nu -2 con ¢l numero 47
= — ¢ -2 de) 4
< — T & entfntroa
5240123 4 wno distanao &

2 - ldentifique los puntos que se muestra en el siguiente grifico

. e T

Sl s o e s s s

-.r——-—---—-—-—-

‘ -
- )

|
) pp—

3 - Dada la sigwente succsion @y = 1, a, = ~;~ a,s%._.dmdcumgcu:lcs i.cu_\a
tabla de valores es. 5

—_—

1 1
2 1

2
3 1

3
4 1
- i
" i

I

Grafique la sucesion anterior.
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0/&_{- I 2

|

05T = -» ,

031 - - = ——1 |

T ! ¢ )

i i |l \

A2y

4.-Calcule el drea sombrada de la siguiente figura geométrica:
{ " .\'\ 2

ey | 350 47 = 0,264

N

e ———

5.- Factorice la siguiente expresion algebraica:
dazer (X +4)2 (Xt7)2
x-1

Xt-4 (X=2Yx (X +4)
6.- Explique con sus palabras 5i 0.9999. . esonoes 1
dodo Qe entve doo numerod ABhNYOS
ho)/ Mhni{o® numeros rocionoles.
7.- Explique con sus palabras que es para ti el concepto de limite de sucesion
€5 €l valor q| ve Yeoden oo rminos

dé la sweson wond0 N Yoma
Valor €S onuy GCrondes

Cusstionano Previo 2

—_—

1

X+
Y.—
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Parte 1: Explorande el comportamiento de sucesiones

1) Arquimedes en el siglo IV a C realied una aproximacion del ares de la circunferencia,

por medio del calculo de dreas de poligonos regulares que sabia calcular Esta
actividad se trata de pensar como lo hizo Arquimedes

Dads la siguiente circunferencia de radio 7 = |y vamos a utlize » = 3,14

/.
/ ’\A..

| )
“ /
#

-

Consideremos los siguientes poligonos regulares inscritos en esta circunferencia, en que la

distancia desde ef centro hasta cada uno de sus vértices del poligono mide lo mismo que ¢f
radio de la circunferencia.

i

3 1i
RL}
]
o

3900 e ate he-agons T A Lodr apimo Mgutar
opuar

Recuerde que el drea de un poligono regulares A = ?M;udpﬂlmddpoﬁm
regular v a es la apotema Ademis, considere las Sigusentes aproximaciones.

Vi=141;Vi=173; ,’uﬁs 1,84 ; ,’2-&-0.16; V6 =244
) !,Qudnmmhﬂuududdiadehumnfcudulmnlmlqhu

inscritos”
b) (Qué concluye usted respecto el area de los poligonos regulares inscritos y la de la
vircunferencia”

V) As- a3 (30)°

34 £ Byl crweacs
AG Y0 e 08-0RL -2,1065 ;
— $ U0 NN T VR de \os Cireales 2on
EARVATRNC Y | : » 2 5,\*-2,‘%8-\’ 2ono\ed, & Camiiu
PR TS ‘?ME '&\o
A5 <61 - 90 V10,5 %.61% ¢ A &
DA, 6: 3¢ 6 - T W) e A Qolioenos NOvia
1 2 A-CIB 081 <5,69% enkee 20 iame
1
Abe - 2,549

1
2 \M-5605612,54%1
s\ -2 545 Db 314 5,685612, 54 %]
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Obscrve la sigwicnie sucesaon que parte desde @, = 1,4, =§.c.-:1.~d-h.~
pnlu-:{-: Realicen las siguicntes actividades v exphquen sus respucstas

al Encucntren bos témminos de la sucesion para n = 2;n = 5;n = 100;n = 1000 ;Que
pucden concluir al analizar la distancia cntre los distntos iérminos de la sucesion v o

mimero 07 {Y para los numeros 3 y 5
b) Ahora grafiquen la sucesion

-3 : 0O | » 5
IN-D .%.2-3.3.| "
n-\ L ) 9 N
222 - 1.08 . 905 29 w5
sty A
H00-3 -39 .0,024% Q) 6pay | 2103 4,103
oo*-\ 499
?). 100-3 - 1(1((\- —.O'O‘)lk\ d) D'm J.Q l,q(“l\ \.\‘QQ'{\
00*-\ .99
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#) Encucniron Jos téeminos de la sucesidn para n = 2,0 = 50 = 100;n = 1000 (Oué
pueden conclusr al analizar la distancia entre los distingos valores de la sucesion y ¢l

nimero 07 1Y para los némeros 3 y 57
b) Abora grafiquen la sucesion
2 In* 0
n+Y 0) \,6666
-3 = -0, 16666
i 6 ) B0

d- 5'51_ - '_"‘9_: '8,\\\‘

Beu & @ PEATEVEY

2-3+100%. 29.999 - 288, 442%

3
4,666

WA

)
6,6666

L

HHY (2954423

100+Y d) meBoneey 2 My 205,040
2 -3-1000%_ 5
—_— ‘..\%,M s 1(‘8%;’:)'-#')?
OO0 Y 0oy )
( \ .'0.5) uu e putde conclotr enla ')uf,c'j(
en \Q Q\J( e ‘\‘\A‘\C,(—l (<)) (\ 91(\(“- w
(l' -\'6) ¢ Que endve mas valovesn en
(3,-3,%) X en y Vou valores de \a distanc
d( \o4 DLMEYDS l\Cgoﬁ'\’vO‘J 4erq
(L‘l ")I ":)) “‘0“) ho‘so "
(“) '-8‘ I )
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PARTE 2: Establecer hipdtesis sobre limites de sucesiones

1) Dada la siguieate sucesidn 6,7, 5. . donde su termino general es =5 y su grifico
€5 de la forma

a) Wiumupﬁh&.l&itgﬁuﬂmﬁmﬂeomhm
observando o comportamiento en ¢l grifico

\{-: L el QTdCTLO \a 4uceston quc cmwcrg( e~ el
\O) 40 Que es W \'Opc.

b) Dado sus analisis en la pregunta a)  Por que concluyeron que ese es 0 no es o limite
de la sucesion y no otro numero” Justifiquen

L;:/‘\.'J ‘\'\ numero 3\‘ Qo< l\(~)k)(‘t\\) O\ Zwmeyg \O

13" 'J\\\,Jk; \)gA'l‘t"s\k) \I\'\ QocCc €5 W0 \‘\.l\\\’\( 3
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R -nied

2) Mhdﬂmw&i;.;muknhmm“—h—,-ymm
es de la forma

-} °

#) Proponga, si es que es posible, hacia qué mimero tiende 0 converge, Ia sucesion
observando o comportamiento en ¢ grifico.

0*IEl COMDOT‘QM?U\‘O 57 el Ccnq(rscn\t 40 Gue
Reoe Yope, Ken un Tmite.

b) Dado su andlisis en la prewunta 2)  Por qué concluyo que ese s o no e el limite de
la sucesian y no otro nimero? Justifiquen

Wy Ov Fenile de mocesion ests eobve e\ -3 y €l
-\,
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3) Dada la sigeente sucesion Lg‘_",_.m-uummu%“yu"ﬁ“’

nthlntzc'-.
-
g -
2 -
A 3
s »
o -
1 -
3 -
-
)m-nwﬂmmu vende o we, 18 sucesin
g yorvasdo d comportameento en of grafico
i Vo €5 Qe g Wooun Gus 3¢ UG Gl ‘L.-"S)A\\

lope y de\ D,

by M-“‘!ﬂhm.)"«' ...-mhyoqwmnonndlnuuk
Ia sucesion y 1o ofro numern” Jastifiquen

{ | 4 A ALY
v.'l Mo \‘.'_n( wy Wi e N, DGV = Mo € 0idg
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4) Dada la siguiente sucesion 3,3,3 ..., 3, .. donde su representacion granica es

a) Proponga, si es que es posible, hacia qué numero tiende o converge, la sucesion
observando ¢ comportamiento en el grafico

o conv(xgcn\( Q Que 20 \u\‘)\ 0 \.’m;‘l(

en e\ 3 Y audQUe pORMGen s VGloTEes 4c monRene (G

b) Dado su analisis en la pregunta a) ,Por qué concluyo que ese s 0 no es el limite de
la sucesion y no otro numero? Justifiquen

(_\ 5 CH N \:\"\.\\( \-)Q (\\)( \L\“_. ‘\\\l\\()‘. ’ Dalaniv i g
gn el ‘ope.

S) Dado al estudiar los problemas anteriores, podrian identificar algunas condiciones
que debe tener la sucesion para que converja Justifiquen

6) Dada la siguiente sucesion l.i.i....donde su lermino general es% Respecto a su
analisis en la pregunta 5) (Existe el limite de esta sucesion” Justifiquen

7) Dada Ia siguiente sucesion a,a,a ..., a ... donde le termino general de | sucesion es
b, = a,con acR ;Existe el limite para esta sucesion? Justifiquen
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Parte 3: Calculando limites de sucesiones

1) Sabemos que la sucesion cuyo érmino general es “'T" tiene limite, y lo que nos
interesa ahora es calcularlo Para esto, observen la siguiente manipulacion

dlgebraica de la expresion
6n+2 6n 2 2
n n n n
a) (Como podrian usar esta equivalencia algebraica para calcular ef limite?
Escriban sus ideas
I Una compaiiera realizo lo siguiente
Mm6"+z= Ilm6+£- llm6+ lim-z--o

ne= n n-ew newn

2 Otra compaiera hizo algo diferente. Mvemosloqum!ub

w8l um6+-2-- lim 6+ ltmz =6
new n
b) (Qué opinan? ;Quién tendra razon? Expliquen y justifiquen sus
respuestas.
2) Se desea calcular el limite de la siguiente sucesion cuyo término general es :','_:
donde sabemos que tiene limite. Para esto, observa lo siguiente manipulacion
algebraica de la expresion.

3n-3  3n-1) 3
n=1 (n+1)n=-1) (n+1)
a) (Como podrias usar esta equivalencia nlgcbninmulqﬂuellimm"

Escriban sus ideas
| Un compadiero realizo lo siguiente;
in-3 3
T oy G T % Rl
n

e
2 Owro compaiero hizo algo diferente. Observemos 1o que realizé:

=y =
s mi—1 avm(n+l)

b) (Qué opinas? ;Quien tendra razon? Justifiquen
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N
CUESTIONARIO POSTERIOR
L+ Explique con sus palabras que s para ti el concepto limite de sucesién.

Q)m mi d sk de guc.cbfo?‘\ 200 Certos dalos dado poTa LN
ng.Q.Co (a} Q\ CUO\, Q& \03 Aabb Q C_A':AO. que VA ovoncen
de,\)e w §T<\~}éokma's Pequeda \a & mc\-\i’o,en e\ Cual hay
vl e
2.- Calcule:

m 2E2 - 300 -
nemBln? - | 3\(.“_\)

3.- Observe la siguiente sucesion 2.%, ? ?-;-;---dﬂﬂcw&minogmﬂ “:-:;n

Debido a lo anterior ;A cuil de estos nimeros (2,3 0 4) converge la sucesion sefialada?

A% coaverge 4o Qe va cada vz Qumeata

mda 3‘;‘\9 A?ﬁbﬂaa AC Zace aun mas 9ro<\dc

g en sotgdneral el deaominador es a? g e\ .
es 3t en el coo\ Y05 dos tvan comentando de \a

MISMG m Gaet G

4 - Dada el siguiente comportamiento grafico, justifique a que nimero converge o no la
nmén.wyommogmuﬂes'—;—'

\No Conuerge 4o que Se va o.\eyméo cado uet Mma’
dd\ O y vo oumentondo A0 distancia,y oo Rene vn
12 le
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s.-mm.umonammhm:—::.wyw.

€ esle corn €l numera dor crecera muho MG Que
e\ Au\om?oo.éov en e\ cool no extalv a Cetle 40 que
Ao Asexo menoy \a distoaciq 4700 qUE Mayer Yo Que porQu
d ounerader ¢s Yoo gvan&o. se ya cleyando de O povr o que

0o hoy L Fathe oicakkas (ue @ denomincde a la yer bombien
avd

6 Dada la siguiente sucesién —1, .1, . justfique i tiene limite o no.
D1 conuerge, Rea
un itk perque

4

4 ponge unG \ine -> ¥m( \"m:\‘
naginaxto Yodos
Gun G457 A mao\tencr\

en e\ ) aun sendo negaliug,  Preguntas abiertas

Segin lo que haz aprendido ¢Qué fue lo que mejor entendiste?

o MeYoT Qo enkends Quea (ommfgeﬂ‘*, N Guo mMom ente
ere onvergeale ea cdal nc,edenlipear €n el gragfco S0

\(m‘fl& o tope.

Segun lo que haz aprendido ¢Qué fue lo mas te complicé entender?

Lo Que ™ds e sk poc e\ el de orea perimetvo

idenkptar ¢\ vadio como evan los ladd de las

plgeran ; cade medida 3y e\ celeslar ona suceston

Segun lo que haz aprendido ¢Qué concepto es relevante? ¢Por qué?

Lo QUE VIV Gue es velevanle es “ohre CQAQ ggovo. e
seber Yodas oo cnedtdos, €5 fonpov Yook el aclier como “alaox
medidas, sobre Yode 51 Lac quiere eshudiar agenteria log
me dedas estun en o do.

mbwh:mmeﬂﬂmuhebnmeuhu?

Wagdn conceplo se me hocervelevanke yo qoe en \aks
\c que ¢ posa €N nxo\cmax:ga3‘ Qo \mc’o alaates e
tngor hanke e ledo, todo lo QoL se pasa srue pava mcs
6de\an\e o Que en lo quc abay e one enlna. dodo wpe g
Cq\ou\os, ‘ol yer uncs ™Mencs Que o\wrci

“El problema de la ensefianza y aprendizaje de los limites de sucesiones en la educacién media chilena:
Una propuesta para su ensefianza y aprendizaje”
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