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Resumen

Durante los ultimos afos, diversos programas de pregrado universitario en Chile han adoptado la for-
macion de profesionales mediante el desarollo de competencias y de habilidades. En este sentido,
atendiendo al perfil y a las competencias que debe poseer el egresado de carreras relacionadas al am-
bito de pedagogia en matematica, es que este trabajo tiene como objetivo aportar material de estudio
para el futuro egresado de la carrera de Licenciatura en Educacion Matematica y Computacion de la
Universidad de Santiago de Chile.

Ademas, considerando los estandares de contenidos en los programas de formacién de profesores,
correspondientes al desarrollo de la matematica, y considerando también que el analisis matematico
resulta complejo en los primeros afios académicos, es que se construyé en particular una Unidad
Didactica en Calculo Diferencial, la cual pretende reforzar y ampliar los conocimientos matematicos
correspondientes al area del calculo, en conjunto con un desarrollo de competencias matematicas y

habilidades del pensamiento matematico.

Esta Unidad Did4ctica en Célculo Diferencial se difundi6 a estudiantes que cursaban calculo | en el
segundo semestre del afo 2017 de Licenciatura en Educacién Matematica y Computacion, para que
realizaran una evaluacion al respecto, respondiendo un cuestionario basico y manifestando su opinién
si asi lo deseaban. El objetivo, interpretar la opinién de los alumnos, sacar conclusiones y proponer

posibles mejoramientos al material.

Palabras claves: competencia matematica, habilidad de representacion, calculo diferencial.
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Abstract

During the last few years, several university undergraduate programs in Chile have adopted the for-
mation of professionals through the development of competences and mathematical thinking skills. In
this sense, taking into account the profile and competences that a graduate from careers related to the
field of pedagogy in mathematics must have, this work aims to provide study material to the future grad-
uate of bachelor’s degree in Mathematics and Computer Education of the Universidad de Santiago de
Chile. Furthermore, considering the content standards in professor formation programs corresponding
to mathematics development, and also that the mathematic analysis is complex in the first academic
years, a Differential Calculus Didactic Unit was particularly created, which aims to reinforce and expand
the mathematical knowledge corresponding to the calculus area in conjunction with the development of

mathematical competences and mathematical thinking skills.

This Differential Calculus Didactic Unit was given to students that were taking calculus I in the sec-
ond semester of Degree in Mathematics and Computer Education in 2017, so that they could evaluate
this material, answering a basic questionnaire and expressing their opinions if they wished. The objec-
tive was to interpret the opinion of the students, draw conclusions and propose possible improvements

to the material.

Key words: mathematical competence, ability to represent, differential calculus.
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Capitulo 1

Contexto, necesidad y alcance del

estudio

1.1 Antecedentes y contexto de la necesidad

La formacién de profesionales mediante el desarrollo de competencias y el desarrollo de habilidades
se ha vuelto mas frecuente en la Ultima década, postura que también se ha adoptado en algunos
programas de pregrado universitario en Chile. En este aspecto, la Educacién Matematica resulta
ser un campo fértil para el desarrollo de éstas, en parte porque en la literatura existente el material
disponible con el enfoque del desarrollo de competencias y habilidades es escaso (Corvalan and Mon-
tero, sf). Es entonces en el contexto de formar profesores competentes en el &mbito del pensamiento
matematico que surge la necesidad de desarrollar un material bibliografico que aporte en su formacién
como docente competente. En otras palabras, lo que se pretende es construir un material didactico
que contribuya en los cursos para el profesor de matematica en formacion, y que ademas aporte en
su desarrollo de competencias y habilidades matematicas. Dicho material a construir mediante el en-
foque mencionado, sera una unidad didactica que desarrolle particularmente el Calculo Diferencial,
pues si bien el calculo es uno de los ejes fundamentales en los que se sustenta la matematica, tam-
bién es conocido el hecho de la dificultad que presenta para los estudiantes universitarios el trabajo
de abstraccion que exige el calculo para ser comprendido, y la complejidad que surge de estudiar
otras representaciones que no correspondan a meros célculos algebraicos. En este sentido, Michelé
Artigue (Artigue, 1998) plantea que las investigaciones didacticas desarrolladas muestran la existen-
cia de fuertes y persistentes dificultades en el area del analisis matematico (también llamado calculo),
reconociendo que los origenes de éstas son diversos, pero que se implican y refuerzan mutuamente.
Para facilitar el reconocimiento de estas dificultades, las sintetiza en tres categorias, enfatizando que

no pueden ser consideradas como independientes; éstas son:
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e Objetos Basicos: numeros reales, funciones y sucesiones;
e Conceptualizacion de la nocion de limite y su dominio técnico;

e Ruptura con modos caracteristicos de pensamiento del funcionamiento algebraico

Por su parte, P. Salinas y J.A. Alanis a través de diversos estudios, identificaron la problematica
de la ensefianza y aprendizaje del célculo, reconociendo la dificultad que existe en lograr que los es-
tudiantes muestren una comprension satisfactoria de sus conceptos y representaciones (Salinas and

Alanis, 2009).

Los argumentos mencionados anteriormente, complementaron la iniciativa de construir una Unidad
Didactica en Calculo Diferencial como medio por el cual se pueda satisfacer las necesidades académi-
cas para los estudiantes de Licenciatura en Educacién Matematica y Computacién de la Universidad

de Santiago de Chile.

1.2 Problema y preguntas del estudio

El problema presente en la actualidad radica principalmente en la dificultad que existe a la hora de
encontrar en la literatura universitaria libros que trabajen la matematica mediante el enfoque del desar-
rollo de competencias y habilidades, y que ademas, estén orientados a las carreras de pedagogia en
matematica. En otras palabras, la necesidad que se pretende satisfacer mediante la elaboracion de
una Unidad Didactica en Célculo Diferencial, es precisamente la de desarrollar un material de apoyo
para profesores en formacién, que no solo les entregue los contenidos matematicos a abordar, y tam-
poco de la misma manera en que estan presentes en los textos que ya existen a disposicion, sino que
ademads esa difusion sea con el propdsito de aportar en su formacién y en la capacitacion de ciertas
competencias y habilidades matematicas. Con estos antecedentes y con esta propuesta de lo que po-
dria contrapesar la necesidad actual de formar profesionales competentes en el area de la educacion

matematica, es que surgen las siguientes interrogantes:
¢ Qué es Competencia Matematica y Habilidad Matematica?
¢, Cdmo se describe un profesor matematicamente competente?

¢ Cudl seria una herramienta eficiente que se podria facilitar en el transcurso de la formacién de profe-

sores con competencias y habilidades matematicas?

¢ Por qué la construccion de un documento que aborde precisamente el Calculo?



CAPITULO 1: CONTEXTO, NECESIDAD Y ALCANCE DEL ESTUDIO

Las respuestas a las dos primeras preguntas pretenden describir y a la vez sustentar la idea de la
importancia que existe en la actualidad de formar profesores con competencias y habilidades matemati-
cas desarrolladas. Con la tercera y cuarta pregunta se pretende dar una propuesta de solucién a la
necesidad que se presenta en este proyecto, en otras palabras, justificar el desarrollo de una Unidad

Didactica enfocada en el Calculo Diferencial.

1.3 Objetivos del estudio

En términos generales, el propésito de este trabajo de investigacion es desarrollar un material de
apoyo para los cursos de calculo de primer ano de la carrera de Licenciatura en Educacion Matematica
y Computacién, mediante la produccién de una unidad didactica que exponga el calculo no de una
manera convencional, sino que mediante una estrategia inductiva en la presentacién de conceptos, es
decir, una presentacion de contenidos que no siga la estructura tradicional de los libros existentes, en
los cuales se muestran los ejemplos y las aplicaciones de los conceptos como si fueran consecuencia
natural de la teoria expuesta, y no como es en la practica, donde la teoria resulta ser consecuencia de

la formalizacién de experiencias.

Sin embargo, la unidad didactica no es mas que el medio por el cual se pretenden alcanzar los
objetivos principales de este proyecto de tesis: aportar a una formacion por competencias para el pro-
fesor, para lo cual son necesarios una buena cantidad de conocimientos matematicos béasicos y de de-
strezas (Rico, 2006); asimismo, reforzar las competencias del futuro docente referidas al conocimiento
matematico especializado, es decir, aquel conocimiento necesario para desempenfar las tareas de la
ensenanza de la matematica a los estudiantes (Corvalan and Montero, sf); complementar el desarrollo
del pensamiento matematico, en particular el referente a la habilidad de representacién, la cual permite
traducir situaciones de la vida cotidiana a un lenguaje coloquial, a uno algebraico o a un lenguaje gra-
fico (Min, 2015); y por ultimo, contribuir en que el egresado de pedagogia en matematica satisfaga las
expectativas y cumpla con las condiciones basicas que se espera haya desarrollado para el final de
su formacién, entre las cuales se puede mencionar ser un referente social, interactuar con estudiantes
heterogéneos en forma individual, grupal y colectiva, autorregularse para su actualizacion y desarrollo

profesional, entre otras caracteristicas (Corvalan and Montero, sf).

1.4 Alcances del estudio

La unidad didactica esta disefada para estudiantes de la carrera Licenciatura en Educacion Matematica

y Computacién de la Universidad de Santiago de Chile que se encuentren cursando el primer afo
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académico, pues son estos los estudiantes en los cuales se desea intervenir con la difusion de la
unidad didactica, para asi contribuir en un cimiento sélido en la base de su formacién, particularmente
en el area del Calculo Diferencial, reforzando algunas competencias y habilidades mateméaticas nece-
sarias y que, ademas, les permita satisfacer determinadas condiciones con las que se espera egresen,
dentro de las cuales se ambiciona satisfacer que: Fundamente la existencia de multiples aplicaciones
de la matematica en otras ciencias y en situaciones reales con contextos personales, sociales, cultur-
ales y tecnolégicos; Comunique mensajes matematicos a diferentes audiencias usando una variedad
de mensajes, mediante diversas formas de representaciéon del conocimiento matematico; y Analice
desde la perspectiva epistemolégica e historica objetos y relaciones matematicas (Corvalan and Mon-

tero, sf).

De manera general se puede mencionar que, dentro de las posibles contribuciones que podria tener
la elaboracion de la unidad didactica, se espera que mediante el desarrollo del Calculo Diferencial, el
egresado de la carrera de pedagogia en matematica demuestre experticia en los contenidos aborda-
dos en dicho material: funciones (concepto, propiedades y representaciones), funciones polinémicas
y racionales, diferenciabilidad de dichas funciones, funcién exponencial, logaritmica y funciones po-
tencias en general, entre otros conceptos. Ademas, se espera que el futuro egresado sea capaz de
dominar y utilizar el lenguaje matematico en su variedad de representaciones simbdlicas, transitando
desde el lenguaje analitico al lenguaje simbdlico y viceversa, pues en el proceso de construccién del
conocimiento matematico, desempenan un papel importante los significados asociados a las diferentes
representaciones (Sanchez-Matamoros et al., 2008).

Como efecto secundario, se espera que concluido y difundido este material de estudio, genere la ini-
ciativa personal de cualquier persona que, con conocimientos basicos en matematica, desee aprender

en forma autéonoma el calculo diferencial.

De manera mas concreta y especifica, segln el doctor y director de CEDETEC (Centro de Desarrollo,
Experimentacién y Transferencia de Tecnologia Educativa) de la Universidad de Santiago, el profesor
Patricio Montero, es posible distinguir cuatro niveles del Desarrollo del Pensamiento que podrian darse

en alguna situacion de desempefio, siendo en orden creciente las siguientes:
e Capacidades Basicas o Sustentadoras de Pensamiento
e Estrategias Heuristicas y Algoritmicas de Pensamiento
e Estrategias de Pensamiento de Orden Superior
e Pensamiento Critico o Creativo

Las Capacidades Basicas o Sustentadoras de Pensamiento corresponden simplemente a observar,

relacionar, comparar, clasificar, interpretar, conceptualizar, orientacién espacial, silogismos, analizar y
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sintetizar. Por su parte, una Estrategia de Pensamiento se considera como una guia de las acciones
a seguir en forma consciente e intencional, la cual es anterior a cualquier otro procedimiento a seguir.
En otras palabras, las estrategias son procesos ejecutivos mediante los cuales se eligen, coordinan
y aplican habilidades, de ellas se distinguen las Estrategias Heuristicas y Algoritmicas y las Estrate-
gias de Orden Superior. Finalmente, un Pensamiento Critico o Creativo se caracteriza por un arreglo
de habilidades intelectuales para identificar, analizar y evaluar (Montero, sf). Por consiguiente, dentro
de los alcances que tendré este proyecto de tesis, con la unidad didactica se pretende garantizar un
nivel del Desarrollo del Pensamiento que logre Estrategias de Pensamiento Heuristicas y Algoritmi-
cas, e incluso, alcanzar Estrategias de Pensamiento de Orden Superior. Es decir, mediante el estudio
en conjunto con la unidad didactica, se ambiciona que los estudiantes de pedagogia en matematica
adquieran técnicas basicas en la indagacion y/o el descubrimiento, manejen la heuristica matematica
y que incluso se les proporcionen condiciones para idear demostraciones, modelar matematicamente

situaciones a partir del mundo real y resolver problemas de busqueda abierta (Montero, sf).

En definitiva, seran los futuros egresados de Licenciatura en Educacion Matematica y Computacion
quienes se beneficien de manera directa con la elaboracién de la unidad didactica, pues ésta contribuira
en su formacién como profesores de matematica, desarrollando algunas competencias y habilidades
matematicas necesarias, y les permitira satisfacer algunas de las condiciones con las que se espera

egresen.



Capitulo 2

Antecedentes teoricos

2.1 Antecedentes del Problema

Cada vez con mas frecuencia, los programas de pregrado universitario han trabajado un enfoque para
la formacién de profesionales basado en el desarrollo de competencias (Corvalan et al., 2013). En
Chile, la aplicacion de este enfoque se ha difundido de manera mas frecuente en programas de pre-
grado para ciencias de la salud y ciencias de la ingenieria (Corvalan and Montero, sf). En cuanto al
campo de la educacién matematica en Chile, si bien no se puede afirmar que no existe material que
desarrolle competencias matematicas, es claro que la difusién de dicho material no se ha realizado de
manera masiva, lo que conduce a la principal causa de la necesidad a satisfacer, la dificultad de en-
contrar material bibliografico que contribuya a una formacién basada en competencias para profesores

de matematica.

No obstante, cuando se habla de “formacién de profesores mediante el desarrollo de competen-
cias”, se debe explicitar qué es lo que se entiende por competencia, y de manera mas puntual, qué

significa una competencia matematica.

Para el profesor y educador matematico, Mogens Niss, competencia matematica significa la habil-
idad de entender, juzgar, hacer y usar matematicas en una variedad de contextos intra-matematicos
y extra-matematicos y situaciones en las cuales las matematicas juegan o podrian jugar un rol (Niss,
2003). Distingue ocho tipos de competencias, las que reline en dos grupos con cuatro competencias
cada uno. El primer grupo esta compuesto por las habilidades de preguntar y responder preguntas en

y con matematicas:
1. Pensando Matematicamente

2. Plantear y Resolver problemas matematicos
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3. Modelizacién matematica
4. Razonamiento matematico

El otro grupo de competencias corresponde a las habilidades de tratar y manejar el lenguaje

matematico, y las herramientas matematicas:
1. Representando las entidades matematicas (objetos y situaciones)
2. Manipulacion de simbolos y formalismos matematicos
3. Comunicar en, con y acerca de las matematicas
4. Haciendo uso de ayudas y herramientas

Por su parte, el profesor y doctor Patricio Montero describe que una competencia matematica se
demuestra cuando se es capaz de comunicar el conocimiento relevante, formular preguntas “inves-
tigables” y aplicar en su accién los procedimientos del enfoque metodolégico propio de la disciplina
en situaciones de desempefno. Ademas, considera que una persona es competente cuando para ser
exitoso en una situacion de desempefo, satisface un conjunto de condiciones de realizacion de la
tarea que permiten observar o inferir el grado de presencia de atributos personales que son determi-
nantes para tener éxito, dichos atributos personales refieren a conocimiento, habilidades, destrezas,
actitudes y disposiciones propios de cada persona (Montero, sf). Combinando ambos conceptos, es
que se puede describir y caracterizar a cabalidad un profesor matematicamente competente, mas adn,
con los antecedentes expuestos se logra identificar de manera mas precisa el enfoque que se desea
considerar para la postura actual del desarrollo de competencias para la formacién de profesionales,

en este caso, de los educadores matematicos.

Otro antecedente importante considerado para la construccién de la Unidad Didactica en Cal-
culo Diferencial, es aquel que recopila Ismenia Guzman en su investigacion sobre registros de rep-
resentacién (Guzman et al., 1998): un analisis de su estudio realizado a estudiantes de primer afno de
ingenieria respecto a funciones reales, revelé que las respuestas de los estudiantes son mayormente
en "monoregistros”, es decir, las respuestas estan dadas en un solo registro, ya sea en lenguaje natu-
ral, algebraico o grafico, siendo el registro algebraico el que posee mayor presencia en las respuestas
de los alumnos; ademas el estudio revelé deficiencias conceptuales y la dificultad que presentan los
alumnos para coordinar y transitar por los diferentes tipos de registros. Por este motivo, es que en la
unidad didactica se pretende reforzar esta habilidad del pensamiento matematico, referida a la habili-

dad de representar.

Por otro lado, la eleccién del area de la matematica que se desea abarcar y desarrollar mediante el

enfoque de competencias y habilidades matematicas, no resulta ser una eleccién azarosa. No es de
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sorprender que el Calculo resulte de dificil aprehensién para los estudiantes universitarios en el primer
afo de carreras que contengan asignaturas matematicas en sus mallas, puntualmente en el caso que
nos convoca, la carrera de pedagogia en matematica. Elevados indices de reprobacién, aprendizaje
sin comprensién y actitud negativa hacia el aprendizaje de las matematicas con respecto a los cur-
sos de Calculo en el nivel medio superior y superior de educacién, son algunos de los antecedentes
que Salinas y Alanis recaudaron en su investigacién, notando que es una tonica que se repite en var-
ios paises de Latinoamérica (Salinas and Alanis, 2009). Es por esta razén que la unidad didactica
se enfoca en el Calculo Diferencial, con el propésito de significar un aporte para los estudiantes de

pedagogia en matematica en los cursos de calculo de primer afio.

2.2 Alternativas de satisfaccion de la necesidad

La necesidad de formar profesionales en el campo de la educacién mediante un desarrollo de com-
petencias y habilidades matematicas se ha hecho evidente, mas ain no se ha producido una difusién
masiva y concreta de material de estudio que complemente a la formacién de estudiantes de pregrado
de la carrera de Licenciatura en Educacién Matematica y Computacién mediante el trabajo de com-
petencias y habilidades matematicas. Es por esta razén que la propuesta de este proyecto es la de
construir un documento bibliografico, puntualmente una unidad didactica, la cual desarrolle el calculo
diferencial de tal manera que signifique un aporte para el estudiante en su primer afo académico,
fortaleciendo sus conocimientos basicos del calculo y ademas forjando cimientos sélidos del calculo

mediante el desarrollo de competencias y mediante la habilidad de representacion.

En otras palabras, al proporcionar la Unidad Didactica en Calculo Diferencial a los estudiantes de
primer afo de la carrera de pedagogia en matematica, ésta les permitira desarrollar competencias
y habilidades matematicas, las cuales haran del futuro egresado de pedagogia en matematica un

profesor competente matematicamente.

2.3 Fundamentos de la hipotesis

El interés actual de formar profesores a través del enfoque de desarrollo de competencias y habili-
dades matematicas viene a responder en parte a la necesidad de formar profesionales en el campo
de la educacién con la calidad de expertos en el area, en este caso, de la matematica. Pero entonces
se hace ineludible dar una definicion del concepto experto. Segun Lajoie, los expertos parecieran
compartir ciertas caracteristicas principales: una memoria superior para la informacién de su dominio,
mejor conciencia de lo que saben y de lo que no saben, mayor reconocimiento de patrones, solu-

ciones mas rapidas y precisas (aunque tienden ocupar mayor tiempo inicialmente para analizar los
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problemas antes de resolverlos), y un conocimiento mas profundo y altamente estructurado (Lajoie,
2003). Caracteristicas que comparten los autores Bransford, Brown y Cocking para describir a las
personas expertas y asi diferenciarlos de los novatos: Los expertos notan caracteristicas y patrones
significativos de informacién que no son notados por los novatos; Los expertos han adquirido un gran
contenido de conocimiento que es organizado de manera que refleje el profundo conocimiento de su
tema; El conocimiento de los expertos no puede reducirse a conjuntos de hechos o proposiciones ais-
ladas, sino que refleja contextos de aplicacion; Los expertos son capaces de recuperar con flexibilidad
aspectos importantes de sus conocimientos con poco esfuerzo cognitivo; Los expertos tienen difer-
entes niveles de flexibilidad de su enfoque para nuevas situaciones (Bransford et al., 1999).

De acuerdo a lo anterior, si bien es necesario que el egresado de Licenciatura en Educacion Matematica
y Computacion califique dentro de la categoria de experto en el campo de la matematica, esto no es su-
ficiente para asegurar docentes de alto nivel, y asi mismo lo advierten los autores antes mencionados,
pues aunque los expertos conocen sus disciplinas a fondo, esto no garantiza que sean capaces de en-
sefnar a otros (Bransford et al., 1999). Es entonces donde el desarrollo de competencias y habilidades
matematicas para el estudiante de pedagogia en matematica se hace sustancial, pues es la amalgama
entre experto, competencia y habilidades matematicas la que forma profesores de matematica que
cuenten con un alto nivel de experticia matematica, dominio de contenidos, habilidad para manejar el
lenguaje matematico en sus diferentes formas (algebraico, grafico y lenguaje natural), iniciativa para
autorregularse para su actualizacién y desarrollo profesional, y que también posea estrategias de pen-
samiento de alto nivel, pues ya quedé atras la idea simplista de creer que con el conocimiento de la
matematica y ciertas habilidades pedagdgicas bastaban para ejercer la practica docente (Salinas and

Alanis, 2009).
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Analisis a priori de la solucidn

3.1 Descripcion de la solucion

Focalizada la necesidad existente de formar profesores de matematica expertos, competentes y con
habilidades matematicas desarrolladas, se hace inexcusable colaborar con lo que podria ser un aporte
a la retribucién de la necesidad: construir material de estudio basado en el enfoque de desarrollo de
competencias y habilidades de representacion destinado a los futuros profesores de matematica, abor-

dando el célculo diferencial desde esta perspectiva.

De manera mas precisa, el propdsito de este proyecto consiste en generar un medio por el cual se
logre aportar a la satisfaccion de la necesidad expuesta con aterioridad. Dicho medio se materializara
en una Unidad Didactica en Calculo Diferencial, la cual tendrd un disefo general de tres partes: a
modo introductorio, en la primera parte se estudiaran las funciones en su forma bésica, con sus carac-
teristicas, propiedades y graficas; en la segunda parte, se trabaja por completo el calculo diferencial,
con la definicion de derivada, sus propiedades y aplicaciones; y en la tercera parte, se generaliza lo
estudiado hasta ese punto, considerando el estudio de las funciones potencia con exponente real. La
estructura basica que tendra la unidad didactica se constituira de ejemplos, definiciones, teoremas,
propiedades y aplicaciones. En el apartado de ejemplos, se exhibiran modelos tomados de experi-
encias en diferentes areas pero que esconden la matematica que compete a cada seccién, mediante
graficos, dibujos, o formulas segun sea el caso, ademas, el criterio que determine la presentacion de
conceptos sera basado en un razonamiento inductivo, metodologia propuesta por Francis Bacon que
consiste en que al observar y analizar los ejemplos particulares, se logre generalizar y asi llegar a
una conclusion (Newman, 2006), que en este caso sera el concepto matematico en cuestién segun la

seccién en que se encuentre.
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Por afadidura, y como describe claramente Luis Rico en "Organizadores del Curriculo de Matemati-
cas”, no resulta dificil asumir que hay una multiplicidad de significados para un mismo concepto
matematico, ya que hay diversos sistemas de signos para su representacion e, igualmente, hay diver-
sos objetos (fendmenos) que refieren y dan distintos sentidos a un mismo concepto; luego determinar
los significados mas relevantes de cada concepto es uno de los retos de la ensefanza/aprendizaje de
las matematicas, tarea que han de llevar los profesores para transmitir a los estudiantes los significa-
dos cultural y cientificamente prioritarios: pues entender diferentes significados de un mismo concepto
proporciona su comprension (Rico, 1997). Es por esta razén que en la unidad didactica se transita
por las diferentes representaciones simbdlicas y registros de los conceptos matematicos en cuestién,
con el propésito que la aprehension de éstos sea completa y acabada, dado que conocer un contenido
se sustenta en el dominio de sus sistemas de representacion y de los modos de expresar una misma
propiedad mediante diversos sistemas, pues el estudio de los sistemas de representacion de un tema
matematico tiene como objeto que los profesores en formacion desarrollen su capacidad para analizar

diferentes formas de representacion de los conceptos matematicos involucrados en ese tema y mostrar

sus diferentes conexiones (Rico et al., 2007).

3.2 Resultados esperados

Queda esclarecido que el propdsito de la educacién matematica no puede ser planteado prominen-
temente como la memorizacion de hechos y el desarrollo de calculos y sus destrezas asociadas. Es
decir, una formacién basada en los aspectos de procedimiento, que incluyen la repeticion y memo-
rizacién de éstos, debilita las posibilidades para crear habilidades en el razonamiento matematico y
corresponder apropiadamente con la naturaleza de ésta como disciplina cognoscitiva. En este sen-
tido es que desde hace ya algunas décadas, una estrategia basada en la resolucién de problemas
se ha convertido en una importante contribucién a la educaciéon matematica en el mundo (Ruiz et al.,
2006). Por esta razén, en la labor de formar docentes con competencias y habilidades matematicas
reforzadas, es imposible dejar de lado el espiritu de esta nueva corriente, de esta forma, el trabajo en
conjunto con la unidad didactica dejara preparado al estudiante de pedagogia en matematica que se
encuentre cursando la asignatura de calculo |, para enfrentarse a problemas de calculo diferencial y
resolverlos con éxito. Asimismo, sera capaz de superar las dificultades encontradas por los principi-
antes en el calculo, cuando tienen que considerar como iguales conceptos matematicos definidos por
procesos equivalentes pero diferentes, o cuando tienen que trabajar, por ejemplo, no con funciones
particulares sino con funciones definidas por una propiedad general cualquiera; y también, quedara en
condiciones de salvar las dificultades para relacionar los diferentes registros semiéticos que permiten

representar y trabajar con diversos conceptos matematicos (Artigue, 1998).
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3.3 Fortalezas y debilidades de la solucion

La principal fortaleza que caracterizara a la unidad didactica, sera el criterio con el cual seran dis-
puestos los contenidos matematicos dentro de la misma. Si bien, tendra la estructura basica de
ejemplos-definiciones-propiedades, estaran organizados de tal manera que los ejemplos precederan
a cada concepto matematico en cuestion, con el fin de mostrar los casos particulares observados en
diferentes contextos, no solo restringidos al &mbito de la matematica, para luego presentar la definicion
formal del concepto, exhibir sus propiedades y transitar por los diferentes tipos de representacién que
poseen. Esta postura se desea tomar para contrarrestar con lo que se ha estado haciendo durante
afos con el trabajo matematico, el cual se invierte, poniéndose en primer lugar el contenido sin que se
advierta la raz6n de estudiarlo, los problemas que resuelve o que le dan origen (Rodriguez et al., 2011).
No suficiente con el trabajo que se hace en clase, que también rige con esta forma de ensefianza, en
la literatura disponible el indice de textos tradicionales muestra un tipo de estructura clasico en el con-
tenido: comienza con una presentacion formal y rigurosa de los conceptos matematicos, que no es
otra cosa que una secuencia de definiciones, teoremas y procedimientos que solo validan a los sub-
secuentes, para luego culminar con aplicaciones del contenido matematico, que dejan la impresion
de que son consecuencia natural del dominio de la teoria (Salinas and Alanis, 2009), y de este tipo
de literatura no esta exenta, por cierto, la carrera de pedagogia en matematica. Por consiguiente, la
unidad didactica a desarrollar pretende romper con el esquema clasico de ensefianza del calculo para
estudiantes de pedagogia en matematica, siendo este, su mayor fuerte en comparacion a la bibliografia

ya existente.

Por su parte, los autores Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares remarcan la necesidad de co-
ordinar los distintos tipos de representacion, estableciendo conexiones entre lo grafico, lo analitico
y lo algebraico, como una manera de construir imagenes mentales adecuadas en los estudiantes,
para ayudarlos a comprender los conceptos en estudio (Sanchez-Matamoros et al., 2008), necesidad
que la Unidad Didactica en Calculo Diferencial pretende satisfacer exhibiendo diferentes tipos de rep-
resentacién y estableciendo no solo relaciones entre ellos, sino ademés desarrollando métodos de

transicion de un modelo de representacion a otro, ganando asi, otra valiosa fortaleza.

La debilidad principal que posee la solucién que se propone en este proyecto, es que no es posible
precisar con exactitud qué tipo de problemas en especifico (relacionados con el célculo diferencial) sera
capaz de resolver el estudiante que trabaje con la unidad didactica. Es decir, no es posible especificar
como quedara preparado el estudiante al final de cada seccion en relacién a qué tipo de problemas
se podra enfrentar con éxito. Ese es un punto por precisar, pues si bien el alumno que trabaje en
conjunto con la unidad did4ctica desarrollard y fortalecerd la habilidad de representacion y la transicién

de los diferentes tipos de registros, no se puede asegurar que ademas quede preparado para resolver
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problemas de modelacién, argumentacion y/o analisis.

Otra debilidad a mencionar, refiere a la actitud que el estudiante tenga hacia la matematica, y en
particular, hacia el area del célculo. La disposiciéon y motivacién hacia el estudio del célculo es una

dimensién que se escapa del alcance de produccion de un material bibliografico.

3.4 Recomendaciones para su puesta a prueba

Para que la utilizacién de la unidad didactica logre los resultados esperados de manera eficiente, es re-
comendable que trabajen con ella alumnos con ciertos conocimientos matematicos previos, los cuales
corresponderan a los contenidos matematicos de una educacién secundaria completa. Por consigu-
iente, la unidad didactica esta disefiada para llevarse a cabo en conjunto con un curso de Calculo |,
para alumnos de primer afo de la carrera de Licenciatura en Educacién Matemética y Computacién,
y también para cualquier persona con afinidad a la matematica que posea conocimientos basicos de

funciones y polinomios, desee estudiar de manera personal calculo diferencial.
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Aplicacion experimental

Para la evaluacién del presente estudio, se puso a disposicién la Unidad Didactica en Célculo Difer-
encial a alumnos que estudian Licenciatura en Educacion Matematica y Computacion, con el objetivo
de que la observaran y trabajaran con ella, para luego realizar un pequefio cuestionario con el fin de

obtener sus opiniones y apreciaciones.

La Unidad Didactica en Calculo Diferencial fue difundida de manera digital a 25 alumnos de primer
ano académico que cursaban la asignatura de célculo I, en el segundo semestre del afo 2017, de la
carrera Licenciatura en Educacién Matematica y Computacién de la Universidad de Santiago de Chile.
El curso estaba a cargo del profesor Samuel Navarro, quien fue el encargado de difundir el documento
entre sus alumnos y de guiarlos a través del texto. El trabajo de los alumnos con la unidad didactica
fue durante el horario de clases de calculo |, que constaba de dos sesiones al dia, de 45 minutos cada

una, durante un periodo de 5 clases consecutivas.

La labor de los alumnos no fue solo de observadores y fiscalizadores de la unidad didactica, sino
que ademas se les entregé de manera digital para que estudiaran y trabajaran con ella en el horario
de clases, y de forma particular si asi lo deseaban. Durante el horario de clases, el documento fue
expuesto por el profesor Samuel Navarro, quien ademas usaba la oportunidad para hacer comentarios

que complementaban el contenido presentado o lo generalizaban.

En términos especificos, los alumnos trabajaron con la seccion 7.2, correspondiente a La Derivada
de una Funcion Real, la cual abarca las propiedades de la derivada, reglas de derivacion, y aplica-
ciones para determinar maximos, minimos, puntos de inflexién, intervalos de monotonia y concavidad,
es decir, todo lo que conduce a gréfica de funciones y aplicaciones de la derivada. Ademas, esta
seccién cuenta con un item sobre el Teorema del Valor Medio, el cual también fue estudiado por los

alumnos, sin embargo, este tema fue expuesto por el profesor Samuel Navarro en gran parte a su
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criterio y forma personal.

Posterior al trabajo y estudio hecho en clases, y también de forma personal, con la unidad didactica,
se les solicit6 a los alumnos responder un breve cuestionario, con el fin de recopilar sus apreciaciones
al respecto, y realizar un analisis e interpretacion de las respuestas y comentarios por parte de los

estudiantes.

El cuestionario aplicado consté de dos partes: la primera compuesta por preguntas de aspectos
generales con respecto a la evaluacion del documento, en donde cada pregunta tenia tres indicadores
de niveles de apreciacién; y la segunda parte consistio de dos preguntas abiertas, en donde el alumno
tuvo la libertad de expresar su opinion de manera mas explicita y detallada con respecto al material (el

modelo del cuestionario se adjunta en el capitulo de Anexos).

Se optd por un cuestionario como instrumento de evaluacién, pues es una de las técnicas usadas
en las investigaciones con enfoque cualitativo, enfoque que se pretende adoptar para la validacion de
este proyecto. Se elige este tipo de enfoque, pues permite tener una vision mas clara de lo que los
sujetos puedan pensar y sentir en relacion al trabajo en observacion. Los sujetos se hacen importantes,
reconociendo sus multiples realidades y tratando de capturar sus perspectivas personales (Dominguez,

2007).
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Resultados

5.1 Descripcion de los resultados obtenidos

De los 25 alumnos que conformaban el curso de célculo | del profesor Samuel Navarro, debido a

razones de horario, solo 20 participaron en el cuestionario, cuyos resultados de las preguntas de la

primera parte se pueden resumir en la siguiente tabla de porcentajes.

el concepto en cuestién

Indicadores Indiferente | En desacuerdo | De acuerdo
Fue 1til tener el material a disposicién para trabajar 0% 0% 100%
clase a clase, en su forma fisica y/o digital

El contenido del texto se presenta de manera clara,

con un lenguaje, vocabulario y redacciéon adecuada 0% 0% 100%
al nivel del estudiante

La lectura del documento se hizo agradable, liviana 15% 0% 85%
y facil de leer

Los ejemplos presentados en el documentos fueron

explicativos y claros para la comprension del 50% 5% 45%
contenido en cuestién

Los ejemplos presentados en el texto fueron 0% 45% 55%
novedosos e innovadores

La cantidad de ejemplos presentados por seccién

es la adecuada para que el estudiante comprenda 15% 35% 50%
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De la tabla anterior, se pueden inferir algunos hechos importantes:

A todos los alumnos que participaron del cuestionario les parecié muy conveniente el poder tener
acceso al material de manera libre para poder trabajar con él, y todos apreciaron que la presentacion
del contenido fuera con un lenguaje y redaccién clara para ellos.

Con respecto a la forma de la lectura, 17 alumnos sintieron que el material no fue denso ni tedioso de
leer, sino que por el contrario les parecié agradable y de liviana lectura.

Por otra parte, en la cuarta pregunta se aprecia una tendencia diferente: la mitad de los alumnos par-
ticipantes del cuestiorio se expresaron indiferentes con respecto a lo explicativos y claros que pudieron
ser los ejemplos. Esto podria deberse a dos factores: el estudiante no miré con detencion los ejemplos
presentados, ya sea porque el concepto lo entendié sin necesidad de ver los ejemplos, o por un simple
desinterés; y el otro motivo, aunque quizas menos probable, es que el estudiante no entendié el con-
cepto ni logré concretar una idea de éste, por lo que no pudo discernir si el ejemplo fue explicativo o
no. En esta misma pregunta, 9 alumnos pensaron que los ejemplos fueron claves para comprender el
concepto correspondiente, y solo un alumno sintié que los ejemplos no le beneficiaron en la aprehen-
sion del concepto en cuestion.

En la pregunta numero 5, las opiniones estan divididas casi de forma pareja entre los dos niveles de
apreciacion opuestos: 11 alumnos creyeron que los ejemplos presentados fueron novedosos e inno-
vadores, mientras que 9 opinaron lo contrario.

Con respecto al niumero de ejemplos por seccién, 10 de los participantes del cuestionario crey6 que la
cantidad era suficiente para entender y comprender el concepto en cuestién, 7 alumnos opinaron que

faltaba tener mas ejemplos a disposicién, mientras que 3 se manifestaron indiferentes.

Con respecto a la segunda parte del cuestionario aplicado, la cual constaba de dos preguntas abier-

tas, se obtuvieron los siguientes resultados:

En la primera pregunta, se pedia al estudiante que otorgara alguna sugerencia o critica para el

mejoramiento de la unidad didactica. Con 14 respuestas y 6 abstenciones, esto fue lo que se recopil6:

Un alumno consider6 que al documento le sobraba mucho texto innecesario.
Otro alumno sintié que existia un exceso de lenguaje técnico en algunos conceptos.
En otro aspecto, uno de los estudiantes solicitd agregar mas bibliografia en espafol, y ademas consid-
er6 que la cantidad y dificultad del contenido excedia el conocimiento que él creia poseer. En contra
parte, otro de los alumnos opiné que a la unidad didactica le faltaba contenido matematico, y sugirié
prescindir de algunas demostraciones que él considero triviales.

Otros dos alumnos solicitaron colocar ejercicios propuestos, con el objetivo de poner a prueba los
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conocimientos aprendidos.
Finalmente, en su mayoria los alumnos sugirieron colocar mas ejemplos. Mas precisamente, 8 estudi-
antes plantearon la idea de aumentar la cantidad de ejemplos por seccion, en particular, para aquellos

conceptos que consideraron de mayor complejidad.

En la segunda pregunta, se pedia al estudiante realizar algin comentario u observacion, de un
tema que no se haya mencionado con anterioridad. De los 20 paricipantes, solo 2 quisieron expresar

sus opiniones, las que se presentan a continuacion:

Figura 5.1: Alumno uno

Sele.falle. mix.

Slemples v alg: ~’..«;:xg%'...@ff.j.:.:’./.'..%s.?..f::‘.’.ﬁ.. v

sesheeresssseesbi s s s s e s se can qaglnane oderasaas

€ coSto Cytevd€y

Figura 5.2: Alumno dos

5.2 Resultados por Hipétesis

En términos especificos, uno de los resultados esperados por parte de los alumnos de Licenciatura en
Educacion Matematica y Computacion, es que fueran capaces de enfrentarse a problemas de célculo
diferencial y resolverlos con éxito, sin embargo, este punto no fue viable de diagnosticar, por dos mo-
tivos principalmente: El primero radica en una de las debilidades que posee este trabajo, pues como se
menciond en capitulos anteriores, no es posible precisar qué clase de problemas de calculo diferencial
podra resolver con éxito el estudiante que trabaje en conjunto con la unidad didactica, es decir, no es
posible concretar qué nivel de aprendizaje cognoscitivo alcanza el estudiante (donde los niveles son:
conocimiento, comprensién, aplicacion, andlisis, sintesis y evaluacion).

No obstante, si hubiera sido posible establecer de manera previa el nivel de aprendizaje cognoscitivo
que el alumno lograra, habria sido necesario la realizacién de una prueba inicial, durante las primeras
semanas del curso de calculo |, y una prueba final, al cierre del curso, con el fin de realizar un estudio
comparativo de las capacidades de un estudiante inicial y final. Para la realizacion de estas pruebas,

habria sido necesario un trabajo constante y planificado con la unidad did4ctica a lo largo del segundo
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semestre 2017 cuando se impartié el curso de calculo |, ademés del consentimiento del profesor a
cargo del curso, en este caso, del profesor Samuel Navarro, para poder llevar a cabo la intervencion
durante meses. Sin embargo, el factor tiempo se transformé en un impedimento importante al momento
de considerar esta aplicacion experimental, siendo asi la segunda razén por lo que no fue viable poner

a prueba la resolucion de problemas por parte de los estudiantes.

Otro de los resultados esperados, hacia referencia a lograr que el estudiante de pedagogia en
matematica tuviera la capacidad de transitar por los distintos registros que representan conceptos
matematicos, sean estos registros el lenguaje natural, el algebraico y el grafico, asimismo coordinar
dichos registros, y ser capaz de transformar un registro en otro. En este punto, se podria decir que,
pese al reducido tiempo que tuvieron los alumnos participantes del proceso de validacion para trabajar
con la unidad didactica, ninguno de ellos expres6 en el cuestionario dificultad para relacionar los difer-
entes registros expuestos, ni tampoco realizaron comentarios que hicieran referencia a impedimentos
al momento de estudiar conceptos matematicos y trabajar con ellos en sus distintas formas.

En resumen, se puede inferir que este es un resultado esperado que si se concreto.

Para finalizar, en términos globales, el objetivo de la unidad didactica es contribuir como material
de apoyo para la formaciéon de docentes competentes, expertos y con habilidades matematicas de-
sarrolladas, sin embargo, la validacién de esta caracteristica se convierte en una actividad en exceso
complicada, ya que para ello se requiriria, principalmente, de la evaluacion de un alumno inicial, cuando
ingrese a la carrera de Licenciatura en Educacién Matematica y Computacion, y de un alumno final,
cuando egrese, lo que implicaria afos de estudio a los sujetos en cuestién (por lo menos 4 anos, que
corresponden a la duracion de la carrera). Ademas, si fuera posible realizar un estudio de 4 afos, se
adiciona otra complicacién: la capacidad para crear un instrumento de evaluacién que permita precisar
si las competencias y habilidades matematicas desarrolladas por el alumno diagnosticado se vieron
potenciadas por el uso de la Unidad Didactica en Calculo Diferencial, o si su formacion fue influenci-
ada por diversos componentes, pero en donde la unidad didactica tom6 un papel importante para el
desarrollo de competencias y habilidades del alumno ya egresado.

En otras palabras, la comprobacion de competencias y habilidades matematicas desarrolladas, y el
nivel de experticia que posea el egresado de Licenciatura en Educacién Matematica y Computacién,

no se hace factible de realizar con el tiempo con el cual se dispone.
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Conclusiones y Recomendaciones

Como consecuencia de la aplicacion experimental y del andlisis a los resultados obtenidos, es posible

concluir lo siguiente:

Pese que al término del capitulo anterior se mencioné la inviabilidad de trabajar con la unidad
didactica durante cuatro afos debido a los argumentos entregados, situacién que no hacia factible la
comprobacién de competencias y habilidades matematicas conseguidas por el alumno al término de
Su carrera universitaria, si es posible dar una solucion a este inconveniente y también sustentar la idea
de que con la unidad didactica se potencia una de las cuatro habilidades que generan el pensamiento

matematico, segun el MINEDUC.

Por un lado, no se hace necesario el tener que esperar los cuatro anos que dura la carrera de
Licenciatura en Educacion Matematica y Computacion para realizar un estudio experimental, pues al
tratarse de un material de estudio que complementa el curso de célculo |, basta con realizar un estudio
de un semestre de clases, semestre en el cual se trabaje con un curso de Calculo | desde su inicio,
difundiendo la Unidad Didactica en Calculo Diferencial entre sus alumnos, y proceder con una prueba
inicial y otra final, para realizar comparaciones de logros obtenidos, y ademas, complementar estas
pruebas con entrevistas personales a los alumnos y al profesor del curso, para recopilar impresiones,

opiniones y recomendaciones para el mejoramiento de la unidad didactica.

Por otro lado, si bien no fue posible cuantificar el progreso de los estudiantes respecto a la habili-
dad de reconocer, coordinar y transitar por los diferentes registros de representacion, el hecho de que
la Unidad Didéactica en Calculo Diferencial fuera construida bajo este paradigma, garantiza el aportar
en la formacion de profesores con una competencia matematica trascendental: la de representacion.
Para el MINEDUC, uno de los principales focos en los cuales se orienta el curriculum de matematica

es en la necesidad de que los estudiantes desarrollen el pensamiento matematico, el cual se define
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basicamente como la capacidad de reconocer las aplicaciones de la matematica en diversos ambitos,
de comprender las relaciones que se dan en el entorno, cuantificarlas, razonar sobre ellas, represen-
tarlas y comunicarlas (Min, 2015). Y precisamente, uno de los cuatro ejes principales que fomenta
el desarrollo de este pensamiento matematico, corresponde a la habilidad de representar. En cada
concepto matematico presente en la unidad didactica, se transita por su registro en lenguaje natural,
analitico/algebraico y grafico, concretando la relacion entre ellos, haciendo énfasis en la capacidad de
representar un mismo concepto de diferentes formas, y muchas veces mostrando cémo pasar de un
registro a otro. Por esta razén, se puede afirmar que el estudio del calculo diferencial en conjunto con la
unidad didactica contribuye en la formacién de profesores de matematica con la habilidad matematica

de representacién potenciada.

En un aspecto completamente diferente, es posible afirmar que los alumnos agradecieron la posi-
bilidad que tuvieron de poder contar con material de apoyo para el estudio del célculo, en particular, del
célculo diferencial. Del cuestionario, es posible concluir que el tener acceso libre a la unidad didactica,
proporcioné al estudiante la comodidad de tener un material que complementara y robusteciera sus
conocimientos matematicos, en paralelo a un curso de calculo |, permitiendo también entrenarlos para
distinguir y, a la vez, relacionar las distintas representaciones, tanto analiticas, algebraicas y graficas,
de los diversos conceptos matematicos incluidos en el texto.

En contraparte, el incoveniente radica en que estas conclusiones no es posible generalizarlas ni entre-

gar, a raiz de los resultados, datos precisamente mensurables (Dominguez, 2007).

A modo de recomendacién, se sugiere satisfacer la principal necesidad que los alumnos plantearon
en el cuestionario: colocar mas ejemplos, de diversa dificultad y de mayor variedad. Ademas, también
seria interesante agregar algunos ejercicios propuestos, para que ponga a prueba lo aprendido por el
estudiante y para que desarrolle de forma personal su aprendizaje cognoscitivo, con ayuda de algin
académico de la facultad cuando estime necesario, 0 en conjunto con compaferos, con quienes exista

una retroalimentacion de los conocimientos aprendidos.

Basado en lo mencionado previamente, es que posterior a la experiencia con los alumnos, la unidad
didactica sufrié una pequefa modificacién, pues se adicionaron ejemplos y se colocaron algunos ejer-
cicios propuestos, de los cuales, en su mayoria fueron sefialados como “desafio”, denominacion que
se di6 como motivacion para que el alumno aprenda nuevas habilidades matematicas por construccion
y andlisis propio, y desarrolle nuevas conjeturas. Lamentablemente, por razones de tiempo nueva-
mente, no fue posible continuar ampliando el repertorio de ejemplos y ejercicios, ni mucho menos se
pudo realizar una segunda evaluacion por parte del mismo universo de alumnos, para analizar com-

parativamente el mejoramiento de la unidad didactica mediante un segundo cuestionario.
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Por este motivo, si existiera la posibilidad de continuar con el mejoramiento de la unidad didactica,
se sugiere seguir aportando ejemplos y ejercicios propuestos, que enriquezcan este material de apoyo
para el estudiante de Licenciatura en Educacion Matematica y Computacion, y asi logre formar parte

de la bibliografia principal para el estudio del célculo diferencial para profesores en formacién.
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Capitulo 7

Unidad Didactica en Calculo

Diferencial

Las siguientes notas fueron construidas para tratar el calculo diferencial mediante el enfoque de desar-
rollo de habilidades y competencias matematicas, especificamente, para la potenciacion de la habilidad
matematica de representacion: conseguir que el lector identifique, coordine, relacione y transite por los
diferentes registros, correspondientes al registro algebraico/analitico, registro grafico y al lenguaje nat-

ural.

7.1 Funcion

Sin lugar a dudas, el concepto de funcion es transcendental dentro de las matematicas, siendo la
base para una amplia gama de conceptos, definiciones, propiedades y herramientas del calculo y
el andlisis matematico. Sin embargo, las funciones no son una herramienta Unica y exclusiva de la
matematica, puesto que su uso aplica a diversas areas de la ciencia, la economia y la ingenieria,
solo por nombrar algunas. El objetivo de una funciéon, en su forma mas basica, es mostrar la relacién
entre dos variables que se estén observando, analizar como afecta a una variable |a alteracién de la
otra, y posteriormente poder visualizar esta variacion en un grafico. Las funciones surgieron como
una necesidad de representar matematicamente el mundo real, como por ejemplo, el comportamiento
de la naturaleza, las tasas de cambio en la economia, el aumento o disminucion de la poblacién en
diversos casos, etc. Es por esta razén que la manera en que se introducira el importante concepto
de funcion sera mediante ejemplos, los cuales mostraran como es posible expresar matematicamente

hechos concretos del mundo real .

1. Es conocido por la cultura popular que el ritmo del canto de los grillos esta relacionado con la

temperatura del ambiente. Algunos cientificos en el siglo XIX quisieron comprobarlo, y verifi-
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caron que, efectivamente, la frecuencia del chirrido de lo grillos aumenta a mayor temperatura,
en donde uno de los estudios determind que esta correspondencia queda representada, aproxi-

madamente, por la relacion

T = 0.21N +40.4,

en donde la temperatura 7' se mide en Fahrenheit, y N representa el numero de chirridos que
produce un grillo. La relacién anterior se obtuvo mediante la observacién, el analisis y ajuste del

grafico de la figura 7.1 que representa la recoleccion de datos del experimento .

Temperatura

80

0

60 / '
5 Chimdos por minuto

75 100 123 150

Figura 7.1: Numero de chirridos por minuto y temperatura

. Siguiendo con los efectos de la temperatura, se sabe que al aplicar calor a un objeto sélido este
experimenta cambios en su tamaro, y en ocasiones en su forma. Particularmente, si se toma una
barra de metal que tiene una longitud [y a los cero grados celsius, y se calienta hasta alcanzar
una temperatura de 6 grados celsius, entonces su longitud estara dada por la relacién conocida

como la Ley General de la Dilatacion Lineal

donde 3 es una constante denominada como coeficiente de expansion. En este caso se dice

que [ es una funcion de 6.

Figura 7.2: Dilatacion Lineal
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3. En la naturaleza es posible encontrar la materia en tres estados diferentes: sélido, liquido y
gaseoso. Ya se vio un ejemplo particular de una funcién que se aplica a la materia sélida, véase
ahora una famosa relacién sobre gases.

Si un gas ideal es comprimido en un recipiente por medio de un pistén (ver figura 7.3), man-
teniendo la temperatura constante, la presion p y el volumen v estan relacionas de la siguiente
manera

pv = C,

donde C es una constante. Esta férmula, conocida como la Ley de Boyle no establece nada sobre
las cantidades de v y p respectivamente, pero tiene el siguiente significado: si p tiene un valor
definido, arbitrariamente escogido en un cierto rango (el rango sera determinado fisicamente y

no matematicamente), entonces v puede ser determinado, e inversamente, esto es

V= —, P=

¢
p v’

Decimos entonces que v es una funcion de p, o en el caso inverso, que p es una funcion de v.

Figura 7.3: Relacion presién/volumen

4. En términos econdmicos, al momento de ahorrar en una cuenta bancaria, por ejemplo, es im-
portante que la persona sepa de qué manera y cuénto subira su capital inicial en cierto periodo
de tiempo, pues el mayor beneficio se obtiene al reinvertir los intereses generados al final de
cada periodo de inversion. De esta manera, la férmula que permite saber ciertamente en dinero
cuanto sera el capital final es

Cf =C; (1+7“)n,

conocida como Interés Compuesto, donde C; es el capital inicial (el cual es un monto fijo), r es la
tasa de interés y n es el nimero de periodos (que podrian ser considerados en semanas, meses,

afios, etc.). En este caso, el capital final C'y esta en funcién de la tasa de interés usada r .

5. Y por dltimo, dentro de la misma matematica pero lejos del célculo, las funciones también

cumplen un rol importante, como por ejemplo en la trigonometria.
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En un triangulo dos de sus lados, denotados por a y b, estan dados. Si para el angulo v entre
estos dos lados se escoge un valor arbitrario menor a 180° el triangulo esta completamente de-
terminado, en particular, el tercer lado ¢ esta determinado (ver Figura 7.4). En este caso, se dice
que si a y b estan dados, ¢ es una funcién del angulo . Como se sabe de la trigonometria, esta

funcién es representada por la férmula conocida como el Teorema del Coseno.

¢ =+/a? + b2 — 2abcosn.

Figura 7.4: Teorema del Coseno

En todos los casos presentados, se observa la existencia de una variable que depende exclusiva-
mente de otra variable (no de las constantes, puesto que estas no varian), por esta razén es que se
escribié “es una funcién de” o “esta en funcion de”, para enfatizar la estrecha relacién entre ambas vari-
ables. A continuacién, se definira formalmente el concepto de funcién, y otros conceptos importantes

que surgen en torno a ella.

Definicion 7.1.1: Considere dos conjuntos Ay B. Sea f una regla que asigna a cada elemento x
perteneciente a A un solo elemento en B, al cual se denota por f (z) (Iéase f de z). Se dice entonces

que f es una funcion que aplica A en B, y esto queda representado mediante la notacién f : A — B.

En este documento, cuando se hable de funciones, siempre se consideraran funciones reales, esto
es, los conjuntos A y B representaran toda la recta real o bien intervalos de R (intervalos cerrados,
abiertos o semiabiertos). Mas, estos conjuntos no son elegidos al azar, sino que dependeran exclusi-

vamente del comportamiento de la funcion, por este motivo poseen una definicién y notacién particular:

Definicién 7.1.2: Considere una funcion f : A — B.

1. El conjunto A se denomina Dominio de f, se denota por Dy y corresponde al conjunto de todos

los valores que la funcién puede aplicarse.
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2. Si x es un elemento del dominio de la funcién, es decir x € Dy, entonces el elemento en B tal

que la funcién le asigna a z, a saber f (x), se denomina imagen de x bajo f.

3. Al conjunto de todos los valores que puede asignar la funcién se le denomina Recorrido de f,y

se denota por R . Esto es

Ry={f(x): x€Ds}.

También se le conoce como conjunto imagenes de f o rango de f.

Observacion 7.1.1: Es evidente que el recorrido de f resulta ser, en cualquier caso, un subcon-
junto del conjunto B, o sea Ry C B. Pero también puede darse el caso en que Ry = B, hecho que

mas adelante determinara una importante caracteristica de algunas funciones.

Pese a que ya se cuenta con todos los conceptos necesarios para describir formalmente una fun-
cion y a los conjuntos sobre los cuales aplica, es probable que aun no se haya comprendido como
opera una funcién ni la importancia del dominio y recorrido de la misma. Por esta razén, podria ser
util imaginarse a una funcién como una pequefa maquina, la cual posee solo dos accesos: uno por
la parte de arriba, por donde ingresan los objetos, y otro por la parte de abajo, por donde salen los

objetos ya “procesados” (ver figura 7.5).
X

(x)

Figura 7.5: Funcion como maquina

Si f es tal funcién-méaquina, el dominio de la funcién, D¢, representa el conjunto de todos los obje-
tos que se pueden introducir en la maquina, de esta forma, si x pertenece al dominio de f, entonces
x es introducible en esta maquina y f (z) es lo que sale como consecuencia del ingreso de x. Ahora
bien, esta maquina opera de una manera muy peculiar: la introduccién de un mismo objeto en dos
ocasiones distintas, debe arrojar exactamente el mismo producto en ambos casos. La totalidad de

productos finales que salen de la maquina corresponden al recorrido de f.
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Observacion 7.1.2: Usando los términos formales, al hablar de funciones se referira a funciones
cuyo dominio y recorrido sean intervalos de los reales. Ademas, si el dominio no se restringe explici-
tamente, se sobreentendera que consta de todos aquellos niumeros reales para los cuales la férmula

que describe la funcién tenga sentido.

Como al inicio del capitulo se mostraron aplicaciones de las funciones en contextos no matemati-

cos, a continuacién véase los siguientes ejemplos abstractos:

1. Considere a f como la regla que asigna a cada nimero = su tercera potencia, esto se escribe

como

[ (x) =23

En este caso como no existe inconveniente alguno en que = tome cualquier valor real, se deduce
entonces que el dominio de f es toda la recta real, asi como también su recorrido, es decir
Dy =Ry=R.

2. Sea f la funcién que a cada x le asigna su inverso multiplicativo, es decir
1
Xr) = —.
fl@) ==
Aunque no se diga nada del dominio, es claro que f tiene sentido para cualquier real distinto de

cero, ya que no existe el inverso multiplicativo del cero ni se puede dividir por cero, y ademas se

observa que la funcién jamés puede ser cero, de esta forma Dy = Ry = R ~ {0}.

3. Sea f una funcién definida por f : [0,00) — [0, c0) tal que
f (@) = Va.

En este caso, se explicitd el dominio y el recorrido de f, aunque de no haber sido asi, era claro

que z no podia tomar valores negativos si se estan considerando solo funciones reales.

4. También es posible encontrar funciones definidas sobre una coleccion de numeros finitos o nu-
merables (en biyeccidn con los naturales). Un ejemplo simple de esto, seria considerar el dominio
de una funcién f como el conjunto Dy = {—2,—-1,0,1,2} y f tal que a cada valor le asigna su
doble mas uno, esto es

flx)=2zx+1

De esta manera, es posible determinar también su recorrido con facilidad, resultando Ry =
{-3,-1,1,3,5}. Este tipo de funciones, con dominio finito 0 numerable, son conocidas como

funciones discretas.
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7.1.1 Propiedades de las Funciones

Estudiados los conceptos basicos para saber en qué consiste una funcién, a continuacién se presentan

propiedades correspondientes a las operaciones que es posible hacer entre ellas:

Definicion 7.1.1.1: Dos funciones f y g son iguales si y sélo si sus dominios son iguales, es decir

siDy =D,, y ademas si f(z) = g(x) para todo z perteneciente a Dy = D,.

Por ejemplo, si f y g se definen mediante las formulas

f(z) =x(x+2)+ cos® z +sin’ z,

g(@) = (z+1),

se considera a f y a g como funciones iguales, ya que Dy = R = D, y ademés

f(z) =2° + 22+ (sin’x + cos® 2)
=22 +22+1,

:(x+1)27

por lo que f(x) = g(x), para cualquier z real.

Definicion 7.1.1.2: Sean f y g dos funciones talesque f: A - Ryg: A — R. Paratodoz € A

se define la suma, diferencia y multiplicacion de funciones respectivamente como

donde f+ g, f — g, fg : A — R. En términos generales, si las funciones f y g tienen dominio Dy
y D, respectivamente, y ambas con recorrido en los reales, entonces se define la suma, diferencia y

multiplicacién de fy g como funciones que aplican Dy N D, en R.
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Por ejemplo, sean f y g definidas respectivamente como

ytalesque f: R\ {0} — R~ {0} yg: R~ {1} — R~ {0}. La suma de las funciones fy g resulta

ser
20— 1

(f+g)(x)= c@=1)

donde se tiene que la interseccion de sus dominios es R . {0, 1}. Y el producto entre fy g es

1

(fg) (x) = m»

asf fg: R~ {0,1} — R~ {0}.

Observacion 7.1.1.1: Para la multiplicaciéon de funciones, se tiene un caso particular cuando
f (x) = ¢, donde ¢ es un nimero real (o sea, f es una funcién constante). En este caso, se cumple

que (cg) (z) = c- g (x), paratodo x en Dy N D,.

Definicién 7.1.1.3: Sean f y g dos funciones talesque f : A -+ Ry g: A — R, y considere un

subconjunto de A al cual pertenecen los z tales que g (x) sea dintinto de cero, es decir

Ayj={zre€A: g(z) #0}.

Entonces se define la division de funciones 5 :ANA; — R como

para todo z pertenecientea AN A, = A,.

Por ejemplo, considere la funcién f : R — R definida por f (z) = 22 + 1 y otra funcién g que
también aplica R en R tal que g (x) = 22 — 1. El conjunto de valores reales para el cual la funcién g no

se anula corresponde a
Ag:{xER: x2—1750},

={zeR:z==1},
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de esta forma la divisién resulta ser

()w-54

para todo x en A, o sea, para cualquier real z distinto de 1y —1.

Observacion 7.1.1.2: Para cada una de las operaciones definidas anteriormente (suma, diferen-
cia, producto y divisién), se cumplen las propiedades de asociatividad, conmutatividad y distributividad.

Ejemplificando para la suma
(f+g9)+h=f+(g+h),

f+9=g9+ 1/
f-(g+h)=f-g+fh,

para funciones f, g y h cualesquiera. Su demostracién se deja al lector.

Definicion 7.1.1.4: Sean dos funciones fy gtalesque f : B — C'y g : A — B respectivamente.

Se define la composicién de f y g como fog: A — C tal que

(fog)(z)=f(g(x))

para todo x pertenciente a A. En términos generales, si f y g son funciones arbitrarias, entonces la

composicion f o g es la funcién cuyo dominio esta definido como
Diog={z: z€Dyyg(x) €Dy},

tal que (f o g) (z) = f (9 (z)) para todo x perteneciente a Dy, (ver Figura 7.6).

Figura 7.6: Composicion de funciones

Asi como se vio anteriormente para una funcion, la composicién de funciones también es posible

verla como una maquina, para entender mejor su comportamiento. Observe la figura 7.7, ahora se
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disponen de dos maquinas y ambas cumplen con las mismas propiedades mencionadas anteriormente,
la particularidad de esta ocasion, es que la salida inferior de la primera maquina (funcién g) esta
direccionada a la entrada de la segunda maquina (funcién f), esto quiere decir que los objetos que
salen procesados de la primera maquina ingresan a la segunda maquina para volver a ser procesados,

pero ahora de una manera diferente, o sea, se evallan en otra funcion.

Entrada x

v

Funcién £

Salida/Entradag{x)

Funcién f

N

Salida figx))

Figura 7.7: Composicion de funciones como maquina

Véase en un ejemplo: sea f () = va? — 9 definida para valores de = en (—oo, —3] U [3, ), y sea

g (z) = = — 2 definida sobre todos los reales. La composicién f o g se obtiene

flg(x) =f(z-2),

=/(z—2)" -9,
=+Vz2—4x -5,
=/(z—5)(z+1).

Observacion 7.1.1.3: La composicién de funciones es asociativa (esto es, dadas las funciones
f,gy h se satisface que f o (go h) = (f o g) h), pero no es conmutativa, es decir, f o g # g o f: sean

las funciones f(z) =1 —zy g(x) =1+ z, luego se tiene que

(feg) @) =flg@)=f0+z) =1-(1+z)=—z

(gof)(@)=g(f(@)=g(1-2z) =1+(1-z)=2—u.

Definicion 7.1.1.5: Considere dos funciones fy g. Se dice que f es una restriccion de g (0 que g
es una extension de f) siy sélo si el dominio de f esta contenido en el dominio de g, es decir Dy C D,

y ademads para cada x perteneciente a Dy se cumple que f(z) = g(z).
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Por ejemplo, considere una funcién f tal que f : R \ {1} — R definida como

x? -1
x3—1

f(x) =

f es una restriccién de una funcién g : R — R definida como

(@) z+1
)= —""—
g 2 +x+1’

pues claramente R \ {1} = Dy C D, = R, y ademas factorizando la funcién f se obtiene

(z+1)(x—1)
(x—1)(z2+z+1)
rz+1

EETES LA

fl) =

7.1.2 Grafico de Funciones

En ocasiones, no basta con conocer la representacion algebraica de una funcién para lograr entenderla
a cabalidad, o mas aln, para sacarle el mayor provecho a la informacion que de ella se pueda extraer.
Es por esta razén que conocido el conjunto dominio y recorrido, como subconjunto de los reales, una

de las mejores formas de visualizar el comportamiento de una funcién es a través de su grafico:

Definicion 7.1.2.1: Dada una funcién £, su grafico se define como el subconjunto de R?

Gy ={(x,y): x€Djey=f(x)}.

Dicho de otra forma, el gréfico de una funcion corresponde a ubicar todos los pares ordenados (z, f (x)),
con z en el dominio de f, en el plano cartesiano. Si bien esta tarea puede parecer en exceso labo-
riosa, ya que la mayoria de las funciones con las que se trabaja tiene infinitos pares ordenados, a
continuacién se veran algunos graficos de las funciones mas usadas, y ademés se mostraran algunas
técnicas bésicas para el trazado de éstos (desde la seccidn 7.2 se describen técnicas més elaboradas

para realizar graficos con un trazado mas preciso).

En primer lugar, se debe describir el plano cartesiano y la manera en que se ubican los pares orde-

nados en él. El Plano Cartesiano, o Plano simplemente como se llamara desde ahora, corresponde a
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dos rectas reales que se intersectan perpendicularmente en el cero de ambas, formando asi un origen
O que representa el punto (0,0), y formando también cuatro cuadrantes que dividen el plano, tal como

se muestra en la figura 7.8.

S
[NE .

I al v

Figura 7.8: Plano Cartesiano

Como se observa, la interseccidon de estas dos rectas reales se hace de tal forma que, para el eje
horizontal (llamado eje de las abscisas o eje x) los nimeros positivos queden a la derecha del origen,
y para el eje vertical (Ilamado eje de las ordenadas o eje y) los numeros positivos queden hacia arriba
desde el origen. De esta forma, es claro de qué manera es posible ubicar los pares ordenados en el
plano, por ejemplo, ubicando los puntos P = (a,b), @ = (—a,b), R = (—a,—b) y S = (a, —b), para

reales a y b, quedan distribuidos como muestra la figura 7.9.

Figura 7.9: Puntos en el plano

La numeracion con la cual se gradian los ejes es arbitraria, mas comunmente suelen usarse los
numeros enteros para la graduacion.
Las funciones mas sencillas de graficar son las funciones constantes, pues no resultan ser mas que

rectas horizontales paralelas al eje . Por ejemplo, si ¢ es un ndmero real, sin pérdida de generalidad
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considere ¢ positivo, para graficar f (x) = ¢ para todo z en los reales, basta con ubicar en el plano
todos los puntos de la forma (z, ¢), y esto se reduce a ubicar el real ¢ sobre el eje y y trazar alli la recta

paralela al eje x.

Figura 7.10: Funcién constante

Graficar rectas resulta ser un poco mas elaborado. Toda recta se puede escribir en su forma
reducida como la funcién f (z) = ma + n, con m y n reales. El factor n se llama coeficiente de
posicioén e indica en qué punto cortara la recta al eje y (ver figura 7.11), esto pues cuando z = 0
entonces f (0) = n, consiguiendo asi el punto P = (0, n) sobre el eje ordenado. El factor m se conoce
como pendiente e indica la inclinacion que tiene la recta con respecto al eje x. Se profundizara sobre
la pendiente en el capitulo de derivadas, por ahora, se intentara encontrar otro punto perteneciente a la
recta, igualando a cero la funcion, y asi encontrar el punto en que la recta corta al eje de las abscisas.
Si

mx +n =0,

entonces

r=—-—,
m

n

por lo que otro punto que pertenece a la recta es el punto @ = (—E, 0). Note que m no toma el valor
cero, pues si m = 0 implicaria que la recta tiene la forma f (z) = n, caso de funcién constante que
ya se vi6. De la geometria euclidiana bésica, se sabe que con dos puntos se determina una recta,
entonces uniendo P y () se obtiene, para el caso en que m > 0, la recta que se representa por su

grafico como
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n

m

Figura 7.11: Recta con pendiente positiva

y cuando m < 0 se obtiene

Figura 7.12: Recta con pendiente negativa

Por el momento, se tiene informaciéon necesaria para graficar todo tipo de rectas, y el signo de
la pendiente no deberia causar mayores problemas, como ya se dijo, cuando llegue al estudio de la

seccién 7.2 tendra una definicién mas detallada de la pendiente y el significado preciso de su signo.

Ahora bien, se podria comenzar a mostrar en detalle cémo es el grafico de funciones del tipo
az?+bx+c, ax® +bx? +cx+d, =7 0 sin (ax +b), con a, b, ¢, d nimeros reales, pero resultaria ser
un trabajo en extremo tedioso y, en consecuencia, carente de sentido, pues lo interesante es adquirir
técnicas sencillas para graficar una amplia variedad de funciones. Por esta razén, se veran a contin-
uacion ejemplos de funciones particulares, pero que a su vez poseen caracteristicas que aparecen en

muchas otras funciones, de esta forma se adqueriran métodos simples para graficarlas.

1. Considere la funcién f (z) = 22 definida sobre todos los reales. Observe que f tiene la propiedad
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que f(—z) = f(x). Las funciones con esta propiedad se denominan funciones pares, y esta
caracteristica se ve reflejada en su grafico, en el hecho de éste ser simétrico con respecto al eje
y. En otras palabras, si P = (a,b) pertenece al gréfico de f, entonces también lo hace el punto

P’ = (—a,b).

Figura 7.13: Reflexion con respecto al eje y

Por lo tanto, bastaria con dibujar los puntos del grafico de f en los cuadrantes | y 1V del plano,
es decir, solo para los valores positivos de x, pues el resto del grafico se obtiene al reflejar los

puntos mediante el eje de las ordenadas.

Volviendo entonces con f (z) = z2, note que para reales positivos x1 y x5 tales que x1 < x5
se satisface ¥? < 23, o sea f (z1) < f (z2). Entonces, se puede decir que al avanzar hacia la
derecha en el gréfico, éste va creciendo para valores de x en el intervalo [0, o), lo que se puede

esbozar facilmente, tomando algunos valores, como

Figura 7.14: f (z) = 2%, 2 > 0

El resto del grafico, o sea para valores negativos de x, se obtiene reflejando el dibujo a través

del eje y, obteniéndose asi el correspondiente G¢
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Figura 7.15: f (z) = 22

2. Siguiendo con funciones que son potencias de x, considere la funcién f (x) = 23, la cual también
esta definida para todo x real. Observe que en esta oportunidad, la funcion posee la propiedad
que f(—z) = —f (x). Las funciones con esta caracteristica se denominan funciones impares,
y se caracterizan porque sus respectivos gréaficos, son simétricos con respecto al origen. Dicho
de otra forma, si P = (a, b) pertenece al gréfico de f, entonces también lo hace el punto P’ =

(—a,—b).

¥4
b+ . P
g
s
7
#
4
s
t t >
- s
a P a X
s
e
ry
s
] b=+
P

Figura 7.16: Reflexion con respecto al origen

En consecuencia, nuevamente es suficiente con dibujar los puntos de G ¢ en los cuadrantes | y
IV del plano, es decir, considerando solo los valores positivos de x, pues el resto del grafico se
obtiene al reflejar los puntos a través del origen, o, lo que es lo mismo, al realizar dos reflexiones

sucesivas en los ejes x e y respectivamente.
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Figura 7.17: Reflexiones sucesivas

Retomando asi la funcién f (z) = 3, observe que nuevamente para dos reales positivos x;
y x> tales que 1 < m», se satisface que 25 < 23, esto es f (z1) < f (z2). Por lo tanto, se
puede afirmar que la funcién va creciendo en el intervalo [0, c0), més aun, se puede afirmar que
la funcién f (z) = x® crece mas répido que la funcién f (z) = x2, debido al elevar cada real al

cubo. Asi

Figura7.18: f (xz) = 2%, 2 > 0

Para valores negativos de = se realiza una reflexién con respecto al origen, obteniéndose asi el

grafico de x al cubo
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Figura 7.19: f (z) = 23

3. Analice ahora el comportamiento del grafico de la funcién f (z) = % cuyo dominio son todos los

reales excepto el cero. Note que

por lo que se trata de una funcién impar, luego su grafico sera simétrico con respecto al origen.
Observe que para reales positivos x1, x5 tales que =1 < z2, se cumple que ﬁ > i 0 sea
f(z1) > f(x2). Entonces se puede concluir que al avanzar hacia la derecha sobre el gréfico,
éste va decreciendo para z en el intervalo (0, c0).

Por otra parte, para valores suficientemente grandes de x, se consigue que f se aproxime cada
vez mas a cero, sin llegar a ser cero, resultando asi ser el eje = lo que se conoce como una
asintota del grafico. De manera anéaloga, si z toma valores suficientemente pequefos, entre 0
y 1, entonces f (z) resulta ser arbitrariamente grande, teniéndose asi otra asintota en el eje y.
De esta manera, es posible esbozar el grafico de f para reales positivos, como muestra la figura
7.20.
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Figura7.20: f(z) =1, 2 >0

Ahora, para valores negativos de x, el grafico se obtiene reflejando a través del origen lo con-

seguido anteriormente

Figura7.21: f (z) = £

Comentario: Si bien se mencioné que las funciones vistas son crecientes o decrecientes en cier-
tos intervalos, esta es una propiedad relevante dentro de las funciones, por lo cual se retomara 'y

profundizara en la seccién 7.2.

4. Considere otra funcién fraccionaria, esta vez f (x) = 712 la cual esté definida para todo nimero

real excepto el 0. Esta funcién satisface

por lo que se trata de una funcion par, entonces su gréfico sera simétrico con respecto al eje y.
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Observe que para reales positivos x1, o tales que x1 < xs, se satisface que ﬁ > ﬁ es
decir f (z1) > f (x2). Ademas, tal como en el ejemplo anterior, se puede concluir que al avanzar
hacia la derecha sobre el gréfico, éste va decreciendo para « en el intervalo (0, 00), y se podria
decir incluso que f (z) = -5 decrece més répido que f (z) = 1, al tener en el denominador un
cuadrado.

Al tratarse de una funcién fraccionaria y con el mismo dominio que la funcién f (z) = i se

concluye que también posee dos asintotas, representadas por ambos ejes coordenados. Asi, su

grafico para valores positivos de x queda

Figura7.22: f (z) = 25, 2 > 0

Realizando la reflexién correspondiente, se obtiene que el gréafico de f (z) = L es

x

Figura 7.23: f (z) = &

5. Otro tipo de funcién bastante comin pero muy importante, es la funcion raiz cuadrada f (z) =

\/z, asi que procedamos a realizar su gréfico.
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El dominio de la funcidn raiz cuadrada corresponde a todos los reales positivos incluido el cero.

Al querer determinar si f es un funcion par o impar, se llega a que

f(=2)=V-z,

lo cual no es posible dentro de las funciones reales, pues como se dijo previamente, x es un
valor positivo o cero. De esta forma se conoce la primera funcion real que no puede clasificarse
como par o impar.

Por otro lado, observe que para dos reales cualesquiera tales que =1 < 2, se satisface que
V1 < /T2, esto es que f (1) < f (x2), de esta forma la funcién raiz cuadrada resulta ser una
funcién creciente. Ademas, observe que para valores entre 0y 1 la funcién crece mds rapido que
para z > 1. Asi, dando a x algunos valores sencillos, se obtiene facilmente el esbozo del grafico

de f (z) = /= como muestra la figura 7.24.

v

Figura 7.24: f (z) = x

6. Considere ahora la funcién raiz cibica f (z) = ¢/z. A diferencia de la funcién raiz cuadrada,
la funcién raiz clbica si esta definida para los reales negativos, en consecuencia su dominio es

todo R. A causa de esto, al querer determinar la paridad de f se tiene

fler)= VF= e =—Ya=—f (@),

por lo que la funcién raiz cubica resulta ser impar, luego su grafico tendrd una simetria con
respecto al origen.

Por otra parte, para dos reales cualesquiera x1 y x tales que x; < x3, se satisface que ¥z <
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¥xq, esto es f(x1) < f(x2), de esta forma la funcién raiz clbica, al igual que la funcién raiz
cuadrada, también resulta ser creciente. Pero a diferencia de la raiz cuadrada, la raiz cubica
crece mas rapido para x entre 0y 1, y crece mas lento para reales mayores a 1, en comparacion

af(z) =y

Asi, tomando algunos valores positivos de x, se obtiene que

Figura 7.25: f (x) = ¥z, 2 >0

Reflejando con respecto al origen, se tiene que el gréfico de f (z) = J/x es

—

Figura 7.26: f (z) = ¥z

7. Sea f (x) = sin(x). Cuando se trabaja con funciones trigonométricas, es costumbre expresar
los angulos en radianes, y asi es como se hara en lo que resta de este documento. Observe

gue nuevamente se tiene una funcién impar, pues sin (—x) = —sin (z), entonces como ya se
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sabe, basta con dibujar el grafico para valores de x mayores a cero. Mas especificamente, se

comenzara dibujando los puntos del gréfico para valores de z en el intervalo [0, Z]. Como es

sabido por el algebra, e incluso desde la escuela, los valores de sin (z) van creciendo desde

z = 0, donde sin (0) = 0, hasta z = Z, donde sin (%) = sin(90°) = 1. De esta manera, el

grafico de f es creciente en el intervalo [0, g] tal como se muestra en la figura 7.27.

”

Ml E|—————————

Figura 7.27: f (z) = sin(z), z € [0, §]

Como se sabe que f es impar, el grafico en el intervalo [—%,O} se obtiene por reflexién con

respecto al origen

Figura7.28: f () =sin(x), z € [_g, %]

Ahora bien, un hecho trigonométrico que se asumira el lector conoce (de no ser el caso, de todas
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formas se demostrara en una seccién posterior) es que

sin (x + ) = —sin (z),
por lo que, para obtener el grafico en el intervalo [g, 37”] basta con desplazar lo trazado en la

figura 7.28 en 7w unidades hacia la derecha, y posteriormente realizar una reflexion a través del

eje z, tal como muestra la figura 7.29.

Figura 7.29: f () =sin (z), x € [_g’ d?w]

Finalmente, asimismo como la propiedad anterior, se asume que se conoce el hecho de que
sin (x 4 27) = sin (x),

lo que se traduce en que el resto del grafico se obtiene desplazando la figura 7.29 en mdltiplos
enteros de 27 unidades, tanto hacia la izquierda como hacia la derecha, obteniéndose por tanto

el gréfico de la funcién seno en todo su dominio
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Figura 7.30: f (z) = sin (x)

Observacion 7.1.2.1: La propiedad de la funciéon seno que se us6 previamente, a saber
sin (z + 27) = sin (),

es posible generalizarla y asi clasificar a cierto tipo de funciones:

Definiciéon 7.1.2.2: Dada una funcién real f que tiene la propiedad de

fe+T)=f(z),

para x € Ry T un real positivo, se denomina periodo de la funcién f al menor real T" distinto de
cero que satisfaga la igualdad previa. De esta manera, se dice que la funcién f es periédica de

periodo T'.

. Otro grafico importante de conocer es el de la funciéon coseno. En este caso, el coseno es
par, pues cos (—z) = cos (x), por lo tanto su grafico serd simétrico con respecto al eje y. Se
comenzara también analizando lo que ocurre en el intervalo [0, %]. Los valores de f(z) =
cos (z) van decreciendo desde = = 0, donde cos (0) = 1, hasta z = 5, donde cos (g) =0, de

esta manera el grafico de f es decreciente en el intervalo [O, g]
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(ST

Figura 7.31: f (z) = cos (z), z € [0, %]

Nuevamente usando un hecho de la trigonometria, se tiene que

cos (ac + g) = —sin(z).

Es decir, al desplazarse en 7 unidades hacia la derecha, se debe copiar el gréafico de sin (),

para x en el intervalo [O, g] y luego hacer una reflexion con respecto al eje z, resultando en

(1]

Figura 7.32: f (z) = cos (x), = € [0, 7]

Entonces, como se trata de una funcién par, el gréafico en el intervalo [—, 0] se obtiene por

reflexién con respecto al eje y

48



CAPITULO 7: UNIDAD DIDACTICA EN CALCULO DIFERENCIAL

Figura 7.33: f (z) = cos (z) , € [—m, 7]

Finalmente, al igual que la funcién seno, el cos () también es periédico y de periodo 27, por
ende, su grafico para todo x real se consigue desplazando en multiplos enteros de 27 unidades,

tanto hacia la izquierda como hacia la derecha, obteniéndose asi

Figura 7.34: f (z) = cos (x)

DESAFIO: Usando las funciones estudiadas en esta seccion, intente graficar f (z +2) y f (z)+2,
es decir, realice los graficos de las funciones (z + 2)°, 22 + 2, T 2+ 2, VT +2, VT +2,sin (z + 2),
sin (x) + 2, etc. ¢Qué es lo que ocurre con estos nuevos graficos con respecto a los originales?. Y
sienvezde f(x+2)y f(x)+ 2, reemplaza el 2 por —2 y grafica las nuevas funciones, ¢qué es lo
que ocurre?. Reemplace el 2 y el —2 por un real cualquiera ¢, y saque conclusiones con respecto a los

gréficos de f (z + ¢) y f (x) 4 crelacionadas con los gréficos de la funcién original f (z).
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En sintesis, con las técnicas aprendidas hasta ahora, el lector sera capaz de esbozar una gran
cantidad de graficos de funciones, mas aun si fue capaz de realizar el desafio y sacar las conclusiones
pertinentes. No obstante, existen un sinnimero de funciones igualmente importantes, y no es posible
graficarlas todas solo determinando paridad, periodo y su dominio. Por esa razoén, en la seccion 7.2 se
veran mas propiedades de las funciones que permitan caracterizarlas en profundidad, y asi esbozar
un grafico méas aproximado de ellas, todo esto gracias a la potente herramienta de la derivada.

Para concluir esta seccion, se dara un criterio bastante practico para determinar cuando un conjunto

de puntos del plano corresponden al gréafico de alguna funcion.

Lema 7.1.2.1: Sea f una funcion. Si su grafico se denota por G, entonces g tiene la propiedad
de que toda recta paralela al eje de las ordenadas, lo corta a lo sumo en un punto. Y reciprocamente,
todo conjunto de puntos G en el plano con esta propiedad, es el grafico de alguna funcién.

Demostracion:

Sea f una funcién y G su grafico. Considere un real fijo (. La recta x = x( corta a G si y solo si esta
recta tiene alglin punto en comun con el gréfico, es decir, si existe algin y tal que (zg,y) € G. Por
definicion de gréfico, se sabe que un punto (zg,y) pertenece a G siy solo si zy pertenece al dominio
de f ey = f(zo). Luego la recta x = x corta a G siy solo si g € Dy, en cuyo caso (zg, f (x¢)) es

el Unico punto de interseccién (ver figura 7.35).

w W

x=x,

Figura 7.35: Interseccion de la recta en un punto de la curva

Reciprocamente, suponga ahora que G es un conjunto de puntos del plano con la propiedad de
gue toda recta paralela al eje y, corta a G solo en un punto. Sea A el conjunto de todos los reales x
para los cuales la recta z = xg corta a G, y sea f la regla que asigne a cada g € A un Gnico nimero

Yo tal que (xo,y0) € G. Esto implica que G es el grafico de f.m
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7.1.3 Funciones Polindmicas y Racionales

Hasta el momento, se han visto una gran cantidad de funciones, todas ellas de apariencia diferente,
pero algunas con cualidades en comun. Dentro de los ejemplos de funciones mostrados, existen dos
tipos importantes que destacar, ya que su uso en matematica, y particularmente en el calculo, se
hace frecuente al momento de ejemplificar conceptos o propiedades. Las funciones a las que se hace
referencia, son las de tipo

?,20+1 0 (z+1)°,

y del tipo
z+1 2+ 1

0
22+z4+1 x—1"

1

—

X
denominadas como funciones polindmicas 'y funciones racionales, respectivamente.

A continuacién, se procede a describirlas en detalle.

Considere un subconjunto X de un cuerpo K, donde K puede ser, por ejemplo, el cuerpo de los
reales o complejos. Se define una sucesion en X como una regla f que a cada nimero natural le
asocia un nimero en X, es decir f : N — X. En este caso, la notacién usual de funcién f (n) con n

natural, se sustituye por a,,, que representa el n-ésimo término de la sucesion, y a la sucesién completa

(ala a2,0a3,...,0n,0n41,An42, - - )

se le denota resumidamente por (a,,) Surge asi, una clase particular de sucesién:

neN-

Definicion 7.1.3.1: Una sucesién P : N — K se dice un polinomio con coeficientes en K si existe
un natural n tal que

P(k):ak:(),

para todo k > n. En otras palabras, se dice que un polinomio es una sucesion casi nula, puesto que

P = (a07a17a27"-7a7l7070a"')'

Comentario: Si P es distinto de cero, es decir P # (0,0,...,), el nimero n se llama grado del

polinomio Py se denota por 9P = n o gr (P) = n. Para el polinomio nulo P = 0 no se define el grado.
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De igual forma como se dijo que solo se consideraran funciones reales en este documento, también

se consideraran solo polinomios con coeficientes en los reales, por ende, de ahora en adelante K = R.

El conjunto de todos los polinomios con coeficientes en los reales se denota por R[], y en él se

definen dos operaciones:

e Suma
R[z] x R[z] — R[z],
(PQ) »P+Q
Es decir, si P = (ag,a1,a2,...,0,,0,...) y Q = (b, b1,b2,...,bn,0,...), entonces la suma de

polinomios esta definida como

P+Q:(a0+b0,a1+bl,a2+b2,...).

e Producto
R[z] x Rz] — R[z]
Es decir, si P = (ag,a1,0a2,-..,0,,0,...) y Q@ = (bo,b1,b2,...,b,0,...), entonces el producto

de polinomios
PQ = (C(),Cl,CQ,...,Cp,o,...),

con p € N, se obtiene como

p
cp = g ap—ib;.
i=0

Por ejemplo, considere dos polinomios P (2,-3,0,0,...)yQ = (52, 2,2,0,0,...), donde gr (P) =
1y gr (Q) = 2. Si suma ambos polinomios resulta ser
4 -9
P =(=,—,2,0,0,...].
+ Q (37 4 9 ? ) ) )
Para calcular el producto entre Py @, se usard la definicion previamente vista. De esta forma, hay

que encontrar los coeficientes c,, donde
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14
Cp = E ap,ibz-.
=0

En este caso particular, solo se necesita determinar

co = apbo,

1 = aiby + agpby,

ca = agby+ aib + apbe,

c3 = asby + azby + ai1ba + apbs,

pues podra comprobar que el resto de los coeficientes, desde c4 hasta el correspondiente c,, son

cero. Realizando los respectivos calculos, se obtiene

4
Co = 2%2 :_57
7
€= -3 -3+2-% =5
= 0-—2 3-342.2 _T
Co = '—§+—'Z+ . —1,
3= 0-—-240-2+-3-2+2-0 =6,
asi
477
P.Q=(-=,-,-,-6,0,0,0,...].
Q < 372747 b ) ) ) >

Véase otro ejemplo. Sean los polinomios R = (—2,0,1,0,0,...)y S = (5,7,—4,2,0,0,...), donde
gr(R) =2y gr(S)=3.Luegolasumade Ry S queda en

R+ S =(3,1,-3,2,0,0,...),
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y la multiplicacién, segin la definicion, se calcula como

co = agbo,

c1 = aiby + agby,

ca = agby+ aibi + apbe,

c3 = asbp + azby + a1bs + agbs,

ca = agby + azby + azby + a1bs + apby,

¢s = asby + asby + azba + agbs + ai1by + agbs,

donde los coeficientes desde cs hasta el correspondietne ¢, son cero. Se obtiene entonces

co = —-2-5 = —10,
c1 = 0-54+-2-m = —2m,
Cco = 1-5+0-714+—-2-—4 =13,
c3 = 0-5+1-74+0-—4+-2-2 =7 —4,
cy = 0-5+40-74+1-—4+0-24+-2-0 = —4,

cs= 0:-540-74+0-—4+1-240-0+-2-0 =2,

asi

R-S=(-10,—2m, 13,7 —4,-4,2,0,0,0,...).

Ejercicio: Dados los polinomios P (—5,1,—-2,3,0,0,...)y @ = (-3,1,0,0,...), determine
a) Q+P-Q,
b) P+ Q2

c¢) Averigle porqué es posible hacer la operacién 5P + —3@Q), y luego calcule su resultado.

Observacion 7.1.3.1: De los ejemplos anteriores, es posible deducir una regla general para

cualquier par de polinomios Py Q en R [z], y es que

o gr(P+ Q) <max{gr(P),gr(Q)},y
o gr(P-Q)=gr(P)+gr(Q).
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Demostracion:

e Suponga que los polinomios Py Q son de la forma

P = (ao,al,ag,...,an,(),...),

Q = (bo,b1,ba,...,bp,0,...),

donde claramente a,, y b,, son ambos distinto de cero. Sin pérdida de generalidad, sea n > m,

en consecuencia, el Gltimo término no nulo de P + Q es a,,, asi
méx {gr (P),gr (@)} =gr(P)=n=gr(P+Q).

En el caso en que n = m, el (ltimo coeficiente no nulo de P + @ podria ser a lo mas a,, + b, ya

que también podria darse que b,, = —a,,, y asi te tendria que
méx {gr (P),gr (Q)} = gr(P) =gr(Q)=n=2gr(P+Q).

e Si P = (ag,a1,a2,...,an,0,...) y Q@ = (b, b1,ba,...,bm,0,...), tal que a, y b, son ambos

distinto de cero, entonces el Gltimo término no nulo del producto P - Q es a,b,,, de esta forma

gr(P-Q)=n+m=gr(P)+gr(Q)m

En los ejemplos vistos previamente, en el primero, el grado del polinomio P es 1, mientras que el
grado del polinomio @ es 2. Luego, el maximo entre ambos grados es 2, por lo tanto gr (P + Q) < 2,
y de hecho gr (P + Q) = 2; y por otra parte, la suma de los grados es 3, tal como se obtuvo
gr(P-Q) = 3. En el segundo ejemplo, el grado del polinomio R es 2 y el grado de S es 3, en-
tonces el maximo entre ambos grados es 3, y resulta ser que gr (R +.5) = 3; por otro lado, la suma

de ambos grados es 5, tal como se obtuvo gr (R - S) = 5.

Ejercicio: Dados los polinomios
e P(—27,0,0,1,0,0,...),

e Q(-1,0,1,—-1,0,1,0,0,...),

o« R(~v2,V3,7,%,1,0,0,...),

e 5(0,0,1,-2,0,0,...),
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sin calcular explicitamente la suma y multiplicacién entre ellos, calcule el grado de P + @, P + R,
P+S,Q+R Q+S,R+S,P-Q,P-R,P-5Q -RQ-SyR-S.

Las operaciones de adicion y multiplicaciéon de polinomios poseen importantes propiedades que se

detallan a continuacién, su demostracion queda para el lector.

Propiedades:

1. Asociatividad con respecto a la Suma: Para polinomios cualesquiera P,Q y R en R [z] se tiene
que
P+(Q+R)=(P+Q)+R.

2. Neutro Aditivo: Existe un polinomio nulo O = (0,0,0,...) € R [z] tal que

P+0=0+P=P

para todo polinomio P perteneciente a R [z].

3. Inverso Aditivo: Para todo polinomio P perteneciente a R [z], existe su inverso aditivo denotado

por —P en R [z] tal que la suma de ambos da por resultado el polinomio cero, es decir

P+ (-P)=(-P)4+P=0.

4. Conmutatividad con respecto a la Suma:

P+Q=Q+P,

para cualesquiera Py @Q en R [z].

5. Asociatividad con respecto al Producto: Para polinomios cualesquiera P,QQ y R € R[z], se
cumple que

P-(Q-R)=(P-Q)-R

6. Neutro Multiplicativo: Existe un polinomio I = (1,0,0,0,...) perteneciente a R [z] tal que el

producto de I por cualquier otro polinomio no altera al polinomio, es decir

P.I=1-P=P,

para todo polinomio P € R [z].
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7. Conmutatividad con respecto al producto:

paratodo P,Q € R [x].

8. Distributividad: Para polinomios cualesquiera P, Q y R pertenecientes a R [z], se satisface

P (Q+R)=P-Q+P-R.

9. Ademds, para dos polinomios Py Q enRz],si P-Q = O entonces P=00Q = O.

Ejercicio: Dados los polinomios P = (—4,0,1,0,0,...),Q = (1,0,—2,3,0,0,...)y S = (0,2,5,—1,6,0,0,...),

calcule

a) P(Q+R),
b) R—(Q—P),
c) P2 +2P —5.

Ahora bien, conocidas las propiedades indispensables para el uso de los polinomios en célculo, se
hace evidente que no es sencillo tratar con un polinomio en su forma de sucesioén casi nula, es decir
como

(ag,a1,a9,...,a,,0,0,...),

ademas de no ser la forma habitual en que se trabaja con polinomios. Por esta razén, es que haciendo
uso de la definicion otorgada para polinomio y de las operaciones realizables entre ellos, es que se

extendera a una nueva notacion para los polinomios.

Considere la suma y multiplicacién de dos polinomios de la forma (ao, 0,0, ...) y (bo,0,0,...) re-

spectivamente, y observe que

(aO,O,O,...)—i—(bo,O,O,...) = (ao-I-bo,0,0,...),

(ao,0,0,...) . (bo,0,0,...) = ((lobo,o,o,...) .

Entonces, es posible identificar a los polinomios de la forma (), 0,0,...) con la constante real A. Por

otro lado, considere un polinomio de la forma (0, 1,0,0,...) y denételo por la letra 2. Usando la defini-
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cion de producto, es facil comprobar que

z2 = (0,0,1,0,0,...),
> = (0,0,0,1,0,0,...),
" = (0,...,0,1,0,...),

tal que para la multiplicacién de n veces el polinomio x, el nUmero 1 queda en la coordenada n+ 1. Se
puede entonces concluir que el producto entre un polinomio identificado con el real A y las potencias

de este polinomio z, resulta en

Az = ()\0,0,...)-(0,1,0,0,...) = (0,A,0,0,...),
2= (A\,0,0,...)-(0,0,1,0,...) = (0,0,,0,0,...),
M® = (),0,0,...)-(0,0,0,1,0,0,...) = (0,0,0,X,0,0,...),
Por consiguiente, para un polinomio P = (ag, a1, as, ..., a,,0,0,...) cualquiera, si se descompone

mediante suma se obtiene

P = (ag,a1,as2,...,a,,0,0,...),
= (ao,0,...)+ (0,a1,0,...)+(0,0,a2,0,...) +---+ (0,...,0,a,,0,...),

2
=ag+a1x + asx” + - + a,z",

dando paso asi a lo que se conoce como la forma normal de un polinomio

ap + a1z + asx® + - + ana”.

Por consiguiente, si se denota por F (R, R) al espacio vectorial de las funciones definidas de los

reales en los reales, y se define una funcion evaluacion de la forma

e:Rlz] — F(RR)

(ag,a1,a2,...,a,,0,0,...) +— px)=ay+az+- -+ aa"
entonces se obtiene un isomorfismo de espacios vectoriales, donde la notacién

p(z) =ap+arx+ -+ az”
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es la que se utilizara en el resto del documento para referirse a polinomios con coeficientes en el cuerpo

de los reales e indeterminada .

Ejemplo: Son ejemplos de polinomios en su forma normal expresiones del tipo
o p(x) =2 —3z% + 3z — 1,

o q(v) =520 + 425 — 152% — 23 + 7,

o r(z)=u,

o 5(x) =222 —\/2z.

Como ejercicio simple, reescriba a su forma normal todos los polinomios que se han mostrado en

esta seccion hasta ahora.

Las propiedades vistas anteriormente no son las Unicas que poseen los polinomios, existe una
diversidad de propiedades algoritmicas relativas a los polinomios, analogas a las que poseen los
nameros enteros, como por ejemplo, describir un algoritmo de divisién para polinomios, definir cuando
un polinomio divide a otro, definir un maximo comun divisor entre dos polinomios y el algoritmo para
encontrarlo, solo por nombrar algunas. Pero claramente, este tipo de propiedades corresponden ne-
tamente al campo algebraico, por esto solo se definiran unas cuantas propiedades, que si bien sus
demostraciones también utilizan elementos del algebra, es necesario conocerlas pues su uso en cal-

culo se hace relevante, como se explicara mas adelante.

Definicion 7.1.3.2: Sea p (x) un polinomio no nulo, es decir p (z) # 0. Se dice que « € R es una

raiz del polinomio p (z) si p (o) = 0.

Por ejemplo, considere el polinomio p () = 23, claramente 0 es raiz de p ya que
p(0) =0.

Para p (z) = 2z + 1, se observa que o = —3 es raiz, pues

(D)D)
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Por altimo, el polinomio p (z) = 22 — 4z — 5 tiene dos raices, a saber a; = 5y as = —1, ya que

52-20—5 =0,
(-1)*4+4-5 =0.

i
S
I
at
=
~—
Il

Teorema 7.1.3.1:  Si un real a es raiz de un polinomio no nulo p, entonces (z — «) divide a p (),

y se denota por

(z—a)[p(z).

Demostracién:
En primer lugar, se asume que el lector conoce el algoritmo de divisién para polinomios. Luego, por

este algoritmo se sabe que existen polinomios ¢ y r en R [x] tales que

p(x)=q (@) [z — o] +r(2),

donde se pueden dar dos casos: gr (r) = 0 0 que gr (r) < gr ([t — ). Como se observa, el grado de
(x — «) es uno, por tanto no queda otra alternativa que el grado del polinomio resto sea igual a cero.
Y que el gr (r) = 0, significa que dicho polinomio es una constante: sea ¢ un nimero real, tal que

r (x) = c para todo « real. Ahora, retome la ecuacion que otorga el algoritmo de la divisioén y evalle en

pla) = q(a)fa—a]+r(a),
0 = 0+c,
0 = c.

En consecuencia, r (x) = 0 para todo = € Ry asi

para alglin ¢ (z) € R [z], por lo tanto, efectivamente (x — «) divide a p (z).m

A primera vista, el teorema anterior no es mas que un resultado algebraico, no obstante este hecho
facilita el hallar mas raices de un polinomio. Por ejemplo, considere el polinomio p (x) = 2% —22—2x+2.
Note que

p(1)=1%-12-24+2=0,

entonces « = 1 es raiz del polinomio p, y por tanto, p (x) es divisible por (x — 1). Al realizar la division,
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utilizando el algoritmo conocido, se obtiene que el polinomio g es ¢ () = 2% — 2, asi
2? —2® —20+2= (2 -2) (z - 1).

De esta forma, es posible determinar otras dos raices de p (z)

p(V2)
p(—V2)

2V/2-2-2V2+2 =0,
—2V/2-242V2+2 =0.

Por lo tanto, las raices del polinomio p (z) = x% — 22 — 2z + 2 corresponden a a; = 1, as = 2y

a3 = 7\&

Pero a causa de este ejemplo, puede surgir una duda bastante vélida, y es ¢cdémo se sabe que p (z)
tiene solo tres raices?, ¢por qué no mas?. La siguiente proposicion demuestra porqué el polinomio del

ejemplo anterior tenia exactamente tres raices.

Proposicion 7.1.3.1:  Si p (z) es un polinomio de grado n, entonces p (z) tiene a lo mas n raices.
Demostracion:
Sean ag, as,...,«, raices del polinomio p (z), tal que todas son distintas entre si. Se sabe por el

teorema anterior que

(z —ai) | p(2),

paracadai = 1,2,...,r. Por consiguiente, el polinomio p (z) puede ser escrito como

para algun polinomio ¢ () perteneciente a R [z]. Luego, usando el hecho que

gr(P-Q)=gr(P)+gr(Q),

se tiene en este caso que

@) = gr@+ gr(le—ai),
no= gr(g+r
n—r = gr(q).
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Pero el grado de ¢ obviamente debe ser mayor o igual a cero, por lo que

o
IN
S
.

por lo tanto, el nimero total r de raices de un polinomio es igual o menor al nimero que define el grado

del polinimo.A

Es probable que hasta el momento, el lector no tenga clara la relacién que hay entre las raices
de un polinomio y el célculo, sin embargo el concepto de raiz de un polinomio puede resultar de gran

utilidad en los temas que se tratan en estas notas.

Considere la funcién polindmica

f(x)=2?— 5z +6.

Si se quisiera hacer el grafico de esta funcién, habria que considerar sus caracteristicas: en primer
lugar, es una funcién cuadratica, es decir, es un polinomio de grado dos, por lo que su grafico tendra la
forma de la ya conocida g (z) = 22, llamada pardbola; pero también se observa que aunque su forma
sea como la de una parabola, el grafico de f (z) no es exactamente igual al de 2, ya que este Gltimo

pasa por el punto (0,0) y en cambio f no. Pero, si se encuentran las raices del polinomio
p(z) = 2? — 52 46,

es posible saber para qué valores de x se anula. Entonces, se tiene que las raices de p (z) son a; = 2

y as = 3. Evaluando ahora en la funcién, se tiene que

f2 =0
f@ =0,

por lo que es posible afirmar que el grafico de f pasa por los puntos (2,0) y (3,0). Ademas, para saber

en qué punto la pardbola corta al eje de las ordenadas, basta evaluar la funcién en x = 0 y se obtiene

£(0)=6.

Por lo tanto, se puede esbozar un grafico bastante aproximado de f (z) = #? — 5z + 6, resultando en
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Figura 7.36: f (z) = 22 — 52 + 6

Ahora bien, si se quisiera graficar una funcion del tipo

g(z) = gz° — 2,

no seria posible con las herramientas matematicas que se cuentan hasta ahora, sin embargo, de
todas formas se pueden dar algunas caracteristicas de cémo seria el grafico de g.
Al tratarse de una funcion polinémica de grado 3, se puede deducir que el grafico de g tendra una
forma similar al grafico de la funcién cubica f (z) = 23, estudiada en la seccién 7.1.2. Pero, ¢por qué
decir similar y no igual?. En primer lugar, porque la funciéon g posee también un término cuadratico, y
en segundo lugar, porque el coeficiente que acompafa a z> es distinto de 1.
Otra caracteristica que se puede destacar, es que no se trata de una funcién par ni impar, por lo que se
puede deducir que el grafico de g no se encontrara centrado en el origen, asi como lo esta el grafico
de f (x) = a3.
Pero lo que si se puede determinar, es en qué puntos la funcion g corta al eje x. Para encontrar dichos

puntos, se debe encontrar las raices del polinomio asociado a la funcién

§z3 — 22 =0.

Factotizando por 2, se tiene que 22 =0 0 %x —1 =0, porlo que las raices son a;; o =0y ag = 3.
Asi, la funcién g intersecta al eje de las abscisas en los puntos (0,0) y (3,0). Al eje y solo lo intersecta

solo en el punto 0, 0.

Ejercicio: Analice las caracteristicas de la funcién
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f(z)=—2? —6x—5,

y estudie sus raices. Esboce el gréfico de f, y luego reescriba la funcién de la forma f (z) =

+ (x + a) £ b, de manera que visualice la traslacién que sufrié el grafico de la funcién f (z) = 22

Como se observa, conocer las raices del polinomio permitié saber en qué puntos el grafico de una
funcién corta al eje de las abscisas, por lo tanto, el haber aprendido sobre raices de polinomios sera

de utilidad para los temas que competen a esta monografia.

Aprendido todo lo necesario para trabajar con funciones polinémicas, a continuaciéon se describe el

otro tipo de funciones, que se mencionaron al inicio de la seccion:

Definicion 7.1.3.3: Sean p(z) y ¢ (x) dos polinomios en R [z]. Si A es un subconjunto de los
reales tal que ¢ (z) no tiene raices en A, es decir, ¢ (a) # 0 para todo a € A. Entonces se define una

nueva funcién R (x) como

para todo x en A, denominada funcion racional.

Son ejemplo de funciones racionales las funciones el tipo

2z
f@) = B
() = 328 — 272
g o243
x? —4
h = -
() 2 4+2x+4

Las funciones racionales heredan varias de las propiedades de las funciones polinédmicas, lo que
permitira obtener caracteristicas que ayuden a graficarlas. Y asi como para funciones polinémicas,
para funciones racionales la obtencion de raices se hace fundamental, pues en este caso no solo
entregara la interseccion con los ejes, sino que ademas permitira definir el dominio de cada funcion.

Véase el siguiente ejemplo:

Considere la funcion
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h(z) = 25527_4
z?+4x+4

Lo primero por hacer es determinar el dominio de la funcién, pues al tratarse de una funcion
racional, solo estara bien definida para aquellos valores de x en los que el denominador no se haga
cero. Por lo tanto, para determinar el dominio de h, hay que excluir las raices del polinomio del denom-
inador, y al tratarse de un cuadrado de binomio se calcula facilmente que tiene como raiz al —2. De
esta forma, el dominio de la funcién h corresponde a D, = R~ {—2}. Es importante detenerse en este
punto, pues conocido el dominio de una funcién racional, se puede afirmar que dicha funcién tendra
una asintota vertical en los puntos en los cuales la funcién no esté definida, en este caso, la asintota
vertical corresponde a la recta x = —2. También se observa que h posee una asintota horizontal, pues
al tomar valores cada vez mas grandes (y también cada vez mas pequefos en el sentido negativo),
la funcién se acerca a la recta y = 1. El concepto de asintota se introdujo en la seccion 7.1.2., pre-
cisamente cuando se estudié el grafico de la funcién racional f (x) = % y sera clave al momento de

esbozar el grafico de una funcién racional.

Por otro lado, las raices del polinomio del numerador corresponden a —2 y 2, pero como —2 no
pertenece al dominio de h, solo el valor 2 entrega informacion relevante, donde podra comprobar que
el grafico de la funcién intersecta al eje = en el punto (2,0), e intersecta al eje y en el punto (0, —1).

La funcién no es par ni impar, por lo que solo queda darle valores a z, y asi esbozar el gréfico de la

funcién h, que queda como

3456 789 X

65



CAPITULO 7: UNIDAD DIDACTICA EN CALCULO DIFERENCIAL

Ejercicio: Estudie las caracteristicas de la funcién

—2z
x+1’

flx) =

como su dominio, asintotas verticales y horizontales, intersecciones con los ejes coordenados, y luego

esboce su grafico.

Asi como las funciones polinémicas y racionales, existe una amplia variedad de funciones que se
usan con frecuencia en calculo, particularmente. Si bien hacer una lista con todas estas funciones
seria practicamente interminable, a continuacion se exhibiran algunas de las cuales de utilizaran en

reiteradas ocasiones como ejemplos en lo que resta del documento.

7.1.4 Funcion Valor Absoluto

Considere una funcién con dominio en los reales y cuyo recorrido corresponde a los reales positivos y

el cero. Se define entonces la funcién valor absoluto como

|| : R — [0, 00),

donde
z ,six>0
lz[=14 0 ,six =0

-z ,siz <0

Por ejemplo:

1. 0] =0.

2.7 ="7.

3 |-l = (-4) = .

4. 10,725 =0, 725.

5. |-7|=—(—7m) =m, pues — < 0.

6. |1+V3-v2|=1+V3-V2

~

V2Z—1-VBl=—-(V2-1-V3) =1+V3-V2

El valor absoluto posee tres propiedades principales, correspondientes a:
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1. No negatividad: para todo z perteneciente a los reales se satisface

|z| > 0.

2. Homogeneidad: para todo z, y reales se tiene que

|zy| = [« [yl

3. Desigualdad triangular: para todo z, y reales se tiene que

lz +y <[z +y].

Demostracion:

1. Usando la definicién:
Si x es mayor a cero, entonces |z| =z > 0.
Si « es igual a cero, entonces |0] = 0 > 0.
Si « es menor a cero, entonces |z| = —x > 0.

Por lo tanto, para cualquier real = se tiene que |z| > 0.

2. Por casos:

Siz > 0ey >0, entonces zy > 0. Asi

wy| =y
y por otro lado
=] [yl = =y,

por tanto |zy| = |z| |y|.
Siz < 0ey <0,entonces zy > 0y se repite el caso anterior.

Siz > 0ey <0, entonces xy < 0, lo que implica que

lzy| = — (zy) = —ay,
y por otro lado, que
2| ly| = = (-y) = (—2)y = —=zy.

Por lo tanto |zy| = || |y|-
Siz <0ey>0,entonces zy < 0y se repite el caso anterior.

De esta forma, para todo par de reales x e y se satisface que |xzy| = |z |y]| .
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3. Nuevamente, se ve por casos:

Siz>0ey >0, entonces x +y > 0, asi

lz+yl=x+y=|z|+ ]yl

Siz <0ey <0,entonces x +y < 0, asi

ltt+yl=—(+y) =(-2)+(-y)=—z+-y=|z[+]y.

Siz > 0ey <0, se tendréan dos subcasos:

siz 4+ y > 0, entonces se tiene que

lt+yl=z+y<z+-y=|z|+]yl,

puesto que y < 0 < —y;

siz 4+ y < 0, entonces se tiene que

lt+yl=—(r+y)=—ar+-y<z+-y=|z|+yl,

puesto que —z < 0 < x.

El caso x < 0 e y > 0 es analogo al anterior. Por lo tanto, efectivamente se cumple que

|z +y| <z + |y,

para todo par de reales z € y.m

De las tres propiedades principales de la funcién valor absoluto, se desprenden un sinnimero de
propiedades bastante Gtiles. A continuaciéon se exhibirdn algunas de ellas, con la demostracion de

algunas:

1. Para todo numero real x distinto de cero se tiene que

2. Para z e y numero reales, tales que y # 0, se cumple que

T

Y

|y
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3. Para cualquier real x

|z = [—2|.
Demostracion:
Six > 0, entonces —z < 0, asi
|$| =
= - (_x) )
= |-al.
Siz < 0, entonces —z > 0, asi
“L| = -,
= |-zl
El caso cuando x = 0 es trivial, por lo tanto, para cualquier real z se tiene || = |—z| .m

4. Para todo par de reales x,y se cumple

[z —y| < |z +[y].

Demostracion:

Se sabe que |z — y| = |z + (—y)|, entonces usando desigualdad triangular

lz —y|l = |z + (—y)| < |z + |-yl,

pero se acaba de demostrar que |y| = |—y|, por lo tanto

2 —y| < |z|+ |y .m

5. Para todo par de reales x, y se cumple que

l|z] = |yl < |z —yl.

Demostracion:

Considere el valor absoluto de x, y sea y cualquier otro real. Entonces

lz| = |z + (~y +y)| = [(z —y) +yl,
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y usando desigualdad triangular se tiene que

2| < |z —y[ + |y,

y restando a ambos lados de la desigualdad por el valor absoluto de ¥, se obtiene que

2| = |yl < |z —yl.

La demostracion de que |y| — |z| < |z — y| es andloga a la anterior, solo que se trabaja con

|y + (—x + z)|. Por lo tanto, queda demostrado que

lz] = [yl < |z =yl .m

. Sean x1, s, ..., x, NUmeros reales. Se satisface que

w1+ a2+ -+ @] < o]+ |2 + -+ 2]

. Sea x unreal, y 6 otro nimero real tal que

|z] <d <= —-d<z<d.

. Sea x unreal, y 6 otro numero real tal que

|z] >0 <= x>0 0 z <-4

. Para dos reales cualesquiera x e y, se tiene que

o? =y = 2] =yl

Demostracion:
Se demostrara solo la implicancia hacia la derecha, la otra quedara de ejercicio para el lector.

Observe que

2=y & 222 =0,

& (z+y)(r—y) =0,

entonces, todos los casos posibles son:

Siz >0ey > 0, entonces z + y > 0, y al ser estrictamente mayor a cero, solo puede ocurrir
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10.

que x —y = 0, asi = y, y al ser ambos positivos, entonces |z| = |y]|.

Sixz <0ey <0, entonces z+y < 0, luego al ser estrictamente menor a cero, solo puede ocurrir
que z — y = 0, y tal como el caso anterior significa que |x| = |y|.

Sin pérdida de generalidad, sea = > 0, siy < 0, entonces —y > 0, y ahora z —y > 0, por lo que
solo puede ser x + y = 0, asi x = —y, y como y es negativo, significa que |z| = |y|. Por lo tanto

=y = lz[ = |y| .m

Sean x e y dos valores reales. Para cualquier valor real positivo ¢, tan pequefio como se quiera,

se cumple que si [z — y| < ¢, entonces x = y.

Demostracion:
Sea ¢ un real positivo tal que |x — y| < ¢, pero suponga que x # y. Sin pérdida de generalidad,
suponga que = > y (z — y > 0), y como la diferencia |z — y| < e se satisface para cualquier

épsilon, considere
r—y
2 b

é =
entonces |z — y| < £ implica que

T —

lo que significa que

1<1
27

lo que corresponde a una contradiccion, por lo tanto = = y.m

Para finalizar, constriyase el grafico de la funcion valor absoluto:

Observe que el valor absoluto es una funcién par. En efecto,

f=2) =|-2| = || = [ (2).

Por esta razén, su grafico sera simétrico con respecto al eje de las ordenadas, y por lo tanto, basta con

dibujar el gréfico para los valores positivos de x. Luego, si x es mayor a cero, entonces |z| = z, es

decir, la funcién valor absoluto coincide con la recta identidad, y claramente en = = 0 se tiene |0] = 0,

por lo que su grafico para valores de x mayores e iguales a cero corresponde a
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Figura 7.38: Valor absoluto para z € [0, 00)

Y asi, realizando la reflexion con respecto al eje y se obtiene el grafico de la funcion valor absoluto

en todo su dominio

Figura 7.39: Valor Absoluto

DESAFIO: Considere el desafio de la seccion 7.1.2., pero esta vez para la funcién valor absoluto.
¢ Qué ocurre con los graficos de |z + ¢| y |z| + ¢, con ¢ en R, en relacién con los gréficos de |z|?, ;se

puede llegar a las mismas conclusiones a las que llegé en el desafio de la seccion 7.1.27.

7.1.5 Funcion Signo

La funcién signo, al igual que la funcién valor absoluto, es una funcién definida a trozos, cuyo dominio

corresponde a todos los reales y su recorrido corresponde al conjunto {—1,0, 1}, asf

sgn:R — {-1,0,1},
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y se define como
-1 ,siz<0

sgn(z) =490 ,siz=0

1 ,siz>0

La funcién signo tiene la caracteristica de entregar el signo de cualquier nimero real que se evalle en

ella.

Por otro lado, signo es una funcién impar, pues si se ve por casos:
Six < 0, entonces —x > 0, asi

sgn(~) =1 = (1)~ (~1) = (~1) sgn («) = —sgn ().

Si x = 0, entonces trivialmente
sgn(—z) =0 = —sgn(x).

Six > 0,entonces —x < 0y asi

sgn(—z) = —1 = (=1)sgn(x) = —sgn (x).

Por lo tanto, efectivamente sgn es una funcién impar

sgn (—x) = —sgn (z) .

Ademas, como una propiedad interesante de destacar de la funcién signo, es la posibilidad de escribir

cualquier numero real x como el producto de la funcién signo evaluada en x y el valor absoluto de z,

esto es
x = sgn(x) - |z|.

Demostracion:
Véase por casos:

Six < 0, entonces
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Si z = 0, entonces

y trivialmente

x =sgn(x)-|z] =0.

Por Gltimo, si z > 0, entonces
sgn(x) =1,
|£C| =,
asi

r=sgn(x)-lz|=1z==zx.

Por lo tanto, todo real = es posible escribirlo de la forma

v = sgn(z) - |z .m

Para concluir, su grafico corresponde a lo que se conoce como una funcion escalonada, es decir, un
tipo de funcién definida a trozos, generalmente definida sobre intervalos, tal que posee un nimero
finito de “saltos”, o como se denomina formalmente, un ndmero finito de discontinuidades, y que en
los intervalos la funcién es constante. Es claro entonces por su definicion, que el gréafico de la funcién

signo corresponde a

Figura 7.40: Funcién Signo

una funcién con dos escalones, en x = —1y enx = 1, y un salto en el cero.

Pese a que en un primer repaso la funcion signo no parece ser de gran relevancia, esta funciéon es
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utilizada altamente en computacién en términos informaticos, mas precisamente es usada en lenguaje
de programacion. Asi, la funcién signo trabaja arrojando un valor segan si un nimero o el resultado de

una expresion es menor, mayor o igual a cero.

7.1.6 Funciones Trigonomeétricas

Considere el plano cartesiano, y sea U/ una circunferencia de radio uno y con centro en el origen, cuya
ecuacion corresponde a

22 +y?=1.

Luego, cada punto P = (x¢, yo) del plano pertenece a la circunferencia unitaria U/ si y solo si satisface

oy +yg =L

(0.1)

FP=(x o Vo/

(1,00 X

Figura 7.41: Circunferencia Unitaria

Considere ahora una cuerda tangente a U/ en el punto (1,0). A esta cuerda tangente se le hace

coincidir con la recta real, graduandose de la misma manera, tal como muestra la siguiente figura
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Figura 7.42: Recta tangente a U

Entonces, si se “enrolla” la recta tangente sobre U, es posible asociar a todo nimero real  un punto

Py en la circunferencia unitaria, tal como muestra la figura 7.43

g R

Figura 7.43: 6 asociado a Py

Este hecho queda expresado como

R — U

0 — Py=(x9,y0)

De esta forma, surgen dos funciones importantes definidas como:
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La funcién seno

sin: R — R

0 +— sinf=yp

La funcién coseno

cos: R — R

0 +— cosf=uxg

) R
Pe‘—"" 2]
T
|
|
|
cos#@

Figura 7.44: Funciones seno y coseno en U

De las definiciones, es posible concluir algunos hechos trivialmente:

1. Si 6 =0, entonces Py = (1,0), por lo que

sin0 = 0,

cosO0 = 1.

2. Si 0 = 7, es decir, si 6 corresponde al angulo de 90 grados, entonces Py = (0, 1), por lo que

sin() — 1,
cos( ) = 0

N oy
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3. De lo anterior y solo observando la circunferencia unitaria, es posible concluir que
(@) Para@ =m, Py = (—1,0), lo que implica que

sinm = 0,

cosm = —1.

(b) Paraf = 2=, Py = (0,—1), lo que implica que
2

3T
. ST -
sm( 5 ) ,
3T
CcoS <2) = 0.

(c) Nétese que 6 = 27 = 0, lo que significa que la cuerda da “una vuelta completa” a la

circunferencia, por tanto nuevamente

sin2r =sin0 = 0,

cos2mr =cosO0 = 1.

4. Sif = T, es decir, si 0 corresponde al angulo de 45 grados, entonces se observa que

™
40

Figura 7.45: Angulo T
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P= pertenece a U, entonces satisface la ecuacion de la circunferencia unitaria

a®+a?2 = 1,

a? =

N|=

Como Pz esta en el primer cuadrante, entonces la solucion negativa de la ecuacion anterior

queda descartada, asi

_ 1 _ V2
a = 2— 5
Luego
Pﬂz<ﬂ,ﬂ>,
2 2
por lo que

Observacion 7.1.6.1: De lo observado en el item tres y de los dngulos que se pueden extraer de

la circunferencia unitaria, se concluyen las siguientes identidades

sin (0 +27) = sind,

cos(0+2m) = cosé,

para cualquier real f. Por este motivo se dice que las funciones seno y coseno son funciones periddicas

de periodo 2.

Otro hecho importante que se puede extraer de la definicion, resulta ser que, para todo Py = (xg,yp)

en la circunferencia unitaria se sabe que

sinf = xp,

cosf =y,

entonces, al pertenecer a U, las funciones trigonométricas también satisfacen su ecuacién, esto es

cos? 0 +sin®6 =1,

obteniéndose asi la llamada Relacion Fundamental de la Trigonometria, la identidad trigonométrica

mas famosa y a la vez mas usada.

Existen también otras funciones trigonométricas igual de importantes que el seno y el coseno, las
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que se presentaran a continuacion:

1. Sea 0 un real tal que Py = (cos 6, sin #) tiene primera coordenada no nula, entonces se define la

funcion tangente como

Como es necesario que cosf # 0, es claro que el dominio de la tangente son aquellos reales

para los cuales el coseno no sea cero, y el coseno se anula para

9=g—|—k’ﬂ',

para todo entero k, por lo que la tangente esta definida en

tan:R\{g—Fkﬁ:keZ} — R.

2. Sea 6 € R tal que Py = (cosf,sin @) tiene primera coordenada no nula. Entonces se define la

funcién secante como

es decir, corresponde al reciproco de la funcién coseno. Nuevamente es necesario que cos 6 # 0,

por tanto el dominio de la funcién secante coincide con el de la funcién tangente, asi

sec:]R\{nglmr:kEZ} — R

3. Sea 6 un nimero real tal que Py = (cos @, sin ) tenga segunda coordenada no nula. Se define

la funcion cosecante como

es decir, corresponde al reciproco de la funcién seno. En este caso, se precisa que el seno de 6

sea distinto de cero, y el seno se anula para

0 = km,

con k un entero. Por lo tanto, la cosecante esta definida como

csc: R\{kr:keZ} — R

4. Por Ultimo, para cualquier real 6 tal que Py = (cos 6, sin #) tenga segunda coordenada no nula,

80



CAPITULO 7: UNIDAD DIDACTICA EN CALCULO DIFERENCIAL

se define el reciproco de la tangente, la cotangente como

‘0 1 cosf
cotf = = .
tanf  sinf

Asi, el dominio de la cotangente son aquellos valores para los cuales el seno no se anula, por lo

tanto

cot : R~ {km : keZ} — R

Los graficos de las funciones seno y coseno se vieron en la seccién 7.1.2 de graficos, por lo que

ahora se veran los gréaficos de las funciones tangente, secante, cosecante y cotangente.

1. Considere el punto Py = (cosf,sin ) ubicado en el primer cuadrante sobre la circunferencia
unitaria, tal que cos @ # 0. Observe que el punto Py queda ubicado en el tercer cuadrante (ver
figura 7.46)

Figura7.46: Pyy Pyir

Por lo que

Poyr = (cos(0+m),sin(f+ 7)),

= (—cosf,—sind).
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De esta forma

sin (0 + 7)
cos (0 +m)’
—sinf

tan (6 + ) =

—cos@’
= tan6.

Por lo tanto, la funcion tangente tiene periodo 7, y en consecuencia
tan (6 4+ k) = tan6,

para cualquier entero k y 6 en el dominio de la tangente. Basta entonces con dibujar la tangente

en el intervalo (—g, g) Por otra parte, la tangente es una funcién impar, pues

sin (—0)
cos (—0)’

—sinf

tan (—6)

cosf ’

—tané,
asi, dibujando el grafico en el intervalo (0, g) el resto del gréfico, en el intervalo (—g()), se
obtiene por reflexién con respecto al origen. Ademas, la tangente es una funcién creciente en el

intervalo (0, %), obteniéndose entonces

-

I
_________}J.i:.r___________
-———————-o-ln--———————————

Figura 7.47: Tangente en (—

NI
[SIE
N—
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donde la funcién tendra asintotas en

x:g—i—kw,

con k € Z. Por lo tanto, el grafico de la funcién tangente en todo su dominio, corresponde a

v

T

A

I
I
|
|
|
|
|
|
|
|
}
“x om0
“n
p
I
|
I
I
1
|
|
!
1

m——e - -y
.-_______.....I...,-.

Figura 7.48: Funcion Tangente

2. Al ser la secante la reciproca del coseno, ésta hereda algunas de las propiedades del coseno,
como el hecho de ser también una funcién par y de periodo 27. Ademas, al igual que la tangente,
tendra asintotas en

x:g—i—kw,

para cada entero k. Asi
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Vv

j;ix

':EO

Figura 7.49: Funci6én Secante

3. La cosecante hereda propiedades de la funcién seno, siendo también una funcién impar y de

periodo 27. Ademas, tendra asintotas en

para cada k entero, asi

ST

— e e e ] e e = = e e = = = = = =
tad
A
[
A

l
[
A
el
Nl“

- —— o = ke e == ==
=l

Figura 7.50: Funcion Cosecante

84



CAPITULO 7: UNIDAD DIDACTICA EN CALCULO DIFERENCIAL

4. La cotangente, al igual que la tangente, es una funcion impar, de periodo 7 y con asintotas en

r = km,
para todo entero k. Asi
_1"
x
-2r n T
B 2 2

e e,
w
I'\.?l'_:|
(3]
A

Figura 7.51: Funcién Cotangente

Para finalizar, se veran unas cuéntas identidades trigonométricas mas, por su recurrente uso en

diversos contextos.

Si la ecuacién de la Relacién Fundamental de la Trigonometria se divide por cos? 6, para valores de 4

distintos de 5 + km con k un entero, se consigue
1+ tan? 6 = sec? 6,

y si se divide por sin” 6, para valores de 6 distintos de k7 con k un entero, se consigue
cot?f + 1 = csc? 6.

Para concluir, las férmulas para la suma y diferencia de angulos vienen dadas por

sin(a+£f8) = sinacosf =+ sinfcosa,

cos(a+ ) = cosacosfFsinasinf.
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DESAFIO: Usando las tres funciones trigonométricas principales (es decir, las funciones seno,
coseno y tangente), intente esbozar los graficos de f (2x) y f (%x) para cada una de ellas. ;Qué es
lo que ocurre con estos nuevos graficos en comparacion a sus respectivos graficos originales?. Y si
grafica f (3z) y f (%x) ¢qué ocurre?. Compare los graficos obtenidos con los originales vistos en
esta seccion, y saque conclusiones para los graficos de funciones del tipo f (cz), cuando 0 < ¢ < 1y
cuando ¢ > 1, squé podria decir para los casos generales?, ¢ seria posible extender las conclusiones

para las funciones estudiadas en la seccién 7.1.2.7

Aunque quizas parezca no tener mucho sentido estudiar funciones del tipo f (cx), puesto que se
podria considerar cz = z, con z real, y asi redifinir la funcién como f (z) y trabajar como de costumbre,
considerar funciones expresadas de la forma f (cx) resulta bastante Util, por ejemplo en fisica, en
donde la solucién general de la ecuacion que rige el comportamiento de un oscilador arménico simple

Se expresa como

x (t) = acos (wot) + bsin (wot) ,

donde a y b representan constantes reales que se determinan segun las condiciones iniciales del
problema, y wg esté relacionada con el periodo del movimiento, representando la frecuencia natural del

sistema.

7.1.7 Funcion Potencia

Una funcion f tal que f : R — R definida como

f ) =",

con n un entero positivo, se conoce como funcién potencia de x y no es mas que un caso particular de
las funciones polinémicas, introducidas en la seccion 7.1.3. A pesar de parecer solo un caso especial

de polinomios, no se trabajara de la misma manera que se vio anteriormente.

En primer lugar, es necesario precisar que las potencias de un nimero corresponden a multiplica-
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ciones sucesivas del mismo. Esto es facil de observar para las primeras potencias

r = u,
2 = zl.ox,
2 = 2.z,
= 2

esta conjetura no tendria mas respaldo que una justificacion heuristica del procedimiento previo, por

esta razén se debe demostrar usando induccién sobre n:

Para n = 1 estéa definido que z! = x. Suponga que para cualquier entero positivo k se satisface

Basta demostrar que la férmula se satisface para k+1. Pero esto se cumple trivialmente, por la férmula

de recurrencia

k+1 k.

Por lo tanto, se demuestra por induccidon que =™ esta bien definida para cada entero positivo n.

A continuacién, se veran algunas de las propiedades mas importantes de las potencias:

1. Para cualquier niumero z distinto de cero se define su potencia cero como

20 =1.

2. Las potencias del cero, para todo entero positivo n distinto de cero, se definen como

0" =0.
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3. Para todo entero positivo, las potencias del uno se definen como
1" =1.

4. Para cualquier real = se define el producto de potencias como

m . ,.n m—+n

con m y n enteros positivos.

5. Para cualquier real x, distinto de cero, se define la divisién de potencias como

con m y n enteros positivos.

6. Se define la potencia de la potencia de un real x como

con m y n enteros positivos.

7. Sean x e y dos numeros reales. Se define la potencia de un producto como el producto de las

potencias, es decir

para n entero positivo.

8. Sean x e y dos numeros reales. Se define la potencia de una division como la division entre las

potencias, esto es

para n entero positivo.

9. Si x es un real positivo, entonces —x < 0. Luego, todo nimero negativo elevado a una potencia
par resultara positivo, es decir

2
(*I) "= Ian

para n entero positivo.

Observe que la primera propiedad puede considerarse como un axioma, por lo que no se demues-

tra y se asume cierta. El resto de las propiedades se demuestran facilmente mediante induccién, sin
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embargo, se demostrara el producto de potencias a modo de ilustracién, puesto que el hecho de tener

dos enteros naturales en juego podria causar confusion al momento de aplicar la induccién:

4. Demostracion:

Se debe demostrar que para todo m entero positivo y para todo n entero positivo, se cumple que

para cualquier real x. Para usar induccion, basta con fijar una de las variables enteras, digase la
variable m, y aplicar induccién solo sobre la otra variable, n. De esta forma, paran = 1 se tiene por un

lado que

por lo que la proposicion es verdadera para n = 1. Admita verdadera la proposicion para k un entero
positivo, esto es, se cumple que

M .Tk _ xm—&-k’

con m un entero positivo fijo. Basta entonces demostrar que la propiedad es cierta para k + 1. Luego,

para cualquier z real y m entero positivo se tiene que

g™kt = gm. (a:k :c) ,
por definicién de potencias;
™ (l‘k a:) = (:zrm xk) x,
por asociatividad;
(Im xk) r = z2™F.g,
por la hipétesis de induccion;
Ry = gmtREL
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por definicién de potencias;

x(m+k)+1 _ zm+(k:+1)7

por asociatividad, ahora aplicada a los valores enteros del exponente. Por consiguiente, la proposi-
cion se cumple para k + 1, suponiendo que se satisface la proposicion para k. Por lo tanto, queda

demostrado por induccién que

para todo m y n enteros positivos y para cualquier real x.g

El grafico de la funcién potencia es bastante sencillo de obtener para cualquiera de las potencias
enteras positivas. En primer lugar, note que la funcidén potencia es creciente para valores positivos de

x, es decir
T <x9 = i <ag,

para todo entero positivo n. Sin embargo, observe que si n es un entero positivo par, entonces

para x mayores que cero (de hecho, se cumple para cualquier real z, aplicando aqui la propiedad 9,
pero interesan los valores de = > 0 para usar la monotonia de la funcién para dichos valores). Asi, f
es una funcion par, por tanto al dibujar su grafico para valores positivos de z, el resto se obtiene por
reflexion con respecto al eje y, tal como muestra la figura 7.52 para algunas potencias positivas pares

de x.

Figura 7.52: 22 gréafico en negro; z* grafico en rojo; 28 gréafico en verde
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Ahora bien, si n es un entero positivo impar entonces

para x mayores que cero. Asi, f es una funcién impar cuando n es impar, por tanto al dibujar su grafico
para valores positivos de x, el resto se obtiene por reflexién con respecto al origen, tal como muestra

la figura 7.53 para algunas potencias positivas impares de z.

Figura 7.53: x gréfico en negro; 23 gréfico en rojo; x” gréfico en verde

Por Ultimo, deténgase un momento en la propiedad 5 para potencias, que dice que

para todo real = distinto de cero, y enteros positivos m y n. ;;Qué ocurre si n es mayor que m?, pues
lo que ocurre es que x queda elevado a un nimero negativo, por lo que la pregunta indicada es ¢cémo

se define la potencia negativa de un nimero real? Y es lo que se pretende definir a continuacién:

Sea z un nimero real distinto de cero y n un entero positivo, tal que —n corresponde al inverso aditivo
de n y por ende —n < 0. Se define la potencia de x elevado a —n como el inverso multiplicativo de x

elevado a n, es decir

En primer lugar, observe que tal como ocurre para la division de potencias, el real z debe ser
distinto de cero, en este caso por la definicion de potencia negativa (el 0 no tiene inverso multiplicativo).

Y en segundo lugar, observe que si —n representa un entero negativo, entonces — (—n) = n es
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un entero positivo, por lo tanto, todas las propiedades vistas para las potencias positivas de x, son
también validas para las potencias negativas de x, claramente a excepcién de la propiedad 2, pues
por definicion x debe ser distinto de cero para considerar sus potencias negativas. De esta forma,
utilizando la propiedad 8 que dice que la potencia de una divisién es la division de las potencias y la
propiedad 2 que dice que 1™ = 1, se reescribe la definicién como

f@)=e=

b
xn

con z un real distinto de cero y n un entero positivo.

Por otra parte, la paridad e imparidad de la funcién no se ve afectada por considerar ahora el
reciproco de z a la n, por lo que se mantiene el hecho que si n es un entero positivo par, entonces

para valores positivos de x

es decir, f es una funcién par, y por ende, basta con graficar la funcién para = > 0, pues el resto del

grafico se obtiene reflejando con respecto al eje y. Y si n es un entero positivo impar, entonces

f=) = o = = =~ @),

_xn

es decir, f es una funcion impar, por lo que su grafico es simétrico con respecto al origen.

Sin embargo, para poder graficar y hacer las respectivas reflexiones, ya sea con respecto al eje de
las ordenadas o al origen, segun la paridad o imparidad de la funcién respectivamente, también es
necesario saber si la funcién es creciente o decreciente para valores positivos de x. Y en este caso,

note que si x1 y 2 son dos valores reales mayores estrictos que cero, se tiene

1 1
1 < Ty — E>(Eig”

es decir, f corresponde a una funcién decreciente para valores positivos de x. Por lo tanto, algunos

graficos resultan ser
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Figura 7.54: m% grafico en negro; ;18 grafico en rojo

para las potencias pares de x. Y resultan en

Figura 7.55: % grafico en negro; % grafico en rojo

para las potencias impares de xz. Observe como para ambos casos los ejes coordenados corre-
sponden a asintotas para las funciones, esto porque m% jamas va a ser igual a cero, ni x puede ser
igual a cero, sea cual sea el n entero positivo. No obstante, es posible acercarse tanto como se desee
a 0 mediante valores arbitrariamente pequefios de x, 0 en el caso contrario, acercarse tanto como se

desee a 0 mediante valores arbitrariamente grandes de z.

Para resumir esta seccién, se ha presentado la existencia, definicién, propiedades y graficos mas

basicos para una forma mas general de la funcién potencia, siendo esta entonces
flz)=a",
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para x un real distinto de cero y n un nimero entero, y definiéndose 0" = 1, para todo n entero distinto
de cero. En una seccidn se retomara la funcién potencia pero generalizada, para describir cémo se

comporta con exponentes racionales y reales.

7.2 La Derivada de una Funcion Real

La inclinaciéon que tiene una recta con respecto al eje de las abscisas es lo que se conoce como
pendiente de una recta y se caracteriza por el angulo que forma con dicho eje. Una recta que forme un
angulo agudo (angulo mayor a 0° y menor a 90°), en sentido antihorario, con respecto al eje x resultara

con una pendiente positiva (ver figura 7.56).

Figura 7.56: Pendiente positiva

Una recta que forme un angulo obtuso (angulo mayor a 90° y menor a 180°), en sentido antihorario,

con respecto al eje x resultara con una pendiente negativa (ver figura 7.57).
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Figura 7.57: Pendiente negativa

Se dice que una recta tiene pendiente nula cuando resulta ser paralela al eje = (rectas paralelas
son aquellas que no se cortan en ningln punto, o aquellas que coinciden exactamente). Ver figura

7.58.

Figura 7.58: Pendiente nula

Para rectas paralelas al eje de las ordenadas no se considera su pendiente, pues dichas rectas no

corresponden a funciones.

Luego, para una recta cualquiera ax + by + ¢ = 0, con a, b, c nimeros reales, se consideran dos
puntos pertenecientes a ella, sean estos P = (z1,y1) Y Q = (22,92), y se obtiene la pendiente de la
recta, denotada por m, como

Y2 — 1

m=—7-—-——-.
T2 — T

Asi, si se tiene larecta L : 3z + 4y — 5 = 0 de la cual se sabe que pasa por los puntos P = (—1,2) y
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Q@ = (-5,5), al calcular su pendiente se obtiene

5—2 3

(e S

de esta forma se concluye que la recta £ forma un angulo obtuso con respecto al eje de las abscisas,

pues su pendiente result6é ser negativa .

En fisica, la cinematica corresponde a la descripcién del movimiento de un cuerpo, pero sin considerar
las causas que lo producen.

En la naturaleza, hay diversos cuerpos que se mueven, pero aunque se quiera enfocar en un solo
cuerpo, la descripcién completa de su movimiento seria complicada de realizar si no se consideraran
simplificaciones generales para el estudio del movimiento. En primer lugar, se considera a todo cuerpo,
independiente de su tamano y forma, como una particula. Asi, la trayectoria que realiza una hormiga
desde que sale de su hormiguero hasta la primera miga de pan que encuentra en su camino, es de-
scrita de la misma forma como la trayectoria que realiza la Tierra alrededor del Sol, pues en ambos
casos (la hormiga y la Tierra) los cuerpos son considerados como particulas puntuales . Ademas, en
primera instancia solo se consideran trayectorias en linea recta, de esta forma toda particula se movera
sobre una recta, la que se representa con el eje x, para lo cual se elige un origen que indicara el inicio
del sistema de medicion, traduciendo trayectorias positivas como desplazamientos hacia la derecha
del origen, y trayectorias negativas como desplazamientos hacia la izquierda del origen, como muestra

la figura 7.59.

Desplazamiento
negativo

 —

Figura 7.59: Eje x de la trayectoria en linea recta

De esta forma, la posicién de una particula en un determinado tiempo ¢, queda determinada sim-
plemente por un nimero en el eje x. La descripcién de su movimiento ser4 completa si se conoce la
funcién z(t), que indica la posicion de la particula en cualquier tiempo ¢ y que, al tratarse de movimien-
tos sobre una linea recta, la funcién z (¢) resultard ser una recta o diferentes rectas definidas por
tramos de tiempo. Si se conoce la posicidn de la particula en dos tiempos t; y t, diferentes, es posible

determinar cuanto se desplazé en el intervalo de tiempo [t1,¢2] realizando la diferencia entre ambas
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posiciones
Az (t) =z (ta) —x (t1).

Sin embargo, conocer la posicion y el desplazamiento de una particula no es suficiente para de-
scribir a cabalidad su movimiento, pues no es lo mismo caminar a través de una cancha de futbol que
cruzarla en motocicleta. Por esta razén es que parece necesaria una definicion de velocidad, en este
caso la conocida como velocidad media v, la cual se obtiene como el cuociente entre el desplazamiento

que tuvo la particula en el intervalo de tiempo (¢, t2], y dicho intervalo de tiempo, es decir

o (t) = Aiit) _ f(tii :twl(tl),
La velocidad media entrega una informacion global sobre el movimiento que realiza una particula en
un intervalo de tiempo dado, sin pretender dar detalles del aumento o disminucion de la rapidez con
que se desplaza la particula. Pero de lo que se puede estar seguro, es que si la velocidad es constante
sera igual a la velocidad media, pues el cuociente entre desplazamiento y tiempo resultara siempre el
mismo. Visto de otra forma, la velocidad media corresponde a la pendiente de la recta que representa
la trayectoria en linea recta de una particula, es decir, la pendiente de la funcién x (¢). Véase el grafico
de la figura 7.60, que representa la trayectoria en linea recta de una particula durante 40 segundos,

medida en metros.

x(t)[m]
W= ———— e

201————

fs]

Figura 7.60: Gréfico posicion versus tiempo

Como se observa, la particula tuvo tres clases diferentes de desplazamientos. Durante los primeros

10 segundos tuvo un desplazamiento de 20 metros en linea recta, pues

x1 (t) = 21 (10) — 21 (0) = 20 [m] — 0 [m] = 20 [m] ,

entonces, la velocidad media que tuvo la particula en ese periodo de tiempo se calcula como la pendi-
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ente de la recta que representa el movimiento en los 10 segundos iniciales

~ 20[m] — 0 [m] _o [m}

"0 = 05 =0 s

Desde los 10 segundos hasta los 30 segundos, la particula siguié avanzando en su camino, pero
esta vez de una forma diferente, pues la recta que describe su movimiento en este intervalo de tiempo
tiene una inclinacion diferente a la primera, z; (¢), lo que insinda que su velocidad media también es

diferente. Su desplazamiento fue de
2o (t) = 29 (30) — 2 (10) = 30 [m] — 20 [m] = 10 [m],

resultando en una velocidad media de

30 [m] — 20 [m] :0’5[9}.

2 () == [s] — 10 s] s

En el dltimo intervalo de tiempo, desde los 30 segundos hasta los 40 segundos, se observa que la
recta que describe el movimiento de la particula resulta ser una recta paralela al eje del tiempo, lo que

se traduce en que en dicho intervalo de tiempo la particula no se movi6 de su ultima posicion, es decir
x3 (t) = 23 (40) — 23 (30) = 30 [m] — 30 [m] = 0 [m] ,

por esta razon, su velocidad media resulta ser 0, pues la pendiente es nula cuando se trata de una

recta horizontal, y efectivamente

Como ya se ha visto, determinar la pendiente de funciones lineales no resulta de mayor complejidad:
basta con conocer dos puntos pertenecientes a la recta y realizar el cuociente entre la diferencia de las
coordenadas de las ordenadas y la diferencia de las coordenadas de las abscisas, respectivamente.
Sin embargo, el universo de las funciones no puede reducirse simplemente a las rectas, tal como se ha
visto a lo largo del documento. A toda funcién que no sea poligonal (como por ejemplo la funcién valor
absoluto o el gréafico de la figura 7.60), se denominara de manera general por curva. Como ejemplos
de curvas se pueden mencionar las funciones polinémicas de grado mayor o igual a dos, las funciones

trigonométricas y las funciones potencias, entre otras.
Una curva, a diferencia de una recta, tiene una direccién y una pendiente diferente en cada punto
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perteneciente a ella, por esta razén no es posible analizar el comportamiento de una curva de la misma
manera como se analizaban las rectas. Para saber cudl es la pendiente de una curva, por ejemplo,
en un punto determinado de ella, es necesario encontrar la recta que pasa por dicho punto y a esta
recta encontrarle la pendiente. Dicho en otras palabras, se trata de determinar la pendiente de la recta
tangente a la curva en un punto determinado. No obstante, la construccién de una recta que tenga
solo un punto en comun con la curva no es inmediata. Para su construccion, guiese con el siguiente

proceso intuitivo (Courant and McShane, 1934)

Considere un curva C y fije en ella un punto P tal que la curva sea suave en dicho punto, es de-
cir, un punto donde la curva no cambie repentinamente de direccion (al finalizar esta construccion,
se definira concretamente a qué se refiere con curvas suaves). Y ademas, considere otro punto )

perteneciente a la curva, diferente de P, y trace la recta que une P con @ (ver figura 7.61).

Figura 7.61: Secante PQ1

De esta forma se obtiene una secante a la curva, mas no una tangente, pues la recta que se
construyé intersecta a dos puntos de la curva. Ahora, deslice a través de la curva el punto @, de
manera que se acerque al punto P, luego denote a este nuevo punto como (s, y a su posicién anterior
entonces denote por ;. Trace la recta que une a P con Q5. De la figura 7.62 se observa que

nuevamente se obtiene una secante a la curva.
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S~

Figura 7.62: Secante PQ)-

Una vez mas, deslice el punto @ sobre la curva aproximandose al punto P, determinando asi el

punto Q3 y trace la recta que une P con ()3, resultando ser nuevamente una secante (ver figura 7.63).

Figura 7.63: Secante PQ)3

Repitiendo el proceso, ubicando el punto ) cada vez mas cerca del punto fijo P, se obtiene un
conjunto de puntos {Q1,Q2,Qs, ...}, los cuales van formando, al unirlos con el punto P, un conjunto
de rectas secantes a la curva, rectas que en algiin momento van a converger a la recta tangente que
se desea obtener. En resumen, la recta tangente se obtiene en la posicion limite de la recta secante
PQ), es decir, cuando @ es un punto de la curva C que se aproxima indefinidamente al punto fijo P,
deslizandose sobre la curva por Q1, @2, @3, - . ., produciendo asi sucesivas rectas secantes a la curva
(representadas por rectas rojas en la figura 7.64) que convergen finalmente a la recta tangente en el

punto P (recta verde como se puede apreciar en la figura 7.64).
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Figura 7.64: Secantes convergiendo a la tangente

De esta forma, si se representa a la curva C mediante una funcién f (z) y se fijan las coordenadas
del punto fijo P como P = (xg,yo), entonces la recta secante a f (z) tendra una pendiente expresada

como
_ [ (@)~ f ()

x—x0

donde (z, f (z)) representa las coordenadas del punto @) que se desplaza a través de la curva.

A continuacion, observe la figura 7.65, donde se denota por « el angulo que forma la recta tangente
alacurvay el eje x, y por oy el angulo que forma la secante a la curva y el eje x. Como se dijo
anteriormente, cuando () es un punto sobre la curva que se acerca indefinidamente al punto fijo P, las
rectas secantes convergen en la recta tangente, y esto traducido a un lenguaje analitico no es mas que

lim a; = a.
Q—P
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\

Figura 7.65: Recta secante y recta tangente

Ahora, si se consideran las coordenadas que se asignaron a los puntos en cuestion, a saber P =

(w0, f (x0)) (donde yo = f (0)) y @ = (z, f (x)) (donde y = f (x)), se desprende que

tanap = 7f (2 — g]; (xo)’
— X9

y asi, mediante el proceso de limite visto anteriormente, se tiene que

tana = lim & =1 @)
T—T0 T — T

siendo entonces esta expresién la que determina analiticamente lo que ya se construyé y mostr6 gra-
cias a la intuicibn geométrica, es decir, la expresion formal del hecho de que las rectas secantes

convergen a una recta tangente en un punto determinado (xq, f (o)) en una curva.

Este limite es lo que se conoce como derivada, y mas precisamente, como derivada de la funcion

realy = f (x) en el punto (xy, f (zo)), la cual tiene diversas notaciones

dy

d
V=L@ o Lo Sr@)

siendo la primera notacién la que se ocupara en el resto del documento, quedando establecido que

Lo 1@) = £ (@)

T—0 T — Xg

= f' (o).
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Observacion 7.2.1: Cuando se hacia referencia a una curva suave, era para indicar aquellas fun-
ciones cuyo grafico no posee puntas en ningun valor de su dominio, y que por lo tanto, son derivables.
Como ejemplo de funciones suaves, se puede mencionar las funciones trigpnométricas y las funciones

polinémicas.

No obstante, existe otra manera de expresar el limite que define la derivada, y que también es bastante
usada. Supéngase que i es un nimero real cuyo valor absoluto es tan pequefio como se desee, de tal
forma que si se escribe x( + h se entienda como un nimero real muy cercano a xg (infinitesimalmente
cercano a xg), luego considerando esta idea para el punto Q, se puede reemplazar = por zg + h y
entonces ahora ya no se quiere que x se acerque a xg, Sino que h sea tan pequefo que se aproxime
lo mas posible a 0, dejando expresada la derivada como

f (zo +h) — f (20)

’ TR
f(xo)_}lllif%) h ;

y, como es posible determinar la recta tangente a cualquier punto de una curva suave, también es

posible determinar su derivada , obteniéndose de manera general otra definicién de la derivada

P () i LD (@),

h—0 h

Volviendo al ejemplo en el ambito de la mecanica clasica, la velocidad media v solo entregaba una
informacién global sobre el movimiento que realiza una particula en un intervalo de tiempo dado, sin
dar detalles precisos sobre la velocidad en cada instante de tiempo. Ademas, se observo que la ve-
locidad media no era mas que la pendiente de la recta que describe el movimiento en linea recta de
una particula. Pero, también se hicieron varias consideraciones iniciales para simplificar la descripcién
del movimiento de una particula, mas en general los cuerpos se mueven de manera mas compleja
que solo en linea recta y a velocidad constante. Por esta razon, considere el grafico de la figura 7.66,

donde se representa la trayectoria de una particula mediante una curva.
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xfr}

Figura 7.66: Trayectoria curva de una particula

Como se observé anteriormente, una curva posee una pendiente diferente en cada punto de ella,
entonces, en este caso, para determinar la velocidad que llevaba la particula en un tiempo determi-
nado to, serd necesario calcular la pendiente de la recta tangente a la curva z (t) en dicho punto ;.
En términos coloquiales, se trata de evaluar la velocidad media durante un intervalo de tiempo muy
pequefo, digamos (tg,to + h) con h tan pequefio como se desee, de tal forma que cuando h tienda
a cero, sera posible determinar la velocidad de la particula exactamente en el tiempo tg, llamandose

esta la velocidad instantanea v en el instante t,

ot = i Zt0 ) = )

Por tanto, se puede decir con certeza que la velocidad instantanea de una particula en un determinado

tiempo to, corresponde a la derivada de la funcién z (t) en el punto t

v (to) = .’[7/ (to) s

y cuando en fisica se dice simplemente velocidad, es porque se hace referencia a la velocidad instan-

tanea.

Antes de concluir esta seccién, existen algunas consideraciones importantes de mencionar en
cuanto a las definiciones de derivada: en la primera definiciéon, aquella en que = — g, no se trata
simplemente de colocar x = g en la expresion, pues esto llevaria a que tanto el numerador como el
denominador se hagan cero, quedando una expresion % carente de sentido matematico, para que esto
no ocurra es que se deben realizar previos pasos algebraicos con la funcién; por otro lado, se deberia
definir la derivada de una funcién y = f () como una nueva funcién vy’ = f' (z), siempre que el limite

exista, y en ese caso, se dird que la funcién f (x) es diferenciable; ademas, es necesario mencionar
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que si la funcién f (x) es diferenciable, entonces el limite cuando h — 0 en el cuociente

fleth) - f(x)
h

existe independientemente si h se acerca a 0 mediante los nimeros negativos, o mediante los nUmeros

positivos.

7.2.1 Propiedades de la Derivada

Otro punto importante con respecto a las derivadas es poder aplicarlas, y para ello es necesario apren-
der algunas técnicas basicas de derivacién con el objetivo de no tener que recurrir constantemente a

la definicion .

Proposicion 7.2.1.1: La derivada de una funcién constante es cero.

Demostracion:
Sea c un nimero real tal que f (z) = ¢ para todo = perteneciente a los reales. Aplicando la definicion
de derivada se tiene que

@D = f@) L e—e
/ _ _ _
Fo=lm =7 MR T im0 = 0.

Proposicion 7.2.1.2:  Si f es la funcién identidad, es decir f (x) = = para todo x en R, entonces
su derivada es 1.
Demostracion:

Al ser f la funcién identidad, claramente se tendréd que f (z + h) = « + h, luego usando la definicién

CfEAh-f@ . sth-a
Py
f (x)_ilg%) h h—0 h h—0h  h—0
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Proposicion 7.2.1.3:

: d :
e (sin (z)) = cos (), e (cos (z)) = —sin (z) .

Demostracion:
Se vera solo la demostracion de la funcién seno, puesto que la demostracién de la derivada del coseno

resultara ser analoga. En primer lugar, considérese la férmula para la suma de angulos del seno
sin (¢ 4+ 8) = sinacos 8 + sin § cos a,

con esto en mente, se tiene que para f (x) = sin (z) la derivada se encuentra como

. s + h) —sin (x)
H ) = Tig SR (x
fi(z) = lim Y ,
sinx cos h + sin hcosx — sinx

= 1.
e h ’
. sinz (cosh — 1) + cosxsinh
= lim ,
h—0 h
. . cosh —1 . sin h
=sinx lim | —— | + cosz lim .
h—0 h h—0 h

En el capitulo 3 del libro Célculo de Kitchen (Kitchen, 1992), se encuentra la demostracion de que

. Sinhi1 . cosh—li
e A

(U

luego se tiene entonces que
' (z) = (sinz) 0+ (cosx) 1

=cosrm

Hasta ahora, no ha sido necesario dar ejemplos de la derivada de las funciones que se han presen-
tado, puesto que las proposiciones vistas muestran explicitamente las funciones que son derivadas,

como las constantes, la funcion identidad, el seno y el coseno. Pero ¢ cémo derivaria la funcién

f(x) =z +2sinz?

¢0 la funcién

32
A continuacion se presentaran reglas de derivacién para la suma, multiplicacién y division para fun-

ciones mas generales, asi como también una regla para la derivada de las potencias de x.
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Proposicion 7.2.1.4: Si f y g son dos funciones reales y ambas son derivables en z(, entonces

la suma de ellas también es derivable en xy. Mas aln,
(f+9) (wo) = [ (x0) + ¢’ (w0) -

Demostracion:

Aplicando la definicion de derivada para la suma de funciones

(f +9)(xo+h) = (f +g) (zo0)

(f +9) (w0) = Jim

—0 h ’
o F ot h) g a0t h) ~ [F (z0) + g (o)
7h—>0 h s
_ o [ f@ot+h)— f(@o) | g(zo+h)—g(xo)
_}{%[ 0 - o) 4 0 . 0}7

= lim
h—0

[f(xo +h})L - f(xo)}
)

= f"(20) + ¢’ (z0)m

Proposicion 7.2.1.5: Regla de Leibnitz. Si f y g son funciones reales derivables en x, entonces

el producto de ellas también es derivable en x¢ y

(f9) (w0) = f' (x0) g (wo) + ¢’ (o) f (x0) -

Demostracion:

Aplicando la definicion de derivada al producto de funciones

(fg) (xo + k) — (fg) (z0)

(f9)' (o) = Jim . ,
— Im f(xo+h)g(xo+h)— f(x0)g(z0)
h—0 h ’

Agregando un sumando conveniente, que resulte ser cero, al numerador de la expresién anterior, sea

este
f(wo+h)g (o) — f (w0 +h)g(zo),
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se obtiene lo siguiente reordenando los términos y aplicando propiedades de los limites

(Fq) (o) = ,133%] f(xzo+h)g(zo+h)—g (xo)}]l‘F [f (xo +h) — f(20)] g (ffo),

g(zo+h) —g(zo) 1 lim f(xo+h) — f(x0)
h h—0 h

= lim f (w9 + h) lim, lim g (o),

= f(z0) g’ (w0) + [ (x0) g (w0) -

Por tanto, considerando el hecho de que

}lLig%)f(xo—Fh):f(Io),

se consigue demostrar que efectivamente

(f9) (x0) = f' (z0) g (w0) + ¢’ (z0) f (x0) -m

Corolario: La derivada del producto de una constante por una funcién derivable, es igual al pro-
ducto de la constante por la derivaba de la funcién, es decir, si una funcién g es tal que g () = cf (x)

con c una constante real y f una funcidn real derivable en z(, entonces
/ !/
g’ (zo) = cf’ (wo) .

Demostracion:
La demostracion resulta trivial usando la proposicion anterior: definase a la constante como una funcién

constante h (z) = ¢, asipues g (z) = h (x) f (z), y aplicando la derivada del producto se tiene

g’ (o) = (nf) (w0),
=1 (%0) f (z0) + f' (z0) h (20)
= 0f (z0) + f' (20) ¢,
=cf’ (20) .m

Ahora, se es capaz de calcular la derivada de un conjunto mas grande de funciones, véase algunos

ejemplos de la aplicacion de las reglas vistas:
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1. Sea f la funcién que se mencioné anteriormente, o sea f (r) = = + 2sinz. Para encontrar f,
primero se utiliza la regla de que la derivada de la suma de funciones es igual a la suma de las
derivadas. En otras palabras, si se denota a la funcién identidad por I () = z y se denota al

segundo sumando por J (x) = 2sin z, entonces el célculo se reduce a encontrar
fila)=T(2)+J (x).

Por la proposicién 7.2.1.2 se tiene que I’ () = 1. Para encontrar la derivada de la funcién J se

va a usar el corolario recientemente visto, y en ese caso
J (z) =2 (sinz) = 2cos .

Por lo tanto, utilizando en detalle las técnicas de derivacion vistas hasta ahora, se obtuvo facil-
mente que

f(r)=142cosz.

2. Sea ahora f () = 100 4+ 10z + cosz. Si se analiza en detalle, aqui se tiene la suma de tres
funciones: una funcién constante, una funcién producto de una constante por x, y una funcién
trigonométrica. Esta vez sin escribir todos los pasos intermedios, se llega rapidamente a la

derivada de la funcién, resultando

f'(x) =10 —sinz.

3. Considérese la funcion f (z) = xsinz cos z. En este caso se tiene el producto de tres funciones,
las cuales se pueden asociar como se desee, pues la derivada respeta la asociatividad, Ob-

sérvese:

e Si f(x) = (zsinx) cos z, entonces aplicando la regla para el producto se tendra que
f'(z) = (zsinz) cosz + (cosx) zsinz.
Nuevamente se aplica la regla para el producto

f'(z) = [(z) sinz + (sinz) 2] cosz + (—sinz) zsinz,
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y ahora, se obtiene entonces que

f'(z) = [sinz + zcosz] cosx — xsin? z,

2 g — zsin®z,

= sinx cos x + & cos
=sginzcosx + (cost — sin? x) ,

=sinz cosz + x cos (2z) .

e Si f(x) =z (sinz cosz), entonces se obtiene al aplicar la regla del producto, esta vez mas

directamente
[’ (z) =sinwcosz + z [coszcosx + (—sinz) sinz],

=sinxcosx + (C082 z — sin? :1:) ,

= sinx cosz + x cos (2z) .

Quedando entonces expuesto que no importa cémo se asocien los factores, el resultado es

el mismo.

Para seguir ampliando el conjunto de funciones que se podran derivar directamente sin recurrir a la

definicion, véase las siguientes técnicas.

Proposicion 7.2.1.6:  Si g es una funcién real derivable en xo y g (z¢) # 0, entonces % es deriv-

able en zg y su derivada resulta ser

Demostracion:
Para poder aplicar la definicion de derivada, es preciso antes verificar si la expresion (%) (xo + h)
siquiera tiene sentido. Esto se reduce a comprobar si la funcién esta definida para & arbitrariamente
pequeno, para ello se haran notar dos puntos: primero, el hecho de que, por hipétesis, la funcién g
es derivable en x¢ y por lo tanto, es continua en zq, y asi % también es continua en xzy; segundo,
como g (z¢) # 0 se tiene que existe un nimero real § > 0 tal que g (zo + h) # 0 para |h| < J (esto
se desprende de un conocido teorema, que dice que si f es una funcién continua en xg y f (x0) > 0,
entonces existe un nimero § mayor que cero tal que f (z) > 0, para todo z que satisfaga |z — x| < 9).
Por consiguiente, la expresion (%) (zo + h) si tiene sentido y entonces se puede usar la definicién de

derivada
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5ot = (5) @) ks -

}1L1_>Ht h o hllg) h ’

= lim 9(x0) = 9(x0 + 1)

h—o h[g (z0) g (xo + h)]’
= i [ oo+ 1) = () L ]

h—o g CL'() + h)
~ i [g (zo + h im
o [flL—m ] [%—m g (o) (ffo + h)}
= — /(1‘0) !

P @

Proposicion 7.2.1.7: Sean f y g dos funciones reales derivables en xy. Si g (z¢) # 0, entonces

la d|V|S|on ; s derivable en z( y su derivada es

<f)'(x0):f’($o)g( 0) =9 (o) f (20)

g lg (z0)]”

Demostracion:

De manera trivial se tiene la siguiente igualdad

Fop(h).
g g
entonces, usando la derivada del producto de funciones se tiene que
(£) = (r2) .
=7 (3) o+ (3) ) stwo
e Zo g X0 g Zo Zo) s

y por la proposicién anterior se sabe cual es la derivada de é, luego

£\ ~ f(w0) | =g (20)
(9> (w0) = g (o) * lg (:co)]2 f (o),
_ (@) g (o) — ¢ (z0) f (z0)
lg (1‘0)]2 [ ]
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Proposicion 7.2.1.8: Sea f es una funcién real derivable tal que f (z) = z™, con n un entero
positvo. Su derivada es

f'(z) = na™ L.

Demostracion:
Se vera una demostracién un poco diferente a las que se han realizado hasta ahora, una demostracién

por induccién sobre n:

Paran = 1 se reduce a demostrar que la derivada de f (r) = z esigual a f' (z) = 12*~! =1, lo
gue ya se tiene por proposicion 7.2.1.2.
Supdngase ahora que la proposicion 7.2.1.8 se cumple para algun entero positivo m, es decir, se sat-

isface que la derivada de f (x) = 2™ corresponde a f’ (z) = ma™ L.

Ahora, queda demostrar que se cumple para m + 1, o sea, que la derivada de ™! efectivamente

corresponde a (m 4 1) z(m+1) -1,

Sea g (x) = ™% una funcion real con m un entero no negativo. Si se denota por I a la funcién

identidad, entonces la igualdad

puede escribirse como

para todo x real, y asi, usando la regla de la derivada del producto y la hipétesis de induccion, se tiene

que la derivada de la funcién g resulta en

g (@) =f"(z) - I(x) +1'(z) f (),
=ma™ oz 4+1-2™,
=ma™ + 2™,
=(m+1)z™,

obteniéndose entonces lo que se deseaba, quedando demostrado por induccion que la derivada de la

funcionf (z) = 2™, con n un entero positvo, es f/ (z) = nz" '.m

Proposicion 7.2.1.9: Sea f es una funcién real derivable tal que f (z) = z™, con n un entero
negativo. Entonces

f'(x) = na" L.
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Demostracion:

Sea m un entero positivo tal que n = —m, luego

—1
—max™
@)= —73—,
€T m
—m—1
=—mz """,
sabiendo que n = —m con m un entero no negativo, queda entonces demostrado que

f(z) =na""'.m

Observacion 7.2.1.1: Para una funcién real f () = z™ con n = 0, siempre que = # 0 se ten-
dré que f’ (z) = 0, puesto que f (z) = 2° = 1. Ademas, la formula f’ (z) = nz"~! es vélida para

f (x) = 2™ incluso si n es un racional.

Ya se han estudiado casi en su totalidad las técnicas de derivacion més usadas y se esta en condi-
ciones de calcular derivadas de variadas funciones, algunas de ellas frecuentes dentro del calculo vy,

por ende, utiles incluso de memorizar. Véase los siguientes ejemplos:

1. Sea f (z) = 1, para valores reales de x y con z # 0. Si se denota por g (z) = z para aplicar la

proposicién 7.2.1.6, se tendréa inmediatamente que

2. Conociendo la derivada de las funciones trigonométricas basicas seno y coseno, el paso natural
parece ser encontrar la derivada del resto de las funciones trigonométricas: cosecante, secante,

tangente y cotangente. Sea f () = sec x. Se sabe que

1

cosx’

secxr =

luego definiendo como g (x) = cosx y usando la proposicién 7.2.1.6, se tendra que la derivada
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de la secante resulta

7 () = (1)'@) -

2
g (cosx)
1 sinx
~ \cosz ) \cosz )’
=secx tanw.
La derivada de la cosecante se célcula de manera anéloga, obteniéndose que (cscz)’ = — cscx cot x.

La tangente es otra funcién trigonométrica importante, que se obtiene como el cuociente

Denotando en este caso por f(x) = sinz y por g(x) = cosz, y aplicando la regla para la

derivada de un cuociente de funciones, se tiene

)

(g) () = (i) (cos Zi)os—x()gosx)’ (sinx)

~ (cos 2)? 4 (sinz)?

)

(cos :c)2
1

(cosz)?’

= se02 Z.

Por lo tanto (tanz)" = sec? z. El caso de la cotangente se puede hacer de dos maneras difer-

entes: considerando como

1
cotx =
tanx
0 como
Ccos T
cotx = — ,
sinx

y asi obtener su derivada aplicando la proposicion 7.2.1.6 o la proposicion 7.2.1.7, dejandose a

gusto la eleccién del método al lector, debe obtenerse (cot 2)" = — csc? z.

3. Sea f (r) = —42'%. Aqui se deben utilizar dos reglas de derivacion ya vistas, primero la regla
de derivacién para el producto de una constante por una funcién y luego la regla vista en la

proposicion 7.2.1.8 para las potencias de x con exponente un entero positivo. Por tanto

[ (z) = (—4) - 102071,

—402°.

4. Tal como se mencion6 en la observacion previa a los ejemplos, la regla para la derivada de las

potencias de x también es valida para exponentes racionales, y se vera entonces una funcion con

114



CAPITULO 7: UNIDAD DIDACTICA EN CALCULO DIFERENCIAL

estas caracteristicas, bastante conocida y usada en célculo. Sea f (z) = /z, donde = puede
tomar valores reales positivos. Utilizando entonces la técnica aprendida para las potencias de =

se tiene

f'(z) =

2z’

5. Se vera ahora el segundo ejemplo que se mencion6 casi al comienzo de la seccién. Sea f (z) =

sty para encontrar su derivada habra que aplicar tres técnicas de derivaciéon: la regla para

3x2

el cuociente de funciones, la regla para el producto de una funcién por una constante y la regla
para las potencias de z. Aplicando correctamente las técnicas aprendidas hasta ahora, no sera

dificil para el lector seguir el procedimiento y obtener la derivada de f

;. (—sinz)32? — 6z cosx
f ($> - Q4 ’
3z (—zsinx — 2cosx)

9zt ’
—xsinx —2cosx

33

Si bien se ha ampliado el repertorio de funciones que es posible derivar de manera inmediata y casi
mecéanicamente, usando las técnicas de derviacién estudiadas hasta el momento, todavia se carece
de métodos para derivar funciones como sin (29@3) 0 zv/1 — x2 de manera directa y sin tener que re-
currir a la definicion. Para este tipo de funciones, que corresponden a la composiciéon de dos o mas
funciones, y en realidad para poder derivar practicamente cualquier funcion que se encuentre en un
libro de calculo, es que se presenta a continuacién la técnica mas usada para derivar funciones, la que

se conoce como la Regla de la Cadena.

Proposicion 7.2.1.10: Derivada de funcion compuesta. Sean f y g dos funciones reales. Si g
es derivable en xg y f es derivable en g (z), entonces la composicién f o g es derivable en xg, y su

derivada es

(fo9) (z0) = f' (9 (20)) g’ (o)

Demostracion:
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Usando la definicién, la derivada de la composicion de funciones es

(o) (o0) — tim F 20 G0t H) = (F20) (20

h—0 h ’
o F(9 (@0 + 1) = £ (g (o))
) h :

En la expresién anterior, no resultaria complicado “hacer aparecer” una expresiéon que represente a la

derivada por definicion de la funcién g, mediante una multiplicacién por

g (xo +h) — g (x0)
g(zo+n)—g(xo)’

mas se debe ser precavido con la introduccion de este término, pues el denominador podria ser cero,

lo que no tendria sentido. Luego, se tendran dos casos:

Caso I: Supdéngase que existe una vecindad V del punto x, tal que xy no pertenece a V, en la cual
para valores de h tan pequefios como se quiera, se tendrd que g (xg + h) — g (zo) # 0. De esta forma,

se puede multiplicar la definicién por la expresion deseada

(ng)/ (20) = }llli% f (g (zo + h)i)l — f(g(z0)) . Ez(o) 1 Z; ;]Eiz;,
_ i T 9 @0+ 1)) — f(g(z0))  g(z0+h) —g(w0)
h—0 ($0+h) ( ) h ’

po L@@+ 1) = fg(@o)] [} g(@o+h) —g(xo)
h—0 (l'() + h) (.’K()) h—0 h

Por definicion, la derivada de g es precisamente la expresion del limite de la derecha. Para la expresion

de la izquierda, se va a sumar un “cero conveniente” dentro del argumento de la primera funcién f del

numerador, quedando como

i L9 @ +R) = fg(x0) _ . [ (9(x0) +[g (w0 +h) —g(z0)]) = f (9 (z0))
h=0 g (zo + h) — g (x0) h=0 g (zo+h) =g (zo) 7

sustituyendo por la letra k la expresion g (zo + h) — g (zo), y obsevando que cuando h tiende a cero, k

también tiende a cero (por la continuidad de g en xg), entonces se obtiene que

L F ot k)~ F(g()) T (o(0) + k)~ f (9(x0))
h—0  g(xzog+h)—g(xo) k—0 k ’

siendo esta la definicién de derivada de f en g (z). Por lo tanto, se ha obtenido que, para el caso en

que g (zg + h) — g (zo) # 0, la derivada de la composicion de funciones es efectivamente

(fo9) (z0) = f' (g (20)) g’ (x0).
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Caso IlI: (Kitchen, 1992) g

Véase la regla regla de la cadena en los siguientes ejemplos:

1. Sea f (z) = sin (23:3). Como se trata del primer ejemplo de aplicacion de la regla de la cadena,
se har& con detalle el procedimiento del célculo de la derivada de f. Denote por u (z) = sinz y

por v (z) = 223, de esta forma se observa claramente que

=u (21"3) ,

= sin (2x3) .

Luego, por la regla de la cadena se tiene q la derivada de f corresponde a

de esta forma, usando el hecho de que (sin (z))" = cosz, que la derivada de una funcién por
una constante real c resulta en cf’ y que las potencias de x se derivan mediante la regla (x”)/ =
nz" !, se tiene que
u' (v(z))- v (z) = (sin (21’3))/ : (2x3)/,
= cos (Qxd) 62,
Por lo tanto, aplicando en detalle la regla de la cadena en conjunto a las técnicas de derivacion

aprendidas anteriormente, se obtiene facilmente que
f' (z) = 627 cos (22%) .

2. Siguiendo con un ejemplo parecido al anterior, considere la funcion f (z) = sin (z 4 cos z). Esta
vez sin hacer todos los pasos ni todas las especificaciones anteriores, pues, como se observa,
la funcion es parecida a la del ejemplo 1, se calculara la derivada utilizando la regla de la cadena
directamente

f'(z) = (sin (x + cosz))" - (z + cosz)’,

=cos (x +cosx) - (1+ —sinx),
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y de esta forma se obtiene directamente la derivada de f, resultando en

f'(x) = cos (z + cosx) — sinx cos (z + cosx) .

3. Ahora, considere la siguiente funcién f (z) = (1 + 2z + x3)8. Es facil notar que las dos fun-
ciones u y v, que estan compuestas como uowv, son en este caso u (x) = 28 y v (z) = 1+ 2z +23,
en donde v corresponde a la suma de tres funciones, las cuales no se denotaran para su especi-
ficacién, pues la derivacién de suma de funciones ya se estudié y es algo que a estas alturas

debiera manejarse con facilidad. Entonces, la derivada se calcula como

f@)=d (v(z)-v' (),
—8(1+2z+2%) - (0+2+32%),

8(2+3x2) (1+2x+x3).

4. Sea f(x) = xv1— a2 En este caso, para poder calcular la derivada de f, primero debe

aplicarse la regla para el producto de funciones, quedando expresada como

() = (:L')’(\/l—xQ) + (\/1—x2)lx.

Y, es entonces que para calcular la derivada de la expresion +/1 — z2 se utilizara la regla de
cadena: sea u (z) = v/ yv(z) =1 — 22, luego u (v (x)) = /1 — 22 y su derivada se calcula
como

1

U/(U(x))'vl(x)zﬁ'(()—%)’

-
V1—22

Por lo tanto, la derivada de la funcién f resulta ser

o 1_362”(—96),
f@ V1—2a2
1 — 2% — 22

Vi—a22

_ 1—2z2

V1 —22

5. Como Ultimo ejemplo, considere la funcién f (z) = {/1 + tan (1 ++/z). En esta ocasién, sin

escribir ni detallar paso a paso los célculos que se van realizando, el lector debe ser capaz de
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seqguir el desarrollo y de llegar al resultado final

1

7 @) 7|

| =

(1 + tan (1 + \/:E))%2 - |sec? (1 + \/5)

1 sec? (1 +/7) .
6ve {’/(1 + tan (1 + /2))>

En esta seccién se han estudiado todas las técnicas de diferenciabilidad que se utilizan con mayor
frecuencia en el célculo de derivadas, pero se debe estar consciente de que no basta solo con leer las
reglas, mirar los ejemplos, ni siquiera basta con aprenderse las reglas de memoria, si no se realiza un
entrenamiento de ellas, en particular de la regla de la cadena, la cual segun muestra la experiencia
que resulta ser la de mas lenta aprehension. Una vez que el lector haya ejercitado realizando él mismo
el célculo de derivadas de diversas funciones, hasta que dicho calculo se transforme en un proceso

casi mecanico, es cuando podra sentirse seguro de que ha aprendido a derivar.

Para concluir, si bien en esta seccion se cambié un poco el espiritu de esa monografia, pues no se
exhibieron ejemplos relacionando el calculo de derivadas con otras areas, sino que solo se presentaron
métodos algoritmicos, no hay que perder de vista que saber calcular derivadas, a una amplia gama de
funciones, es muy necesario en variados contextos, pues resulta ser una herramienta muy usada en

otras ciencias, que hace preciso dominar a la perfeccién.

7.2.2 Teorema del Valor Medio

Supéngase que esta conduciendo un automévil en una carretera, desde una ciudad A con destino a
una ciudad B. Ademas suponga que tanto la carretera como el automdvil cumplen con condiciones
ideales, es decir, no hay semaforos, no hay congestién vehicular, no hay baches ni roce, entre otras
cosas. Si desde que comenz6 a conducir hasta que lleg6é a su destino transcurrieron 4 horas, y la
distancia que separa la ciudad B de la ciudad A son 240 kilémetros, entonces se puede encontrar la
velocidad media de conduccion mediante la férmula ya conocida

() =2 (tiz :Z(h)

b

donde, en este caso, se considerara el tiempo inicial ¢t; cuando empez6 a conducir como el inicio de
un cronémetro en 0, asimismo como se considerara que en la ciudad A esta el origen de un sistema
de referencia escogido de manera arbitraria, de manera que en direccién a la ciudad B se recorren

distancias positivas medida en kilometros (ver la figura 7.67).
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Figura 7.67: Ciudad A y ciudad B

Entonces, usando la férmula anterior se calcula

240 [km] — 0 [km]
YOS T on

obteniendo una velocidad media de 60 kilémetros por hora. Pero, como se ha mencionado anterior-
mente, la velocidad media solo da una informacion general en cuanto a la velocidad de una partiucla,
pues en realidad un automovil acelera y desacelera durante un viaje en carretera, alin en condiciones
ideales. Sin embargo, hay algo de lo que se puede estar seguro, y es que, en al menos un instante,
el velocimetro de automévil debié haber indicado la velocidad de 60 [kTm} bajo las condiciones ideales
previamente mencionadas. Y es precisamente esta Ultima afirmacién la que se puede asegurar gracias
al Teorema del Valor Medio, traduciendo ahora las condiciones ideales de la fisica, a propiedades que
debe satisfacer, en este caso, la funcién z (t) que describe la trayectoria del automévil, para lograr
asegurar que el velocimetro de éste efectivamente indicé la velocidad de 60 [kTm] al menos una vez

durante el viaje desde la ciudad A hacia la ciudad B .

Teorema 7.2.2.1: Teorema del Valor Medio. Sea f una funcién real tal que si
1. f es continua en un intervalo cerrado [a, b];
2. f es derivable en el intervalo abierto (a, b).

Entonces existe un nimero real ¢, con a < ¢ < b, tal que

Lo que el Teorema del Valor Medio quiere decir es que, si se consideran dos puntos pertenecientes
alafuncién f, ay b, y se calcula la pendiente de la recta secante a la curva en dichos puntos, entonces

existe otro punto de la funcién, ¢, que va estar entre medio de los dos puntos considerados anterior-
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mente, tal que la pendiente de la recta tangente a la curva en este punto, es decir, la derivada de la

funcién en ¢, va a coincidir con la pendiente de la recta secante (ver figura 7.68).

(b, fib))

(a, fla))

7

Figura 7.68: Teorema del Valor Medio

0 o

Para demostrar el Teorema del Valor Medio, se hace necesaria la mencién de otro teorema previo

para facilitar la demostracion, es el Teorema de Rolle:

Teorema 7.2.2.2: Teorema de Rolle. Supdngase que ¢ es una funcién real que satisface las

siguientes caracteristicas:

1. ¢ es continua en un intervalo cerrado [a, b];

2. p es derivable en el intervalo abierto (a, b);

Entonces existe un nimero real ¢, con a < ¢ < b, tal que

¢’ (c) =0.

El Teorema de Rolle no se va a demostrar, pero se deja al lector buscar su demostracién en la literatura
y leerla a conciencia.

Ahora si se tiene lo necesario para demostrar el Teorema del Valor Medio.
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Demostracion:

Considere la funcién auxiliar

donde L (z) corresponde a la secante que corta en los puntos (a, f (a)) y (b, f (b)) ala funcién f,y ¢
representa una desviacion del grafico de la funcion f respecto de la secante L. Utilizando la conocida
férmula de la recta punto pendiente

y—yo=m(x— o),

se tiene facilmente que la ecuacion de la recta secante esta dada por

satisfaciendo las hipétesis del Teorema de Rolle, pues al ser f continua en [a, b] y derivable en (a, b),

la funcion ¢ hereda estas propiedades trivialmente. Ademas

el =r@-s@- [T a),

Por lo tanto, por el Teorema de Rolle, existe un nimero real ¢, tal que a < ¢ < by que ¢’ (¢) = 0. Pero,

por otro lado

¢o=re- =)
y asi
f/ (C) _ |:f(b) _£<a):| :07
IRICEIC)

quedando demostrado el Teorema del Valor Medio.m

Para cerrar esta seccién, se vera un ejemplo matematico de aplicacién del teorema del valor medio:
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Ejemplo: Demostrar que se cumplen las siguientes desigualdades
1 1
843 < V66 < 8 + 5

Solucion:
Considere la funcién f () = /z y el intervalo [64, 66] perteneciente al dominio de f, el cual corre-
sponde a los reales positivos y el cero. Se observa claramente que f es continua en [64, 66] y que es

derivable en (64, 66), luego por el teorema del valor medio existe un nimero ¢ € (64, 66) tal que

o V86—V
FO= 6661

donde se sabe que

1
/ pr—
f (C) - 2\/&7
entonces
1 V/66-38
2c 2 7
1
=—+38.
V66 7 +

Por otro lado, como ¢ € (64, 66), se traduce en que 64 < ¢ < 66. Pero también claramente se tiene

que 64 < ¢ < 66 < 81, luego

64 < c< 81,
8 < Ve < 9,
L R 1
8 NG 9’

1 1
§+8> %+8> §+8.

Y, por lo tanto, se demuestra que efectivamente

1 1
8+§<\/%<8+§.

7.2.3 Funciones Crecientes y Decrecientes

Al finalizar la definicién de derivada y previo a las reglas de derivacion, se hizo mencién a la informacion
que se podia extraer del signo de la derivada, concluyendo que el signo de la recta tangente a curva

puede dar indicios hacia qué sentido del eje x la curva crece o decrece, en el punto de tangencia. En
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la seccion que ahora comienza, se ahondara en este tema, describiendo con exactitud las funciones
crecientes y decrecientes, y profundizando mas formalmente en los puntos maximos y minimos que

pudiera tener una funcion.

Definicion 7.2.3.1: Sea f una funcién real. Se dice que f es creciente sobre un intervalo I si
para todo par de puntos x; y x2 en el intervalo tales que =1 < z3, entonces f (z1) < f(x2). Sila
desigualdad es estricta, es decir, si x; < z5 implica que f (1) < f(x2), entonces se dird que f es

estrictamente creciente.

La definicion para funciones decrecientes resulta ser analoga, de todas formas se explicitara:

Definicion 7.2.3.2: Sea f una funcién real. Se dice que f es decreciente sobre un intervalo
I si para todo par de puntos x1 y x2 en el intervalo tales que z; < z3, entonces f (xz1) > f (z2).
Nuevamente, si 21 < x5 implica la desigualdad estricta f (z1) > f (x2), entonces se dird que f es

estrictamente decreciente.

Observacion 7.2.3.1:  Se dice que una funcién f es mondtona en I, si es creciente o decreciente

enl.

Para comprender completamente las definiciones, véase los siguientes ejemplos:

1. Sea f (x) = /x, definida en el intervalo [0,+0c0). Sean z; y 2 puntos dentro del intervalo
[0,4+00) tales que x; < x2, Al aplicar la raiz cuadrada a la desigualdad se obtiene que /71 <

/T2, por lo tanto f es estrictamente creciente.
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Figura 7.69: f (z) = V&

2. Sea f (x) =  definida sobre el intervalo abierto (0, +oc0). Si z1 y x2 pertenecen a (0, 400) y
ademas z; < x2, entonces al aplicarla funcién a la desigualdad, esta se invierte, pues el inverso

multiplicativo de un namero real invierte el sentido de la desigualdad, resultando en

1 1

Z1 1‘27

lo que indica que f es una funcién estrictamente decreciente.

Figura 7.70: f (z) = +

3. Sea f (z) = 2* definida en toda la recta real. Claramente para todo par de numeros reales
71y 7o tales que x1 < z2 se cumplird que z3 < x3, demostrando asi que f es estrictamente

creciente.
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Figura 7.71: f (z) = 23

4, Sea f (z) = 2? definida sobre los reales. Se observa que no es posible determinar si la funcion
es creciente o decreciente considerando toda la recta real, pero si es posible restringir intervalos
de R donde si se puede determinar la monotonia exacta de la funcién.

Para valores x1 y x5 en el intervalo (—oo, 0) tales que =1 < x3, se tiene que
2 2
ri > 13,

y por lo tanto, f es estrictamente decreciente en el intervalo (—oo, 0).

Para valores x1 y x5 en el intervalo (0, +00) tales que =1 < x3, se tiene que
2 2
T < To,

y por lo tanto, f es estrictamente creciente en el intervalo (0, +00).

Figura 7.72: f (z) = 2?
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5. Considere la funcién definida a trozos sobre los reales

—1 ,parax <0
f(@)=

1 , parax > 0

Figura 7.73: Funci6n a trozos

Se observa que para valores x; y x5 menores que cero, se tendrd que f (z1) = f (z2) = —1.
Anélogamente se tendré para valores x1 y zo mayores o iguales que cero, que f (z1) = f (x2) =
1. En ambos casos, y con la informacidn que se tiene hasta ahora, no es posible caracterizar a
la funcién como creciente o decreciente. Pero si se consideran valores z; y - tales que z; < 0

y x5 > 0, se observa que

—1=f(m) < f(x2) =1,

y por lo tanto, para un intervalo que corresponda a una vecindad del cero, la funcién seré cre-

ciente.

6. Considere la funcién definida como

1 , sizesracional
f(z)= :

0 , sizesirracional

conocida como la Funcidon de Dirichlet, la cual tiene como una de sus caracteristicas no ser
monétona en ningln intervalo, es decir, no es posible determinar un intervalo en el cual sea

creciente o en el cual sea decreciente.

Observacion 7.2.3.2: Si f (z) = ax + b es una recta en el plano, entonces

127



CAPITULO 7: UNIDAD DIDACTICA EN CALCULO DIFERENCIAL

e f es creciente si su pendiente a es mayor a cero (positiva).

e f es decreciente si su pendiente a es menor a cero (negativa).

A continuacién, se presentara un teorema que muestra un método alin mas sencillo de aplicar para

determinar si una funcioén es creciente o decreciente:

Teorema 7.2.3.1: Sea f una funcién real definida sobre un intervalo abierto I. Si f es creciente
en el intervalo y ademas es derivable en un punto zo € I, entonces f’ (zo) > 0. Reciprocamente, si
f'(z) > 0 paratodo z en el intervalo, entonces f es una funcién creciente en I. Mas adn, si la derivada
de f no se anula en ningln punto del intervalo, entonces la funcién sera estrictamente creciente sobre
1.

Demostracion:

Para comenzar, suponga que f es creciente en el intervalo abierto I, y que para zy en el intervalo
existe su derivada, es decir, existe f' (zg). Luego, sea = un nimero distinto de z y que también esté
en I, sin pérdida de generalidad, asuma que zy < x, de esta forma se tiene que

f () = f (20)

T — X

> 0.

Esto implica que entonces
o @) = f (@0)
1m

T—x0 T — To

>0

- )

lo que corresponde precisamente a la definicion de la derivada de la funciéon f en el punto g, y por

tanto

f/ (.’E()) 2 0.

Supdngase ahora que f’ (z) > 0 paratodo x en el intervalo I. Sean z; y x5 pertenecientes al intervalo,
tales que 21 < x2. Lo que se debe demostrar es que f (x1) < f (z2) para que la funcién sea creciente.
Por el Teorema del Valor Medio, existe un nimero real £ entre x1 y x2, es decir, 1 < £ < x2 (y, por
ende, ¢ € I), tal que

7 (€) = f(z2) — f($1)7

(&) (xo —x1) = f(22) = f(21).

Por hipétesis, f' (£) > 0 (pues £ pertenece al intervalo I), y ademés xo — x1 > 0, entonces

0< f(z2) — f(21),
f(z1) < f(x2),
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y por lo tanto, f es creciente.

Ahora, suponga que f no es estrictamente creciente sobre I. Habra entonces dos puntos en I, sean
estos x1 y xo, tales que z1 < x2 pero f (z1) = f (x2). Al ser f una funcién creciente sobre el in-
tervalo I, lo es también en el intervalo (z1,x2), y por tanto necesariamente f debe ser constante
sobre ese intervalo. Por consiguiente, f’ se anulara en el intervalo (z1, z2), concluyendo con esto la

demostracion.g

Observe que si f es una funcién creciente, entonces — f sera una funciéon decreciente, ya que si
se define como g = —f, entonces ¢’ () = — f' (z) < 0, esto porque al ser f creciente se cumple que
1/ (x) > 0. Este hecho es el que se utiliza en la demostracion del teorema analogo al anterior para

funciones decrecientes, que se enuncia a continuacién:

Teorema 7.2.3.2: Sea f una funcién real definida sobre un intervalo abierto I. Si f es decreciente
en el intervalo y ademas es derivable en un punto zo € I, entonces f’ (zo) < 0. Reciprocamente, si
f'(x) < 0 para todo z en el intervalo, entonces f es una funcién decreciente en I. Mas aun, si
la derivada de f no se anula en ningun punto del intervalo, entonces la funcién sera estrictamente
decreciente sobre I.

Demostracion:

Se deja al lector, pues es equivalente a la demostracion realizada anteriormente, pero usando el hecho

mencionado previo al teorema.

Véase algunos ejemplos mas:

1. Considere la funcién f (x) = 22® — 3x. Su derivada resulta ser
f/(x) =62> —3=3(22>-1),

con la cual se puede determinar en qué intervalos la funcién sera creciente o decreciente. Se
observa que para que la derivada sea positiva se debe cumplir que 222 — 1 > 0, lo que significa

que la funcién sera creciente precisamente cuando

>\/T < \/T
T - T < =4/ =
= 2}’ > 9

Por otro lado, f sera decreciente cuando

f< <\f
g =7 2
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Aln es posible sacar informacion de la funciéon que permita esbozar su grafica. Junto con la

informacién concluida anteriormente, considere los siguientes hechos:

1 1
(- -

1 1
f( 2>=—2 3 =—2.

3 3
= —/2,0,4/2.

De esta forma, es posible conseguir un dibujo aproximado del grafico de f, como muestra la

Ademas, f (z) = 0 cuando

figura 7.74.

E

.
]
.
[

[= :
J2 |2

Figura 7.74: Intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcién

2. Usando el criterio de la primera derivada, se va a demostrar que se cumple la siguiente desigual-
dad
tan (x) > x,

para todo x en el intervalo [0, % ).

Denote por g (z) = tan (z) — x, de tal forma que g (x) > 0. Calculando su derivada se obtiene
que

g (x) = sec® (z) — 1,
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y usando una de las identidades trigonométricas conocidas, se sabe que
tan? (z) + 1 = sec? (),

de esta forma, g es una funcién creciente en el intervalo [0, g) pues ¢’ () = tan? (z) > 0, para
todo = en [0, g) Luego, como es creciente, se cumple que 0 < z implica que g (0) < g (x),
donde ¢ (0) = 0y de esta forma

0 < tan (x) — =z,

x < tan (),

para todo « en el intervalo [0, ).

Como se vio, el criterio de la primera derivada no solo sirve para determinar si una funcién es
creciente o decreciente, o para ayudar a determinar el comportamiento de la funcién en diferentes in-
tervalos, sino que ademas es posible aplicar el teorema en otro tipo de ejercicios.

Asi como la primera derivada puede entregar informacién sobre la funcién e incluso ayudar a esbozar
el gréfico de esta, también la segunda derivada otorgard informacion importante sobre caracteristicas
mas especificas, como por ejemplo los puntos maximos y minimos que posee, y es precisamente lo

que se vera en detalle en la siguiente seccion.

7.2.4 Segunda Derivada: Maximos y Minimos

En la seccion anterior se profundizé en el significado del signo, ya sea positivo o negativo, de la
derivada de una funcién, mas aun no se ha establecido formalmente en qué se traduce que una
funcién tenga derivada nula en uno o mas puntos de ella. En esta seccion, se pretende describir
qué es un punto maximo y minimo, hacer distinciones entre maximos globales y maximos locales,
asimismo entre minimos globales y locales, y determinar cuales son las condiciones necesarias para

maximos y minimos.
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Figura 7.75: Puntos Criticos

Para comenzar, considere el grafico de la figura 7.75, en el cual es posible determinar cuales son

los puntos minimos y maximos, usando simplemente la obsevacion (Kitchen, 1992)

Los puntos B, D, F y H corresponden a los puntos mas altos de la funcién, siendo el punto F el mas
“grande” de todos ellos. Por esta razon, se dice que el punto F es un “maximo absoluto” de la funcién,
y los puntos B, D y H serian solo “méximos locales”. De la misma forma, se observa que los puntos A,
C, E y G corresponden a los puntos mas bajos de la funcion, siendo el punto G el mas “pequefio” de
ellos. De esta manera, se dice que en G la funcién tiene un “minimo absoluto”, y que los puntos A, Cy

E serian “minimos locales”.

Cabe destacar que para que un punto sea catalogado como maximo o minimo, no es necesario que
la funcién sea diferenciable en dicho punto, tal como ocurre en los puntos B y E, en donde la funcién
presenta “puntas” las cuales no son derivables. Por esta razén, al momento de determinar cuales son
los puntos maximos o minimos de una funciéon es recomendable analizar también los puntos en los

cuales la funcién no es derivable.

Por ultimo, no es posible aun clasificar el punto |, pues pese a mostrarse en la figura 7.75 que la
tangente en ese punto es paralela al eje z, como en el caso del resto de los otros puntos, no corre-
sponde ni a un maximo ni a un minimo, por lo cual su situacion se analizar4 mas adelante. Con las
observaciones previamente hechas gracias a la intuiciéon, compare a continuacién con las definiciones

formales:
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Definicién 7.2.4.1: Sea f una funcion real y sea I un intervalo contenido en el dominio de f. Un

punto xz de I se dice que es un maximo global de la funcién f si satisface que

f(x0) > f(2),

para todo x en el intervalo I. Analogamente, un punto zy de I se dice que es un minimo global de la

funcién f si satisface que

f o) < f (),

paratodo x en I.

Definicion 7.2.4.2: Sea f una funcién real definida sobre un intervalo I. Se dice que f tiene un
maximo local en xo € I si existe un real positivo € tal que f es creciente en el intervalo (zg — €, z9) y
f es decreciente en el intervalo (g, 2 + ¢€).

Asimismo, se dice que f tiene un minimo local en xy € I si existe un real positivo € tal que f es

decreciente en el intervalo (o — €, 20) y f es creciente en el intervalo (zg, 2o + €).

Noétese que no hay condicién de diferenciabilidad para el punto xq, por lo que dicho punto, siendo
un maximo o un minimo, podria ser una punta, como es el caso de los puntos B y E de la figura 5.67.
Pero también, en el gréfico de la figura 7.75 se observa que para los puntos A, C, D, F, G y H existe la
tangente y esta resulta ser paralela al eje z, por lo que la derivada de la funcién en dichos puntos debe

anularse. Este hecho es lo que precisamente se formaliza en el siguiente teorema:

Teorema 7.2.4.1: Sea f una funcién real definida sobre un intervalo I. Si f tiene un maximo o un
minimo en zo € Iy f es derivable en z, entonces f’ (z¢) = 0.

Demostracion:
Sin pérdida de generalidad, suponer que f tiene un maximo local en zy. Por definicion de maximo
local se desprende que existe un real positivo € tal que f (z¢) > f (z) para todo x en el intervalo

(xo — €, o + €). Considere el siguiente cuociente

f(xo+h) = f(z0)

donde h es un real. Note que
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cuando —e < h < 0, por lo que

o o+ h) — 1 @)

h—0- h

Por otro lado,

f(zo+h) = [ (x0)

cuando 0 < h < €, de modo que

lim f(zo+h)— f(x0)
h—0t h

<0.

Finalmente, comola funcién debe ser derivable en xg, los limites anteriores deben ser iguales, por lo
tanto se concluye que

lim
h—0

fleo+h) = flao) _
h 7

y asi
f(z0) =0.m

Del grafico de la figura 7.75, de las definiciones y del teorema recién visto, se pueden extraer algunas

conclusiones:

1. Si se quiere saber cuales son los maximos o minimos de una funcién, lo primero es encontrar
aquellos puntos de la funcion en los cuales la derivada se anula, puntos a los que se denominaran

puntos criticos.

2. Se observa que una funcién puede tener maximos y minimos en puntos que no sean derivables,
como por ejemplo los puntos B y E de la figura 7.75. Por esta razon, se recomienda también

examinar los puntos en los cuales la funcién no sea derivable.

3. Por ultimo, puede ocurrir que se encuentre un punto critico pero que no corresponda ni a un
maximo ni a un minimo, como es el caso del punto | en el grafico, donde claramente se cumple

que f’ (I) = 0, pero su condicién no corresponde ni a maximo ni a minimo.

A continuacion, se hace entrega del Criterio de la Segunda Derivada para determinar los valores

extremos de una funcidn, definiendo en primer lugar la segunda derivada de una funcién real:

Definicion 7.2.4.3: La segunda derivada de una funcion real f en el punto zy corresponde a

i T (@0 1) = f @)
h—0 h

_ f// (x()) )
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Teorema 7.2.4.2: Citerio de la Segunda Derivada. Sea f una funcion real definida sobre un
intervalo I. Si xo es un punto critico dentro del intervalo 7'y f” (o) > 0, entonces x, corresponde a
un minimo local.

Demostracion:

Por definicién, se tiene que
/ !
" T f (x0+h)_f (330)
17 (wo) = Jim, h ’

y por hipotesis se sabe que [ (z¢) = 0, al ser 2o un punto critico de la funcién, y ademas

I (z0) = lim 7f/ (o + h)

h—0 h > 0.

Luego, como el limite en z existe, entonces también existen sus limites laterales, asi se tiene que

[ (zo) = lim 7fl (o + 1)

> 0,
h—0— h

lo que implica por un lado que tanto f’ (z¢ + h) como h son negativos, y se puede afirmar que existe
un real positivo € tal que f’ (z) < 0 para todo = € (z¢ — €, ) , €n consecuencia, f seria decreciente
en el intervalo (zo — €,x9). Por otro lado, cuando se acerca por la derecha hacia h, también debe

satisfacerse
!/ + h)
" — 1 I (o >0,
fi )= o, =
y ahora como h > 0, entonces también f’ (x¢ + h) > 0, porlo que f’ (x) > 0 paratodo x € (zg,zo + €)
lo que significa que f es creciente en el intervalo (zg, zo + €). Por lo tanto, por definicion de minimo

local, se tiene que si f” (x¢) > 0 entonces z( es un minimo local.g

De manera similar se demuestra el siguiente teorema, cuya demostracion quedara para el lector:

Teorema 7.2.4.3: Criterio de la Segunda Derivada. Sea f una funcion real definida sobre un in-
tervalo I. Si zy es un punto critico dentro del intervalo Iy f” (zo) < 0, entonces z, corresponde a un

maximo local.

Antes de mostrar algunos ejemplos y aplicaciones, aln no es posible clasificar de algin modo lo
que ocurre con el punto | del grafico de la figura 7.75, pues en tales casos ocurre que, si bien xg es un
punto critico, su segunda derivada resulta ser nula, es decir f” (z¢) = 0. Para ese tipo de casos no es
posible determinar si es un maximo, un minimo u otro tipo de caracteristica (como ocurre en el punto
I, donde se produce lo que se conoce como punto de inflexion, llamado asi porque corresponde a un

punto en el cual la funcién cambia de sentido su curvatura), para ello sera necesario utilizar derivadas
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de orden superior. En el siguiente teorema se plantea lo que ocurre cuando la segunda derivada en un

punto se anula, utilizando en este caso la tercera derivada y cuya demostracién se deja al lector.

Teorema 7.2.4.4: Sea f una funcion real definida sobre un intervalo I y zy un punto en el. Si

" (xo) =0y f" (zo) # 0, entonces la funcién tiene un punto de inflexién en x.

A continuacion se muestran algunas de las multiples aplicaciones que tiene el criterio de la segunda

derivada en el proceso de encontrar maximos y minimos:

1. En geometria basica. Demostrar que de todos los rectangulos de perimetro P, el de area max-

ima corresponde a un cuadrado.

Considere un rectangulo de ancho z y de largo y, tal como muestra la figura 7.76.

Figura 7.76: Rectangulo

Lo que se desea maximizar en este caso es el area

A = zy,

pero solo se conoce el perimetro de los rectangulos que se pueden construir, por tanto se sabe
que

20+ 2y = P,
de donde se puede despejar una variable, sea y obteniendo

_P*QI
y= 5
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Luego, es posible escribir el area como una funcién de una sola variable, quedando como

A(a?):/?fx?

Calculando su derviada e igulando a cero para encontrar sus puntos criticos se obtiene

P
A’(x):§—2x =0,
P
4

Usando el criterio de la segunda derivada

A" (z) = =2,

por lo que % resulta ser un maximo local, pues A” (%) < 0. Reemplazando entonces el valor
de x para encontrar el valor de vy, se tiene que

y:

)

P
1

por lo que, efectivamente, de todos los rectangulos que se pueden construir de perimetro P,
aquel que tenga el area mayo sera un cuadrado, pues resulto que tanto el ancho como el largo

del rectangulo deben medir £'.

. Se dispone de 20 metros de alambre para cercar un jardin cuya forma es la de un sector circular.

¢ Qué radio del sector circular permite un area maxima?.

Denote por r el radio del sector circular y por s el largo de la cuerda de dicho sector (ver figura
7.77).
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Figura 7.77: Sector circular

Nuevamente se desea maximizar el area, siendo en este caso

rs
A=
2

Por otro lado, solo se dispone de 20 metros de alambre con los que se debe cubrir todo el

perimetro, por lo que

2r 4+ s = 20,
de donde

s =20—2r,
obteniendo entonces la funcion area

A(r) =10r —r2.

Igualando su derivada a cero

10 —2r =0,

r=2>5.

Usando el criterio de la segunda derivada para evaluar el punto critico encontrado se obtiene

A" (5) = -2 <0,

por lo tanto, cuando el radio del sector circular es 5 se consigue una area maximal para el jardin

gue se quiere cercar.

. Determinar las dimensiones mas economicas para construir una piscina abierta de 32 metros

cubicos, tal que su fondo sea cuadrado.
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Considere la figura 7.78, en donde se ha denotado por = a la medida del lado de la base, y por

y la altura de la piscina.

Figura 7.78: Piscina

Al querer economizar en gastos para la construccién de la piscina, lo que se dede minimizar es
la superficie de la piscina, la cual corresponde al &rea de la base cuadrado mas el &rea de cada
cara rectangular, es decir

A= 2%+ day.

Por otra parte, se conoce el volumen de la piscina, correspondiente al area de la base de la

piscina por la altura de la misma, obteniendo asi una expresién para y

2y = 32,
32
Y= ﬁ?

la cual tiene sentido pues en la construccion, de una piscina en este caso, se asume que las

dimensiones no pueden ser 0. De esta forma, se obtiene la funcién area

128
A (I) = xQ + T
x
cuya primera derivada queda expresada como
128

Igualando a cero, su punto critico resulta ser x = 4. Calculando ahora su segunda derivada para
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poder aplicar el criterio, se obtiene que

256
AII (l’) — 2 + ?’
en donde resulta ser

A" (4)=3>0.

En consecuencia, para economizar en la construccién de una piscina de base cuadrada, su base

debe medir 4 metros por lado, y su altura debe ser de 2 metros.

. Aplicacion en Biologia. Estudios revelan que ciertos animales (como por ejemplo, las aves y
los peces) efectian sus desplazamientos tratando de minimizar su gasto energético.

Considere un tipo de pez migratorio que nada a contracorriente en un rio. Sea v la velocidad de
un pez de este tipo, y sea u la velocidad de la corriente, tal que v < v. La energia F necesaria

para nadar una distancia d fija, se expresa por la relacion

_Kdv3
Tu—u’

E(v)

donde K y u son constantes positivas. Determine con qué velocidad debe nadar el pez en estu-

dio para que logre minimizar su gasto de energia.

Si lo que se desea es encontrar un punto critico que minimice la funcién de la energia dada, lo

primero es derivar dicha expresion con respecto a v. Derivando se obtiene

~ Kdv? (2v — 3u)

E' (v
(v) (v—u)2

Aligualar a cero la expresién anterior, se obtienenv =0y v = %u como puntos criticos. v = 0 se
descarta, pues se asume que el pez no esta en reposo. Para verificar que el punto critico v = %u
efectivamente es un minimo de la funcién energia, esta vez se utilizara la definicion de minimo
otorgada por la definicién 7.2.4.2., ademas de los teoremas 7.2.3.1. y 7.2.3.2. que hablan sobre
intervalos de crecimiento y de decrecimiento, utilizados en la definicion de minimo mencionada

previamente.

Sabido por hipétesis que v es estrictamente mayor que u, entonces para v se deben considerar

los intervalos de prueba (u, 3u) y (2u,00) (en tanto el extremo derecho del segundo intervalo

tenga sentido fisico, al estar trabajando con velocidades).

En el primer intervalo, considere v = %u, y al evaluar la derivada se obtiene
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25
E (v=>5u) = —?uKd <0,

por lo que se deduce que en (u, %u) la funcion E es decreciente. En el segundo intervalo,

considere v = 2u, evaluando en la derivada se obtiene

E' (v=2u) =4uKd > 0,

por lo que se deduce que en (%u, oo) la funcién E es creciente. Por definicion 7.2.4.2. se con-

cluye que v = %u corresponde a un minimo local de la funcién E.

Por lo tanto, para minimizar el gasto de energia, el pez que se traslada a contracorriente debe
nadar a una velocidad dada por v = 1, 5u, donde u corresponde a la velocidad de la corriente
del rio. En otras palabras, el pez debe superar en un 50% la velocidad que posee la corriente del

agua .

. Aplicacion en Fisica. Una de las ramas importantes de la fisica es la 6ptica, la cual se encarga
de estudiar el comportamiento de la luz y los fenémenos que ocurren en torno a ella. El Principio
de Fermat en Optica, en términos simples, establece que la trayectoria que describe la luz al
viajar de un punto a otro es tal que minimiza el tiempo empleado. Bajo este principio se puede

probar la Ley de Refraccion de la Luz o conocida también como la La Ley de Snell.

Figura 7.79: Refraccién de la luz

Considere la figura 7.79, en donde los datos colocados en negro son los conocidos y los datos
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en rojo son notacion de datos que no se conocen. La luz viaja desde el punto A en el medio uno
(suponga que es el aire) hacia el punto B en el medio dos (suponga que es el agua). Sea v, la
velocidad de la luz en el medio uno y vs la velocidad de la luz en el medio dos. Suponga que el
borde que separa ambos medios es plano y denote por “x” la distancia que hay desde el punto 0

hasta el punto P donde la luz pasa del aire al agua.

Sea T el tiempo total empleado en ir desde A hacia B, el cual se puede separar en dos tiempo:
T el tiempo que demord la luz en el medio uno, y 75 el tiempo que demord la luz en el medio dos,
de esta forma T' = T1 + T5. Se sabe que la velocidad media se calcula como el desplazamiento
dividido por el tiempo empleado, por lo que se puede encontrar una férmula para encontrar el

tiempo en términos de la velocidad y del desplazamiento

V=

t=

SRS RS

Asi, usando propiedades trigonométricas de los rectangulos rectangulos, se obtiene claramente
que
va? + a?

Inh=———,
U1

b+ (y — 2)°
2=,
V2
de donde y — x representa la distancia que existe entre el punto P y el punto “y” en la figura 5.71.
Por lo tanto, es posible tener una expresion del tiempo total que emplea la luz en ir del punto A

al punto B en funcién de la distancia “x”, siendo

_ Y@t b+ (y — )

U1 V2

T (z)

Derivando la funcién, se obtiene

T' ()

. T y—x
T v + 22 / ’
nva*+x Vs b2+(y—x)2

e igualando a cero, como si se quisiera encontrar sus puntos criticos, se obtiene la siguiente

igualdad

x . Yy—x
/2 7 / ’
mvac +x Vs b2+(y—x)2

T

Va2 + 22’

Por otro lado, observe que

sinoy =
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Yy que
. Yy—x
sin gy = —————,

b+ (y — )
lo que implica que la igualdad obtenida anteriormente queda expresada en términos conocidos

como
sin a1 sin o

)

(%4 (%)

féormula conocida como la Ley de Snell.

7.2.5 Concavidad y Convexidad

Si bien ya es posible trazar el grafico aproximado de una funcién con lo estudiado hasta el momento
en cuanto a las derivadas, aun existen propiedades de la segunda derivada que no se han estudiado y

que resultan de gran importancia y utilidad para el trazado de graficos con mayor exactitud.

Considere una funcién real f definida sobre un intervalo I. Sea x( un punto perteneciente a I tal

que f es derivable en x(. Se define entonces a la recta tangente a f en xy como

L(z) = f(x0) + f' (x0) (x — x0),

definida asi pues equivale a la conocida ecuacién de la recta que pasa por el punto (zg,yo) con

pendiente m

y =10 +m(x—x),

resultando ser £ la ecuacién de la recta tangente en z. Luego se definen:

Definicién 7.2.5.1: Se dice que f es convexa en x si existe un real positivo J tal que

f(x) > L(x),

para todo x # ¢ en (xg — 9, g + 9).

En otras palabras, el que una funcién sea convexa quiere decir que el grafico de esta va a estar por

encima de la recta tangente a la curva en xg, en un intervalo que contiene a x¢ (ver figura 7.80).

143



CAPITULO 7: UNIDAD DIDACTICA EN CALCULO DIFERENCIAL

Figura 7.80: Funcién convexa

Definicién 7.2.5.2: Se dice que f es concava en x si existe un real positivo ¢§ tal que

f(x) < L(z),

para todo x # xg en (xg — 6, g + 6).

Lo que en esta caso significa que las funciones céncavas son aquellas cuyo gréafico esta por debajo

de la recta tangente a xq, en un intervalo que contiene a z (ver figura 7.81).

—_
o

X
Xog— & e Xo+ 8

Figura 7.81: Funcién concava
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Como suele ocurrir en matematica, trabajar con la definicion de un concepto puede resultar com-
plejo o mas tedioso de lo necesario, por esta razén, asi como se estudi6 el criterio de la segunda
derivada para encontrar maximos y minimos con mas facilidad, en este caso la segunda derivada en-

trega un criterio para determinar la convexidad o la concavidad de una funcion.

Teorema 7.2.5.1: Considere una funciéon f con las propiedades anteriormente mencionadas.

Ademéds suponga que f es dos veces derivable en z y que f” (x¢) # 0, entonces:

1. Si f” (x¢) > 0, entonces f es convexa en una vencindad de z.

2. Si f” (z09) < 0, entonces f es concava en una vencindad de .

Demostracion:

Considere la funcién auxiliar

es decir

De esta forma se tiene que

E'(z) = f'(z) = " (z0),

de donde se concluye que el punto critico de la funcién FE resulta ser xq. Luego, calculando la segunda

derivada

E" (x) = " (2),
en la cual se evalua el punto critico, obteniéndose dos casos:

1. Si f” (z¢) > 0, entonces, segun el criterio de la segunda derivada, la funcién E tiene un minimo
local en zy. Si E tiene un minimo local en g, eso significa que existe un intervalo que contiene

a xo, sea este (xg — d,z9 + 4) con § un real positivo, en donde

E(z) > E (v0),

para todo = # x( en el intervalo (¢ — d,z0 + J). Pero

E (z0) = f (x0) — f (x0) — f' (x0) (x0 — w0) = 0,

lo que implica que
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es decir
f (@)= L(z) >0,

fx) > L(x),

para todo = # xg en el intervalo (zo — d, 29 + ), por lo que f es convexa es una vencidad de .

2. Si f” (z9) < 0, aplicando el criterio de la segunda derivada, la funcion E tiene un maximo local
en zq. Si E tiene un maximo local en x, eso significa que existe un intervalo que contiene a x,

sea este (xg — d, 29 + d) con 4 un real positivo, en donde
E(z) < E(20),
para todo = # x( en el intervalo (z¢ — d, 0 + 0). Lo que implica que
E(z) <0,

fla) = L(x) <0,
f(x) < L(z),

para todo = # x( en el intervalo (xg — d, 20 + §). Por lo tanto, f es concava es una vencidad de

Zo-m

Por dltimo, y antes de entregar un ejemplo, se dara una nueva definicién de punto de inflexion,

ahora en términos de convexidad y concavidad:

Definicion 7.2.5.3: Se dice que la funcién f, con las propiedades antes mencionadas, tiene un

punto de inflexion en x si existe un real positivo § tal que

1. f(z) < L(z)en (zo — 0, x0), es decir, es concava en (zg — J,z0), Y f (z) > L (z) en (zo, xo + ),

es decir, es convexa en (zg — d, Zg); O Si

2. f(x) > L(x)en (xg — d,x0), es decir, es convexaen (zg — 6, z¢), y f () < L (x) en (xg,zo + J),

es decir, es concava en (xg — 9, o).

Véase ahora el siguiente ejemplo:

Considere la funcion

1 1
f(a:)=§x3+§x2—6x—|—8,
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donde z puede tomar cualquier valor de la recta real.

Utilizando lo aprendido hasta ahora, se va a trazar el grafico de f de manera precisa, simplemente
determinando sus puntos criticos y a qué corresponden (maximos, minimos o puntos de inflexién), y

los intervalos de convexidad o concavidad que posee.

En primer lugar, se va a derivar la funcién f, consiguiendo
f'(z) = 2* + 2z — 6.

Igualando a cero y despejando x se obtienen los puntos criticos, que resultan ser x = -3y z = 2.
Para determinar si corresponden a maximos, minimos o puntos de inflexion se necesita la segunda
derivada de f, que resulta ser

" (z) =2z + 1.

Evaluando en 2 = —3, se obtiene que f” (—3) < 0, por lo que segun el criterio de la segunda derivada,
resulta ser un maximo local. Evaluando ahora en x = 2, se obtiene que f” (2) = 5 > 0, por lo que
tendria un minimo local segun el criterio de la segunda derivada.

Ahora bien, para saber exactamente donde se ubicaran en el plano el maximo local y el minimo local

encontrados, se evallan dichos puntos criticos en la funcion original, de esta forma

por lo tanto, en el punto (2, Z) la funcién tiene un minimo local.

Lo que se tiene hasta el momento del grafico de f es algo como
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Y

P

Figura 7.82: Esbozo de gréfica 1

Cabe preguntar si f tendria algin punto de inflexién. Para averiguarlo, basta igualar la segunda

serivada a cero

20+ 1 =0,
1
Tr = 75,
donde ¢ = f% es un candidato a punto de inflexién. Por otra parte, note que para valores de x tales
que
3<x < L
_ < —=,
2

se tiene que f” (z) < 0, por lo que f es céncava en el intervalo (—3, —%) Y para valores de x tales
que

1
75 <z < 2,
se tiene que f” (z) > 0, lo que implica que f es convexa en el intervalo (f%,2). Por lo tanto, es

posible afirmar con propiedad que x = —% es un punto de inflexién, y mas especificamente, el punto

1133
2”12 )’

de inflexién se ubica en
133

yaque f(—3) =45

Hasta el momento, lo que se puede graficar tiene la siguiente forma aproximada
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| 133
12

[ e e o e

2 =
-

Figura 7.83: Esbozo de grafica 2

Por Gltimo, hay que analizar que ocurre en los intervalos (—oco, —3) y (2,00). Si < —3, observe
que

r+3<0;x—-2<0,

por lo tanto f' (x) > 0 para x < —3, lo que implica que f es estrictamente creciente en (—oco, —3). Si

x > 2, se tiene que

z+3>0; z—-2>0,

por ende f’ (x) > 0 para « > 2, lo que implica que f es estrictamente creciente en (2, 0o).

Asi, aplicando todo lo aprendido hasta ahora, fue posible determinar el grafico de la funcién
1 1
f(x)= §x3—|—§x2—6:c—|—8,

resultando ser con exactitud
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Figura 7.84: Gréfico Final

7.2.6 Funcion Inversa

En el ejemplo tres de la seccion 7.1 de funciones, en donde se mostraban dos maneras de presentar

la Ley de Boyle, que segun los datos que se manejaran podria ser

se insinuaba que la relacién entre dos variables podria darse de dos maneras diferentes, pues era
posible considerar la primera variable v en funcién de la segunda variable p, o considerar la segunda
variable p como una funcién de la variable v. Sin embargo, este hecho que parece ser tan obvio, no

siempre da resultados Utiles para el calculo, que es la rama de la matematica que aqui se convoca.

Por ejemplo, considere una funcién en su forma mas basica, como concepto de pares ordenados,

a saber

[ = {(173) ) (2a6) ) (376) ) (47 12)}a

es decir
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fad

Figura 7.85: Pares ordenados de f

Si se aplicara la idea de que para encontrar la inversa bastaria con “invertir la funcion”, en este
caso equivaldria a invertir el orden de los pares ordenados de f, obteniendo asi la supuesta funcién

inversa de f, que se denotara por g

9=1(3,1),(6,2),(6,3),(12,4)},

es decir

Figura 7.86: Pares ordenados de g

Note inmediatamente que la coleccién de pares ordenados g no corresponde a una funcién, pues
(6,2) # (6,3) y bien se explico al principio de este documento que una funcién corresponde a una
regla que asigna a cada elemento del dominio solo un elemento del recorrido, y en el caso de g, al

valor 6 le asigna dos valores diferentes, por ende g no es funcién.

Vale pensar entonces que encontrar la inversa de una funcién no es tan directo como invertir el
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orden de las variables en juego, y que el caso de la Ley de Boyle fue solo un caso particular, por lo que
fue un error pensar que de él se desprendia una regla general. Mas adn, antes de siquiera pensar en
encontrar la inversa, se deberia preguntar cudles son las funciones que tienen inversa, qué cualidades
debe tener una funcién para que sea posible determinar si tendra inversa o no, o bajo qué condiciones
la tendria, y posteriormente recién comenzar a calcularla. Por esta razén, es necesaria la introduccién

de algunos conceptos nuevos que permitiran describir una funciéon que sea invertible.

Definicidon 7.2.6.1: Sea f una funcion definida sobre intervalos, es decir f : Iy — 15, donde I; e
I son intervalos de la recta real. Se dice que f es inyectivao 1 — 1 si para todo z1, z2 en I; se cumple

que si z1 # x5 entonces f (1) # f (x2).

O como también es posible definirlo, f sera 1 — 1 si f (x1) = f (z2) implica que x1 = xs.

El primer ejemplo en que se deberia pensar como funcién inyectiva, son las conocidas funciones
estrictamente crecientes y estrictamente decrecientes, pues, por un lado, para valores z; < x5 se tiene
que f(xz1) < f(x2),y, por otro lado, para valores z; < x2 se tiene que f (x1) > f (x2), respectiva-

mente.

Otro concepto necesario sera:

Definicién 7.2.6.2: Sea f una funcién definida como f : I; — I, donde donde I; e I5 son in-

tervalos de R. Se dice que f es epiyectiva 0 sobreyectiva si para todo y € I existe x € I; tal que

y=f(z).

En este caso, no es tan inmediato como decir que, por ejemplo, toda funcién estrictamente creciente
o0 estrictamente decreciente sera sobreyectiva: considere la funcién raiz cuadrada, definida sobre los
reales mayores o iguales a cero, f () = v/ no es sobreyectiva, pues para cualquier y < 0 no existe
x € [0,00) tal que y = f (), ya que, como se sabe, el recorrido de f resulta ser también los reales
positivos mayores o iguales a cero. Pero si en este caso se definiera f como la funcién raiz cuadrada
tal que f : [0,00) — [0, 00), entonces, en ese caso, si seria sobreyectiva (ademas de inyectiva clara-
mente). Por esta razén no es sencillo dar una “clave” para determinar de inmediato un conjunto de

funciones que sean sobreyectivas, sino que hay que analizar esta condicion en cada funcion.

Observacion 7.2.6.1:  Aquellas funciones que son inyectivas y sobreyectivas a la vez se les de-

nomina biyectivas.
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Como se menciond anteriormente, determinar cuando una funcién es sobreyectiva no es tan in-
mediato, por esta razon se presenta el siguiente lema que facilitarda determinar las funciones inyectivas

y sobreyectivas, aplicando conceptos ya aprendidos.

Lema7.2.6.1: Sea f unafunciéonrealtal que f : Iy — I, donde I e I5 son intervalos abiertos. Si
f es continua en el intervalo cerrado de I, f es derivable en el abierto I; y es estrictamente monétona
en I; (es decir, es estrictamente creciente o estrictamente decreciente), entonces f es inyectiva y
sobreyectiva.

Demostracion:
Se demostrara solo el caso en que f sea estrictamente creciente, puesto que el caso de ser estricta-
mente decreciente es analogo.
Sean x7 y z2 en el intervalo I; tales que x; < xz5. Al ser f estrictamente creciente, se tiene que
f(x1) < f(x2), por lo tanto, para x; # xo se satisface que f (z1) # f (z2) (para el caso en que
x1 > o se da trivialmente que f (1) > f (x2), pues la notacién de las variables es arbitraria), y de
esta forma, f es inyectiva.
Para la epiyectividad se debe demostrar que para todo y en I, existe z en I; tal que y = f (). Sin
pérdida de generalidad, sea I; = (a,b), luego denote al intervalo cerrado de I; por I; = [a,b]. Sea
y € I tal que f (a) <y < f (b), por lo que hay que demostrar que existe « € I;. Considere la funcién
auxiliar g (r) = f (x) — y, al ser f continua en I, g también es continua en I; y ademéas cumple que
g(a) < 0 < g(b), luego existe un teorema que, geométricamente, significa que el grafico de una fun-
cién continua que empieza por debajo del eje horizontal y termina por encima del mismo, debe cruzar
a este eje en algun punto (Spivak, 1988), en otras palabras, significa en este caso que g (z) = 0, es

decir f () —y =0, y asi f (z) = y, quedando demostrada la sobreyectividad.m

Ahora que ya se conocen nuevas propiedades que poseen algunas funciones, se tiene lo necesario

para dar la siguiente definicién:

Definicién 7.2.6.3: Sea f una funcion real que va de I; a I, donde I; e I, son intervalos. La

funcién f se dice invertible si es inyectiva y sobreyectiva.

Ejemplos:

1. Sea f (z) = 23 + 1 definida en toda la recta real.
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Figura 7.87: f (z) = 23 + 1

Para demostrar la inyectividad, se debe demostrar que f (z1) = f (z2) implica que 1 = x2. En

efecto, si

flen) = f(x2),

entonces
i l=a3+1,

3_.3
Ty = Lo,
X1 = T2

)

por lo tanto, f es inyectiva. Para la sobreyectividad considere cualquier y € R, luego hay que

demostrar que existe z € R tal que y = f (x). Considere z = ¢y — 1, de esta forma

() = (41) 1

=y—1+4+1,

=Y

luego, existe un real z, a saber x = ¢y —1, tal que y = f (z), asi f es sobreyectiva.

consecuencia, la funcién es invertible.

A continuacion, se vera un método para encontrar la inversa de f. Sea

y=x3+1,

En
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despejando la variable x se obtiene

donde y puede tomar valores en todos los reales, luego, como el nombre de las variables no
afecta en la notacion, se puede decir con propiedad que la funcion f (z) = 2° + 1 es invertible y

suinversaes f~! (x) = ¢/x — 1, cuyo gréfico esta representada por

Figura 7.88: f~!(x) = /r — 1

2. Considere la funcién

1
T =1
para valores de = mayores estricto que cero.
_1.
X
Figura 7.89: f () = =

Note que f es continua para valores de x > 0y es derivable para valores de > 0. Ahora,
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3. Sea f (z) = sinz, definidaen f : (—

derivando f para analizar su monotonia se obtiene

—2x

f (x):m7

2 . . . .
donde (1 + a;Q) es siempre positivo, y —2z es negativo para valores de x > 0, por esta razén

—2z <
(14 22)?

siendo entonces f estrictamente decreciente en (0, c0), lo que implica que f es biyectiva, y en

consecuencia, la funcién es invertible. Para encontrar su inversa, tome

1

VST

y despejando la variable = se obtiene

donde y > 0. Asi se tiene que f tiene funcién inversa, siendo precisamente

f_l(x): 1_x7

X

para x > 0.

Figura 7.90: f~! (z) = /=%

2,2) = (—1,1).
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=
| —————————

Figura 7.91: f (z) = sin ()
Observe que f es continua en [—Z, 2] y derivable en (—%, Z), ademas f’ (z) = cos z, funcion
que es positiva para los valores de x en (—g, g) Por lo tanto, f es invertible y su inversa es la
funcién conocida como

f~(z) = arcsinz,

definidaen f~!: (-1,1) —» (-3,%).

Figura 7.92: f~! (z) = arcsinx

4. Sea f (z) = cos definidaen f: (0,7) — (—1,1).
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————————-y

Figura 7.93: f (z) = cosz

En este caso, f es continua en [0, 7] y derivable en (0, ), y su derivada resulta ser f’ (z) =
—sinz, funcion que es negativa para x en (0, 7). Asi, f es invertible y su inversa es la funcién
conocida como

f~(z) = arccosz,

definidaen f=1: (—1,1) — (0, ).

Figura 7.94: f~1 (z) = arccos =

Observacion 7.2.6.2: Al observar los gréaficos de la funcion f y su inversa f~* en los respectivos
casos, note que los puntos de la funcion inversa son simétricos a los puntos de la funcién original,
respecto a una recta diagonal del plano, méas especificamente, esta diagonal corresponde a la funcién

identidad. Es decir, para conseguir el gréfico de f~! basta con encontrar la funcién que sea simétrica
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a f con respecto a la funcién identidad (ver figura 7.95).

Figura 7.95: Graficade fy !

Sin embargo, hay que tener cuidado con esta manera casi intuitiva de obtener el gréafico de f~1,
pues como se observa en el ejemplo 2, el grafico de la funcién inversa no corresponde en un cien
por ciento al reflejo por la diagonal del grafico de f, esto pues f : (0,00) — (0,1] pero f=1: (0,1] —

(0, >0), ya que al ser la inversa una funcién con raiz cuadrada, jamés resultara de ella valores negativos.

En consecuencia, se desprende que si f : I — I, es invertible, entonces
e existe f1: I, — I,y que

o (fof)@=("of)@) =2

Una vez que es posible determinar si una funcion tiene inversa y, en algunos casos, es posible
calcularla, es natural pensar en la derivabilidad de dicha inversa, y el siguiente teorema entrega lo

necesario para esto:

Teorema 7.2.6.1: Sea f una funcién definida sobre intervalos, es decir f : I; — I,. Si f es

invertible y derivable en I, entonces f~! es derivable en zy € I, y ademas

Demostracion:

En primer lugar, f es invertible, entonces se tiene la sobreyectividad de la funcién, y asi se puede
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asegurar que para todo x en I, existe un r en I; tal que f (r) = x, y en particular existe o € I; tal que

f (ro) = zo. De esta forma

(@) - 1( 0)

7V (w0) = lim ,

o ) g )
R T )

pues cuando = — xg se tiene que f (r) — f (ro), por ende, r — r¢. Multiplicando tanto numerador

como denominador en la expresion anterior por

1

’I"—’I”O7

y usando el hecho de que (fo f~!) (z) = (f~' o f) (z) = , se consigue

T—7To
FY (o) = lim (T”))7
r=ro (f(r)—f(ro))

rT—7To

_ 1

limr—VFO (f(rz:fo(r()) )
1

1" (ro)’

pero se sabia que f (r9) = xo, lo que implica que

por lo tanto, se obtiene que

que es precisamente lo que se queria demostrar.g

Observacion 7.2.6.3: Observe que de lo que ya se sabia

F( @) =,
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es posible aplicar la regla de la cadena para encontrar la derivada para x = x( de la expresién anterior,

pues ya se cuenta con la hipétesis de que f~! es derivable en (. Asi, se consigue

F (7 (@o)) £V (o) =1,

SV () = s

fH (=4 (o))

la ya conocida férmula para la derivada de la inversa.

A continuacién, véase los siguientes ejemplos en donde se aplica esta formula:

1. Sabiendo que f () = 2% + 1y f~! (z) = V/z — 1, calcular la derivada de f~1.

De manera directa

Y 1
f (x)_f/(sl'—l)’
y como f’ (z) = 322, entonces
-1 ) = 1
) = S
1

2. Calcule arcsin’ ().

Sea f (r) = sinz tal que f~! (z) = arcsin x. Aplicando la formula

—17 _ 1
;) = f' (arcsinz)’
pero f’ (x) = cosz, entonces
P =

cos (arcsinx)

Por otro lado, usando la conocida identidad trigonométrica
sin?z + cos?z = 1,
se tiene que

cosr=V1 —sin?z.
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Asi, se obtiene que

1
arcsin’ (z) = ,
\/1 — sin? (arcsin z)
B 1
V1—2z2
De manera analoga, se obtiene que
arccos’ (x) = —;.
V1— 122

. Sif(z) =tanzy f~1(z) = arctan z, calcule la derivada de f~1.

Recuerde que f’ (x) = sec? z, luego

1
f' (arctan )’
- 1
sec? (arctan )’

V@) =

Ademas, considere la identidad trigonométrica

sec? x = 1 + tan? x,

asi
1
14227

arctan’ (z) =

7.3 Funcién Potencia con Exponente Real

La seccién 7.1 se concluy6 con un tipo de funcién usada con bastante frecuencia, la funcién potencia.

Sin embargo, pese a todo lo que en ese momento se vid, aln quedan otras formas de trabajar con la

funcién potencia y que, de hecho, algunas de esas formas ya se han usado como ejemplo en secciones

anteriores.

Sin pensar quizas en que se trata de una funcion potencia, la funcion raiz cuadrada es solo una de las

formas mas simples de una funcién potencia, esta vez, con exponente en los racionales.

Considere la funcion potencia
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con n un entero positivo y x un real positivo. Por la seccién 7.2, se sabe que la derivada de f corre-
sponde a

f'(z) = na™ L.

Observe que la derivada resulta ser estrictamente mayor a cero, ya que n es un entero positivo y x
un real positivo. Por lo tanto, segin lo aprendido con el Criterio de la Segunda Derivada, la funcion f
es estrictamente creciente. Ademas, como es sabido, ™ es una funcion continua en todo su dominio,
en consecuencia, y gracias al lema 7.2.6.1 visto en la seccion 7.2.6, se tiene que f es biyectiva, y en
consecuencia, tiene inversa.

Ahora bien, para encontrar la inversa de la funcion potencia, considere la ecuacion
xr” =a,

donde a corresponde a un real positivo. Para saber el valor de z, se despeja sacando la raiz n-ésima,

resultando asi en

x = a,
1
= a'rL .
Entonces, se denota por
1
Tn,
a la Unica solucién de la ecuacion
" =a

@) =27,
ya que
(fof™M@ = (@),
= f(xig,
- ()

y analogamente para f~! o f.
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De esta forma, se ha obtenido una funcion potencia con exponente racional, es decir

para n un entero positivo y x un real mayor que cero. Aun asi, no es posible representar todos los
racionales mediante la forma % es por esto que es necesario generalizar la expresion a la forma .
Y esto se hace de manera sencilla, pues aplicando la propiedad 6 vista para potencias en la seccién
7.1.7, la cual decia que

(CEm)’ﬂ — xm~n7

entonces, en este caso para m un entero positivo se tiene que

(=

3=

)m B
=Tn".

Observe que la definicion para la potencia con exponente racional no se ve afectada por el signo
del exponente, asi pues, teniendo en consideracion las propiedades para potencias con exponente

negativo, es posible generalizar completamente la funcién potencia con exponente racional de la forma

para x real positivo y m, n enteros, con n distinto de cero, la cual satisface todas las propiedades

enunciadas para la funcién potencia con exponente entero en la seccioén 7.1.7.

Observe los siguientes ejemplos:

1. La funcioén raiz cuadrada

~
—~
8
~—
|
B
|
8
SIS

Esta es una funcion estrictamente creciente que toma valores sobre los reales positivos y el cero,

y su grafico corresponde a
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Figura 7.96: Funcién raiz cuadrada de x

2. Laraiz décima de x

f(@)= Vo =at,

también es una funcién estrictamente creciente, cuyo grafico se encuentra solo en el primer

cuadrante, al igual que el de la raiz cuadrada. Su gréafico corresponde a

——

Figura 7.97: Funcién raiz décima de x

3. La funcién

2

f (@)= Va2 =25,

esta definida para todo valor real de = , ademas f corresponde a una funcién par, pues

fa) = (a)’ = Va? = f ().
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Luego, basta con graficar la funcién para valores positivos de x, y posteriormente hacer una
reflexiéon con respecto al eje y. Para valores positivos de x, f resulta ser una funcién creciente,

la cual crece mas rapido que la raiz cubica, ya que x esta al cuadrado, de esta forma se obtiene

Figura 7.98: Funcién zd para valores positivos de x

Al realizar la reflexién con respecto al eje ordenado resulta

Figura 7.99: Funcién x5

4. La funcién

1
4
f(z)= c
Observe que es posible reescribir f como

flx) = Va3,
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En este caso la variable x Unicamente puede tomar valores estrictamente mayores que cero, por
lo que su grafico se ubicara solo en el primer cuadrante, donde ambos ejes coordenados corre-
sponden a asintotas de la funcién. Ademas, f resulta ser una funcién decreciente, obteniéndose

asi el grafico

_3
4

Figura 7.100: Funcién z

7.3.1 Series de Potencias

Antes de continuar con la generalizacion de la funcién potencia, se vera una seccion previa sobre se-
ries de potencias, lo cual forjara el camino que se desea construir hacia las funciones potencia con

exponente real.

Definicion 7.3.1.1: Una serie de funciones reales
o0
> fn
n=0
se dice que es una serie de potencia alrededor de x = x si la sucesidn de funciones tiene la forma
n
fn (@) = an (x —20)",
donde zy es un nimero real, y a,, €s una sucesiéon de nimeros reales paran =0,1,2,....

Definida lo que es una serie de potencia, lo siguiente es hablar sobre su convergencia. Antes ello,

€s necesario conocer algunos conceptos importantes:
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Definicion 7.3.1.2: Se dice que una serie

S,

n=0

converge absolutamente si y solo si la serie

> 1ol

n=0

es convergente.

Definicion 7.3.1.3: Una sucesién de funciones reales f,, se dice que converge uniformemente a

una funcién f en un intervalo I de los reales, siy solo si para todo £ > 0 existe un N € N tal que

n>N=|[fn(z) - f(2)] <e,

para todo n € Ny para todo = en el intervalo I.

Observacion 7.3.1.1: La diferencia entre una convergencia puntual y una convergencia uniforme,
consiste en que en la convergencia punto a punto, N depende tanto de = como de ¢; en tanto que en

la convergencia uniforme se puede elegir N independientemente del punto x.

Teorema 7.3.1.1: Propiedades de Convergencia de las Series de Potencias. Dada la serie de

potencias

o0
Z an (x —xo)",
n=0

denote por

L lim {/|ay)-

T n— oo

El conjunto para los valores de x donde la serie converge, es un intervalo I. Puntualmente:

1. sir = 400, entonces el intervalo de convergencia I corresponde a toda la recta real (—oco, +00);

2. sir = 0, esto es que lim,_,~ 3/|an| = oo, entonces el intervalo de convergencia I es solo un
punto {a};
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3. si0 < r < +o00, entonces el intervalo de convergencia I corresponde a un intervalo finito, cuyos

valores extremos son xg — 'y xg + 7.

En los puntos interiores del intervalo de convergencia I la serie converge absolutamente. De he-

cho, la convergencia es uniforme sobre todo intervalo cerrado y acotado contenido en el interior de I.

Demostracion:

Observe que

T {flan @ —20)"| = T {Jan]|(@— o),
lim {/|an| |z — o],
n—oo

1
— |z — z0].
r

Del criterio de la raiz (ver seccién 7.4), se concluye que la serie converge absolutamente si

1
;|x—x0| < 1,

|z — 20| <
y diverge si |z —x9| > r. De este hecho entonces, se desprenden todas las afirmaciones del
teorema, excepto la referente a la convergencia uniforme de la serie. Para ello, considere un intervalo
[a, b] cerrado y acotado contenido en el interior del intervalo I. En tal caso, es posible escoger un punto

x1 en el intervalo I tal que

| — x| < |21 — 20| <17,

para todo x en [a, b]; en efecto, se puede tomar como z; el punto a o el punto b, segun cual de ellos

esté més alejado de x(. Asi pues,
|an (x = 20)"| < lan (21 — z0)"|
para todo x en [a, b]. Como la serie de potencias converge absolutamente en z;, el M-test de Weier-
strass (ver seccién 7.4) asegura la convergencia uniforme sobre [a, b].m
Observacion 7.3.1.2: El ndmero r se denomina radio de convergencia de la serie de potencias.
Si se denota por

fla) =2 an(x—0)"
n=0
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para todo x en el intervalo de convergencia I, se deduce de teoremas de convergencia uniforme que
f es continua en el interior de I. Cabe entonces preguntarse si f es derivable. Para responder a ello,

considere el siguiente teorema:

Teorema 7.3.1.2: Derivacion de Series de Potencias. Sea

(o ]
n
fl@) =" an(z—w0)
n=0
donde x son puntos del intervalo de convergencia I, f tiene derivadas continuas de todos los 6rdenes
en el interior de I. Los desarrollos en serie de potencias para todas esas derivadas pueden obtenerse
por derivacién término a término de la serie dada. Todas las series derivadas tienen el mismo radio de
convergencia que la serie original dada.
Demostracion:

Al derivar la serie de potencias
I (x) :a0+a1(x—xo)+a2(1:—x0)2+a3(1;_m0)3+... ’
se obtiene
f (@) :al+2a2(1‘*x0)+3a3(x7$0)2+... ,

es decir, la serie obtenida por derivacién término a término es nuevamente una serie de potencias, a

saber

o0
f(z)= Z nan (x —z0)" .
n=0
Por lo tanto, las derivadas de orden superior seran las series de potencias

n—2

fx) = n—1)a,(x —xz0)" ~,
) (

n—1)(n—2)an, (x—z)" "2,

f/// (x) —

> nl

n=0

> nl

n=0

f® (@) = i nla,, (z — )" ",
n=0

las cuales resultan ser todas continuas en el interior de 1.

Por otro lado, el radio de convergencia de

f(@) = nan(x—20)" ",
n=0
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es el mismo que el de la serie

f'(@) =" nay (z —zo)",
n=0

es decir, el inverso de

lim {/n|a,| = lim %
n—oo n— oo

1
an| = ;a

pues

1
lim {/n = lim exp < In (n)> =exp(0) = 1.
n

n—oo n— oo

En consecuencia, la serie derivada tiene el mismo radio de convergencia que la serie original, de-

mostrando asi el teorema.g

Por ultimo, un hecho importante es la unicidad de las series de potencias:

Teorema 7.3.1.3: Unicidad del desarrollo en Serie de Potencias. Una funcion dada puede tener
a lo sumo un desarrollo en serie de potencias centrado en un punto dado. Mas puntualmente, si la

ecuacién

f(z)= Z an (x —30)" = Z by (z — w0)"
n=0 n=0

se satiface en algun entorno de g, entonces a,, = b,, paran =0,1,2,3,....
Demostracion:

Queda al lector.

Para llegar a las funciones potencia con exponente real, es preciso definir previamente dos fun-

ciones importantes para este hecho: la funcién exponencial y la funcién logaritmo.

7.3.2 Funcién Exponencial

Se comenzard con la demostracién de la existencia de una funcién muy particular, cuya derivada es

ella misma, y que en O vale 1

Teorema 7.3.2.1: Existe una funciéon £ : R — R tal que

1. E' () = E (z), para todo x real;

2. E(0) =1.
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Demostracion:

En primer lugar, definase la siguiente sucesion de funciones

Ei(z) = 14z,
1.2
Ey(z) = 1+$+?>
2 :ES
E = 1 — 4+ —
LC2 LCS .’£4
Ey(x) = 1+x+?+€+ﬂ7
> _ 1 x 2 z"
n(.T) = +ﬁ+§++ 1
con z real. Observe que
E,(0)=1
paratodon =1,2,3,.... Por otro lado, se tiene que
Ef(z) = 1,
Ey(z) = l+u,
332
El(z) = 1+x—|—?,
.1‘2 JIS
E) =1 — 4 —
% () +x + 5 + 6
Observe que
Eé (J}) = E (l‘),
Eé (3?) = ks (33) )
Ey(z) = Es(x),
por lo que es posible afirmar que
! (2) = _
E (z)=E, () E

Ahora, considere = en un intervalo cerrado y acotado [a, b] de los reales. Luego, para todo real positivo

e, existe un natural N, tal que

n bn

< —=<e
n!

x

n!

para todo n > N.. Por lo tanto, se sigue que la sucesién {E,, ()} converge uniformemente en el
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intervalo [a, b], con a y b reales arbitrarios. En particular, esto significa que {E,, (z)} converge para

cada real z. Definase entonces como

E(z)= lim E, (z),

n— oo

para cada z € R. De lo observado al comienzo, esto es E,, (0) = 1, es claro que E (0) = 1, quedando

demostrado el punto 1 del teorema. Ademas, como

By (2) = Ba (0) = o

también se tiene la convergencia uniforme de la sucesion de derivadas {E!, (z)}. Se sigue entonces

que el limite de la sucesién, E (z) es derivable en [a, b] (ver seccién 7.4) y que

n—oo n—oo

E'(z) = lim (E, (z)) = lim <E (z) — “’”n> = E(z),

para todo x en [a, b], pues

Puesto que a y b son arbitrarios, queda demostrado el punto 2 del teorema.m

Corolario: La funcién E (x) definida en el teorema anterior, tiene una derivada de cada orden y
E™ (2) = E (2),

para todo n en los naturale y x real.
Demostracion:

Se deja al lector.

La funcién E (x), cuya existencia se demostrd gracias al teorema 7.3.2.1, es Unica:

Teorema 7.3.2.2: La funcién E (z) definida en el Teorema 7.3.2.1, que satisface los puntos 1y 2,
es unica.
Demostracion:
Sean E y F dos funciones de R en R que satisfacen propiedades 1 y 2 del teorema 7.3.2.1. Si se
define
G=FE-F,
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entonces observe que

paratodoxr € R,y

Gracias a un argumento inductivo, es claro que G tiene derivadas de todo orden, y de hecho
G™ (x) = G (),

paran € Ny x real. Sea b un real arbitrario, y sea I; un intervalo cerrado con extremos en 0 y en b.

Como G es continua en I, existe un real positivo K tal que
|G (2)] < K,

para todo x € I,. Si se aplica el Teorema de Taylor (ver seccién 7.4) a la funciéon G en el intervalo I, y

se usa el hecho que

para todo natural k, se sigue que para cada natural n hay un punto ¢,, en el intervalo I, tal que

_ G'(0) G D(0) oy GW(en) o
G(I) = G(O)+ 1 $++mx +TI7
_ G™ (cn) n
- n! '
Por lo tanto, se tiene que
K |z["
G @) < =5

para todo n € N. Pero como

implicando asi que

y que, por lo tanto, la funcién definida en el teorema 7.3.2.1 es Unica.g
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La funcién E ademas posee varias propiedades caracteristicas, enunciadas en el siguiente teo-

rema:

Teorema 7.3.2.3: La funcion £ : R — R satisface las siguientes propiedades:

1. E(z) # 0 paratodo z € R;

2. E(zx+y)=FE(z) FE(y) paratodo z,y € R.

Demostracion:

1. Sea a un real tal que E (o) = 0, y sea I, un intervalo cerrado con puntos extremos en 0 y «.
Suponga que existe un real positivo K tal que

E @) <K,

para todo ¢ en el intervalo I,. El Teorema de Taylor (ver seccién 7.4) implica que para cada

natural n existe un punto c¢,, en el intervalo I, tal que

"« (=1 (o _
1=E(0) = E(a)+E1(! )(_a)+,_.+W(_a)n 1
™) (o c
2 n!( ) o) = Ev(ﬂn) (—a)"

De esta forma, se tiene que

n!
paran € N. Pero como
lim (|a|n) =0,
n—oo \ n!
resultaria que
0<1<0,

lo que es una contradiccion. Por lo tanto, efectivamente E (x) # 0 para todo real x.

2. Sea y un numero real fijo. Por la proposiciéon demostrada anteriormente, se tiene que E (y) # 0.

Luego, defina una funciéon G : R — R como
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para todo x € R. Derivando la funcién G, resulta que

iy ety Bty Lo
@)= E(y) — E(y) =G,

para todo real x, ademas
E(0+vy)
G0)=——=1.
D="EW

Por la unicidad de la funcién E, demostrada en el teorema 7.3.2.2, se sigue que G (z) = E (),

asi
E(x+y)
E(y) ’

por lo tanto, como y era un real arbitrario, se tiene para todo x, y reales

E(z) =

E(@+y)=E()+E(y)m

Demostrada la existencia, la unicidad, y algunas propiedades de la funcién F, es momento de otor-

garle una notacion y terminologia estandar:

Definicion 7.3.2.1: La funcién Unica F : R — R tal que

1. F'(x) = E (x) para todo real z; y

para z € R.

Observacion 7.3.2.1: El nimero

se llama numero de Euler.
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Teorema 7.3.2.4: La funcién exponencial satisface
E(r)=¢",

para todo racional .

Demostracion:
Mediante una demostracion inductiva, y del punto 2 del teorema 7.3.2.3, se sigue que sin € N,
entonces

E(nx) = (E(x))",

parax € R. Siz = % entonces la relacion anterior implica que

de donde se concluye que

Por otro lado, también se tiene que

para m € N. Por lo tanto, si m y n son naturales, se tiene que

(- (5(2)) - -

quedando demostrado el teorema.m

Por dltimo, un teorema que menciona otras de las propiedades mas importantes de conocer de la

funcién exponencial:

Teorema 7.3.2.5: La funcidn exponencial e es estrictamente creciente en R y tiene por recorrido
al conjunto

Re={yeR:y>0}.

Ademas, la funcién exponencial satisface que

lim exp(z) =0,

r——00
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xEToo exp () = +o0.

Demostracion:

Para ver la demostracion de este teorema, consulte Bartle and Sherbert (1927).

Del teorema anterior, y gracias a lo aprendido sobre graficas de funciones, es posible determinar el

grafico de la funcién exponencial, resultando en

(0,1)

Figura 7.101: Funcién Exponencial

7.3.3 Funcidén Logaritmo

En la seccion anterior, se vié que la funcién exponencial e es una funcién estrictamente creciente,
diferenciable, con dominio en R y cuyo recorrido son los reales positivos. Por lo tanto, se sigue que
tiene inversa, y esa funcion inversa es precisamente la que se conoce como funcién logaritmo. Para
describirla tal como se describié la funcién exponencial en la seccién anterior, se usara la notacion L

para la funcion logaritmo, y se volvera a utilizar la notacién F para la funciéon exponencial.

Definicion 7.3.3.1: La funcién inversa de FE se denomina logaritmo natural (o simplemente, loga-

ritmo). Por el momento, se denotara por la letra L.
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Observacion 7.3.3.1: Yaque F y L son funciones inversas, se tiene que
(LoE)(z)=L(E(x)) ==
para todo real z, y
(EolL)(y)=E(L(y)) =y,

para todo real positivo y.

Se veran ahora algunas de las propiedades basicas de la funcion logaritmo:

Teorema 7.3.3.1: El logaritmo L es una funcién estrictamente creciente, cuyo dominio es el con-
junto

Dr={z€R:z>0},

y con recorrido en R. La derivada de L esta dada por

1. L' (x) = L, paraz > 0.

x

Ademas, el logaritmo satisface las siguientes propiedades:
2. L(z-y)=L(x)+ L(y),paraz >0,y > 0;
3. L(1)=0yL(e) =1;
4. L(z")=rL(x),paraxz >0yr € Q.

Demostracion:
Que L es una funcién estrictamente creciente cuyo dominio son los reales positivos y recorrido es toda
la recta real, se sigue del hecho que E' es estrictamente creciente con dominio en R y cuyo recorrido

son lo reales positivos.

1. Como E' (z) = E (z) > 0, entonces, gracias al Teorema 7.2.6.1 de la seccién 7.2.6 de Funcién

Inversa, L es diferenciable en (0, c0) y su derivada se calcula como

L' (x) =

para todo z > 0.
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2. Siz e y son reales mayores que cero, definase w = L (z) y v = L (y). Entonces, claramente se

tiene que FE (u) =z y E (v) = y. De la propiedad 2 del Teorema 7.3.2.3 se sigue que
z-y=FE{)- -EW) =FE(u+v),
asi

L(z-y) = L(E(u+w)),
= u-+twv,

= L(z)+L(y),

para todo z,y > 0.

3. Se deduce claramente del hecho que E (0) = 1y E (1) = e, al aplicar L sabiendo que corre-

sponde a la funcién inversa de F.

4. Es anédloga a la demostracion vista para el Teorema 7.3.2.4, pues gracias a la propiedad de-
mostrada previamente en el punto 2 y mediante induccién matematica para n € N, es posible

extenderar € Q.m

La notacién estandar de la funcién logaritmo corresponde a In, por lo que al reescribir la observacion
7.3.3.1, se obtiene entonces que

In (exp (2)) = =,

para todo x real, y
en(¥) — v,

para todo real positivo y.

Por altimo, es importante de mencionar los limites en el infinito y cuando x de acerca a cero por la

derecha en la funcion logaritmo.

Teorema 7.3.3.2: La funcién logaritmo satisface que

lim In(z) =400
r—+o0

y que

lim 1 = —00.
i 1 8) = oo
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Demostracion:
Por el Teorema 7.3.2.5 se sabe que

lim e" = 400

n——+00
y que
lim e " =0.
n—-+4o0o
Comoln(e") = nyln(e™™) = —n, se sigue del hecho que el logaritmo es estrictamente creciente que
lim In(z)= lim In(e") = 4oo,
xr——+00 n—4oo
y que
lim 1 = i In(e™) =—
Jim, n(z) m n(e ") 00,

demostrando asi el teorema.g

Al ser el logaritmo natural la funcién inversa de la funcion exponencial, por lo aprendido en la
seccidn 7.2.6 sobre funciones inversas, es posible obtener el grafico de la funcién logaritmo a partir de

una reflexion con respecto al origen del grafico de la funciéon exponencial, resultando entonces

(1L0) x

Figura 7.102: Funcién Logaritmo Natural

7.3.4 Funciones Potencias

Al comienzo de la seccion 7.3, se describieron las funciones potencias

flx) =2,
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para x > 0, donde r es un racional. A continuacién, mediante las funciones exponencial y logaritmo,

se extenderd la nocion de funcién potencia desde los racionales a todo nimero real.

Definicion 7.3.4.1: Si a es un numero real arbitrario y = es un real positivo, el nimero z* se
define como
=@ = B (- L(x)).

La funcién

f(x) = 2%,

para x > 0, se denomina funcién potencia con exponente real c.

Observacion 7.3.4.1: Siz >0y a = 7, donde m,n € Zy n # 0, entonces se define
2 = (@)
tal como se vi6 al comienzo de este capitulo. Asi, se tiene que In (z*) = « - In (z), de donde
2® =exp (In(z%)) = exp (a - In(x)).

Por lo tanto, la definicién 7.3.4.1 es consistente con la definicién dada al comienzo de la seccion 7.3.

Ahora, se expondran algunas propiedades basicas de las funciones potencias con exponente real,
cuyas demostraciones se dejan al lector, pues resultan ser consecuencia directa de las propiedades

las funciones exponencial y logaritmo.

Teorema 7.3.4.1: Si«, € Ry z,y pertenecen a (0, +00), entonces:

1. 1 =1,
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8. Sia < 3, entonces z < z, para z > 1.

El siguiente resultado corresponde a la diferenciablidad de la funcién potencia.

Teorema 7.3.4.2: Si « es un real arbitrario y x pertenece a (0, +00), entonces la funcién

es continua y derivable en todo R, y

para z € (0,0).
Demostracion:

Por la regla de la cadena, se tiene que

(xa)/ _ (ealn(z))/’
= ealn(m)-(aln(a:))/,

= @Yo (In(x)),

por lo tanto, la regla de la derivada de una potencia, es valida para exponentes en los reales.g
Por ultimo, para saber cémo graficar las funciones potencia, sera necesario saber qué ocurre con

la funcién cuando « es positivo y cuando « es negativo. La siguiente proposicién, otorgara lo necesario

para graficar las funciones potencia:

Proposicion 7.3.4.1: Sea f : (0,+0c0) — R la funcién potencia

f(x) = 2%,
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con « € R. Si a > 0, entonces la funcién potencia z* es estrictamente creciente en (0, +c0), ademéas

lim z*=0
z—0t

lim 2% = +o0.
r—+o0

Si a < 0, entonces la funcién potencia z* es estrictamente decreciente en (0, +c0), ademas

lim 2% = +o0
rz—0t

lim z%=0.
r—r—+00

Demostracion:

Gracias al Teorema 7.3.4.2, se sabe que la derivada de la funcién potencia corresponde a

donde = € (0,4+00). Ademas, por el punto 2 del Teorema 7.3.4.1, se tiene que para cualquier valor
real de a, z® > 0. Asi:
Si a > 0, entonces

ar® 1 >0,

por el Teorema 7.2.3.1 se concluye que la funcién potencia x es estrictamente creciente en (0, +00).

De esta forma, es claro que para valores positivos de o se cumple que

lim z=0
z—0t

y
lim 2% = +oc0.
r——+00
Y si a < 0, entonces
az® 1t <0,

ahora por el Teorema 7.2.3.2, se concluye que la funcion potencia x“ es estrictamente decreciente en

(0, +00). Luego, es claro que para valores negativos de « se satisface que

. . 1
lm z%= lim — = +o0
z—0+ x—0t £~
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lim 2= lim — =0.m
T— 400 z—+oo ¢

Observacion 7.3.4.2: Si a = 0, entonces la funcion potencia = corresponde a la funcién con-

stante 1, pues z > 0.

Ahora si se estd en condiciones de graficar la funcion potencia =z, y es facil observar que el

resultado para los diversos es

a=1

D<a<1

Figura 7.103: Funciones Potencias z“, z > 0
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7.4 Demostracion de algunos teoremas

Convergencia de Series: Criterio de la Raiz. Sea {a,} una sucesion de nimeros no negativos
y suponga que

lim a, =r.

n—roo

i) Sir < 1, entonces la serie Y a,, converge.
ii) Sir > 1, entonces la serie Y a,, diverge.
i) Sir =1, el criterio no decide.

Demostracion:

i) Suponga que » < 1y sea A unreal tal que r < A < 1. Por definicién de limite, se tiene que
existe N € N tal que para todo n > N se cumple que /a,, < A, que es equivalente a decir
a, < A". Por otra parte, la serie > A" corresponde a una serie geométrica, donde 0 < A < 1, por
lo tanto es convergente. Entonces, por el criterio de comparacion directa, la serie Y a,, también es

convergente .

i) Suponga que » > 1y sea A unrealtal que 1 < A < r. Luego, existe un V € N tal que para todo
n > N se tiene que /a,, > ), es decir a,, > A\™. En este caso, la serie geométrica > A" diverge,

pues A > 1, por lo tanto, por criterio de comparacién directa, la serie > a,, también diverge.

iii) Considere las series

oo

D

k=1

3=

>

n?’

k=1

Aplicando logaritmo natural y sus propiedades, es sencillo comprobar que para ambos casos se
cumple que

lim a, =1.

n—oo

Sin embargo, aplicando el criterio de las p-series se tiene que Z% diverge, pero la serie »_ #

converge.m

M-test de Weierstrass: Sea {f,} una sucesion de funciones definidas en un conjunto S, y

suponga que existe una sucesion de constantes My, Ms, ... tales que
1. | fx (x)| < My, para todo entero positivo ky z € S; y

2. Zzil My, < 4o0.
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Entonces la serie
oo
> i
k=1
converge uniformemente (y absolutamente) sobre S.

Demostracion:

Considere las sumas parciales

k=1

k=1

Para n > m, se tiene

> (@)

k=m+1

‘Sn (15) —Sm ($)| =

k=m+1

para todo x es S. Luego
[Sn = Sl < [T — Ton| -

Como {T,,} es una sucesiéon de Cauchy, entonces
lim S, — S|l = 0.
m,n— o0

Asi pues, {S,} converge uniformemente sobre S.g

S i Mk = |Tn - Tml

Convergencia de una Sucesion de Funciones: Sea I C R un intervalo acotado y sea (f,,) una

sucesion de funciones que van de I a R. Suponga que existe xq € I tal que (f,, (zo)) converge, y que

la sucesion (f!) de derivadas existe en I y converge uniformemente en I a una funcién g.

Entonces, la sucesion (f,,) converge uniformemente en I a una funcién f que tiene derivada en cada

puntode I,y f' = g.

Demostracion:

Sea a < b, con a y b los puntos extremos del intervalo I, y sea « € I arbitrario. Si m,n € N,y

aplicando el Teorema del Valor Medio a la diferencia f,,, — f., en el intervalo con puntos extremos xg, x,

se concluye que existe un punto y (que depende de m y n) tal que

Jm (@) = fn (®) = fin (20) = fn (m0) + (x — x0) [f, () —
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Por lo tanto, se tiene que

Lfom = full < [fmn (0) = fr (x0)| + (b= a) [ £, = Sl

Del criterio de Cauchy para convergencia uniforme, se sigue de la expresion anterior y de las hipéte-
sis del teorema que f, (x¢) es convergente, y el hecho que (f},) es uniformemente convergente en
implica que (f,,) es uniformemente convergente en I.

Denote por f al limite de la sucesién (f,,). Ya que las funciones f,, son todas continuas y que la con-

vergencia es uniforme, sigue que f es continua en 1.

Ahora, suponga la existencia de la derivada de f en un punto ¢ € I, y aplique el Teorema del Valor
Medio a la diferencia f,, — f» en un intervalo con puntos extremos c y x. Se concluye entonces que

existe un punto z, que depende de m y n, tal que

[frm () = fu (2)] = [fin () = fu ()] = (x =€) [}, (2) = £, ()]

Por lo tanto, si = # ¢, se tiene que

Jm () = fm () _ fo (x) = fu (0)

xr—cC r—cC

< N fom = fall-

Ya que (f},) converge uniformemente en I, si se toma un real ¢ > 0, existe H. tal que sim,n > H,

y con x # ¢, entonces

fm () = fm (c) _ fn (x) = fn ()

Tr —cC Tr —cC

<e.

Si se toma el limite con respecto a m en la expresién anterior, y usando el hecho de que para toda

sucesion convergente y acotada, entonces su limite esta delimitado por las mismas cotas, se tiene que

<e

= <y

’f(iv)—f(C) _ Inl) = fa ()

r—cC r—cC

siempre que = # ¢,y que n > H..
Sig(c) =1lim (f}, (¢)), existe N. tal que sin > N, entonces |f}, (¢) — g (c)| < e.
Ahora, defina como K = Sup{H,., N.}. Ya que f} (c) existe, existe dx (&) tal que si
0<|z—c¢|l <dk(e),

entonces

fre (2) = fr () _

Tr—cC
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Relacionando estas desigualdades, se concluye que si 0 < |z — ¢| < dk (), entonces

f(l’)—f(c) —g(c) < 3e.
xr —cC
Como el real e > 0 es arbitrario, esto muestra que f’ (c) existe y es igual a g (¢). Ademas, como el

numero c € I es arbitrario, se concluye que f' =gen I.n

Teorema de Taylor: Sea n un natural, [a, b] un intervalo de los reales, y sea una funcién definida
como f : [a,b] — R, tal que f y sus derivadas f, f”, ..., f(™ son continuas en I, y que su derivada

(1) existe en (a,b). Si g € [a, b], entonces para cualquier x en [a, b] existe un punto ¢ entre z y z

tal que
_ / . [ (xo) 2
fx) = f(zo)+f (mo)(£*$0)+T($*xo) + e
(n) (n+1)
+f ns$0) (=m0 + f(n T 1()61) (= o)™
Demostracion:

Sean z( y z puntos dados, y denote por I al intervalo cerrado con extremos en x y x. Defina una

funcion F en I como

F()=f(0) =) —(@=0f ) == (1),
para t en I. Derivando la funcién F',
F'(t) = —f'O-=f O+@=0F 0= [2@=-f O+@-0 0] -
- #ﬂn) (t) + %Jvmw (t)] 7

por lo que es claro que

F (t) = — (x ;!t)n f(nle) ().

Ahora, si se define una funcién G en I como
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Por el Teorema de Rolle, existe un punto ¢ entre z( y « tal que G’ (¢) = 0, esto es

(x—o)"

Por lo tanto, despejando F' (xg)

y sabiendo que

2 (p) _ (I —'C) f(n+1) (C) ’
n.
se obtiene entonces
F (o) = (x— :Eo)n+1 FoD) ()
0 (n+1)! ’

que, seguln la definicién de F (t), implica precisamente el resultado que se queria demostrar.g
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7.5 Resena Historica

Se otorgara una breve resefa histérica de los conceptos mas importantes estudiados en este docu-

mento:

El concepto de Funcion: La definicién de funcién con la que se trabaja actualmente, es resultado
de siglos de cambios y mejoramientos otorgados por diversos matematicos a una definicion incial dada
por Bernoulli en el siglo XV I11. Sin embargo, ya en la época antigua (1830 — 1531 a.C.) los babiléni-
cos habian desarrollado, sin saberlo, lo que parece ser el incipiento nacimiento del uso de funciones,
mediante tablillas en las que grababan fracciones, cuadrados de nimeros y cubos de numeros, solo

por nombrar algunas de sus anotaciones .

Pasados varios siglos, fueron T. Bradwardine y N. De Oresme en el siglo X1V quienes, haciendo
estudios de fisica, dieron la primera aproximacién del concepto mas profundo de funcion, al describir
las leyes de la naturaleza (como velocidad y variaciéon de temperatura, entre otros fenémenos estudia-
dos) como relacién de dependencia entre dos magnitudes. Luego fue René Descartes quien en el siglo
XV II introdujo y desarrolld la geometria analitica. Gracias a sus métodos algebraicos en geometria,
mostré el camino para la introduccién de la nocién de funcién: desde ese momento, cualquier curva
del plano podia ser expresada en términos de ecuaciones, y cualquier ecuacion que relacionara dos

variables podia ser representada geométricamente en el plano .

Si bien Newton y Leibniz trabajaron por su parte en lo que hoy se conoce como Calculo, no es
atribuible a ellos una definicion concreta de funcién, pese a haber desarrollado el Célculo Infinitesimal.
Es Bernoulli que, aproximadamente en el afio 1718 describe por primera vez lo que es una funcion,
para que, anos mas tarde, Leonnard Euler mejorara esta definicién y, de hecho, precisara su misma
definicién en una segunda versién, siendo el primero en escribir f (x), para hacer referencia a una

funcién f aplicada sobre el argumento x .

No obstante, fue a Gustave Dirichlet a quien se le atribuye la definicién formal moderna de funcion,
considerando que la variable = estaba restringida a un intervalo. Pero esta definicién seguia sin pre-
cisar nada con respecto al intervalo ni al comportamiento de y con respecto a z, asi fue que Edouard
Goursat establece que “y es una funcién de z si, a cada valor de = le corresponde un valor de vy, y
esta correspondencia se indica mediante la ecuaciéon y = f (x)” . Mas, conceptos como “valor” y “cor-
respondencia” seguian sin clarificarse, hasta que después de varios afos de ajustes a la definicion de
funcién, a finales del siglo X I X y a principios del siglo X X, surgié un concepto nuevo, el de conjunto,

y con él el desarrollo de la Teoria de Conjuntos, el cual fue clave para la caracterizacion actual de fun-
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cion, como una correspondencia entre elementos de dos conjuntos cualesquiera, no necesariamente

numéricos. Definicién con la que se trabaja en la actualidad .

El concepto de Derivada: Es comun oir que fueron Newton y Leibniz quienes inventaron el calculo
infinitesimal, y, en particular, las derivadas. Sin embargo, sin cuestionar el enorme trabajo que re-
alizaron indistintamente ambos cientificos, el suyo no fue el Unico, puesto que las derivadas, que es
el concepto en que ahora nos enfocamos, fue el resultado de una evolucién histérica de problemas y

soluciones que diversas civilizaciones y cientificos fueron abordando a través de largos afos.

Con los griegos surgié uno de los problemas que darian origen a las derivadas: hallar la ecuacion
tangente a una curva dada en un punto determinado de ella. Este problema fue resuelto hasta cierto
punto, los matematicos griegos lograron trazar rectas tangentes a diversos tipos de curvas, natural-
mente, mediante técnicas puramente geométricas lo que resultaba en un concepto de tangencia bas-
tante estatico. Pero el problema de encontrar tangentes a curvas quedd estancando, tuvieron que
pasar cientos de afios antes de obversar avances significativos en esta area, y en el célculo infinitesi-
mal en general. Con la invencién de la geometria analitica, surgié una gran variedad de nuevas curvas,
para las cuales los métodos geométricos no servian para calcular sus tangentes. Ademas aparecieron
otros problemas, como el calcular maximos y minimos de una funcién, y otros relacionados a la fisica,
como problemas de Optica y trayectoria de cuerpos, problemas que obligaron en cierto modo a los

matematicos del siglo XV I I a crear nuevas técnicas para el calculo de tangentes.

Pierre de Fermat creé un método para hallar la tangente a una curva definida por un polinomio de
grado n, el cual consistia en: si f (x) es un polinomio, entonces la diferencia f (z + h) — f (z) es divisi-
ble por h, posterior a la division se eliminan los términos con h, tal y como se hace actualmente cuando
se estd aprendiendo a calcular derivadas por definicién (haciendo tender el h a cero). Sin embargo, no

usa infinitesimales ni los define.

René Descartes también trabajé para calcular tangentes de curvas, mas con sus métodos se re-

torna al concepto estatico de tangente, como los griegos.

Gilles de Roberval y Evangelista Torricelli, de manera independiente, descubrieron un método para
calcular tangentes mediante consideraciones cinematicas, cuyas ideas basicas eran considerar una
curva con la trayectoria de un punto moévil que obedece a dos movimientos simultdneamente, y consid-

erar la tangente en un punto a la curva como la direccién del movimiento en ese mismo punto.
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Isaac Barrow utilizaba el método de Fermat a curvas de la forma implicita f (z,y) = 0, aplicando
la idea de la tangente como el limite de las rectas secantes, no obstante seguia aplicando bases de

geometria griega.

Posterior a todos los trabajos mencionados (y a otros mas), aparecen Isaac Newton yGottfried
Leibniz, cuyos trabajos consistieron, indistintamente, en realizar una sintesis de todos los trabajos an-
teriores. Pese a que Newton hizo sus descubrimientos diez afos antes que Leibniz, fue éste quien

publicé primero sus conclusiones .

En 1666 Newton introdujo el concepto de fluxion, que es lo que hoy se conoce como derivada.
Las conclusiones de Newton fueron producto de consideraciones fisicas, pues partia de la imagen
cinematica de una curva como trayectoria de un movil. La velocidad en cada punto tenia como compo-
nentes la velocidad segun las direcciones de los ejes x € y; luego, para hallar la pendiente de la recta

tangente a la curva en un punto, calculaba el cuociente £.

Leibniz en cambio, obtuvo sus resultados en la busqueda de crear un lenguaje universal, surgiendo
asi el concepto de infinitesimales. Leibniz interpreta la derivada como el cuociente de los infinitésimos

j—g, notacién que es usada hasta estos tiempos .

Como se observa, los resultados de Newton y Leibniz son practicamente los mismos, aunque orig-
inados de distinta manera. El trabajo de sintesis que ambos cientificos realizaron de los resultados
anteriores de matematicos que trabajaron en estos problemas, fue clave en el desarrollo del célculo,

particularmente, en cuanto a derivadas.

El concepto de Polinomio: Los Babilénicos y Egipcios fueron los primeros pueblos, de los que se
tiene registro, en trabajar con polinomios. Se han traducido papiros egipcios que datan del 2000 a.C.

en donde se encuentran soluciones a lo que hoy corresponden a ecuaciones de primer grado.

Pasado los afos, matematicos griegos, hindles, arabes y europeos avanzaron en el estudio de
estas ecuaciones, progresando en las notaciones, abreviaturas y comenzando a dar reglas para la
solucion de ecuaciones de primer y segundo grado con una incognita. En el siglo 71X existi6 un
matematico, astrénomo y gedgrafo persa de progen musulman, conocido como al-Jwarizmi, quien tra-
bajo con lo que él llamé “algebra” y “algoritmo”. En la actualidad es posible comprender el concepto de
algebra de al-Jwarizmi: se trataba de la teoria de las ecuaciones lineales y cuadraticas con una sola

incognita, y de la aritmética de binomios y trinomios relativos.
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Luego fue el turno del matematico italiano Leonardo de Pisa, quien realiz6 nuevos aportes al alge-

bra y se encarg6 de divulgarlos por toda Europa.

Hasta antes del siglo X VI fue objetivo de muchos matematicos encontrar una férmula para en-
contrar las soluciones de cualquier ecuacion cubica, sin obtener buenos resultados. Fue Scipione del
Ferro quien obtuvo esta formula en primer lugar, y afos mas tarde Niccold Tartaglia también la obtuvo
de manera independiente. Sin embargo, fue Girolamo Cardano quien hizo publica la férmula, luego
de estudiar los trabajos de del Ferro y de Tartaglia, por esta razén el método de resolucién para ecua-

ciones cubicas es conocido como “Férmula de Cardano” .

Posteriormente, René Descartes en 1637 adoptd la letra x para denotar la incognita, ademas
comenzo6 a usar numeros enteros en los exponentes. Isaac Newton en 1676 generalizé la férmula
para desarrollar un binomio, y extendi6 el procedimiento al caso de los exponentes negativos y frac-

cionarios .
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Anexos

A continuacién, se adjuntan el instrumento utilizado para la evaluacion de la Monografia en Calculo

Diferencial, y la carta del profesor que puso a disposicién de sus alumnos la monografia.

Cuestionario:

Cuestionario de Evaluacién del Proyecto de Tesis:

Unidad Didactica en Calculo Diferencial

Proyecto de tesis realizado por la estudiante del Magister en Educacion Matematica, Camila Sal-
gado Caniumil, que consta de la construccién de una Unidad Didactica en Calculo Diferencial, dirigida
a estudiantes de Pedagogia en Matematicas que estén cursando su primer afio académico, como
material de apoyo para la formacién de docentes con competencias y habilidades matematicas desar-

rolladas.

Instrucciones Generales: El siguiente instrumento consta de dos partes.

La primera parte esta compuesta de preguntas de aspectos generales, con respecto a la evaluacion
del documento. Cada pregunta posee 3 indicadores de niveles de apreciacion, detallados segun cor-
responda.

La segunda parte consta de dos preguntas abiertas, en donde tendra la libertad para expresar su
opinién con respecto al documento, bajo la perspectiva de que es un material dirigido a profesores de

matematica en formacion.

e PARTE I
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Indicadores

Indiferente

En desacuerdo

De acuerdo

Fue 1til tener el material a disposiciéon para trabajar

clase a clase, en su forma fisica y/o digital

El contenido del texto se presenta de manera clara,
con un lenguaje, vocabulario y redacciéon adecuada

al nivel del estudiante

La lectura del documento se hizo agradable, liviana

y facil de leer

Los ejemplos presentados en el documentos fueron
explicativos y claros para la comprension del

contenido en cuestion

Los ejemplos presentados en el texto fueron

novedosos e innovadores

La cantidad de ejemplos presentados por seccién
es la adecuada para que el estudiante comprenda

el concepto en cuestién

e PARTE Il

1. Segun su opinién, qué sugerencias le hace al documento, con respecto al contenido, ejemplos,

imagenes, y a la fluidez de la lectura, ya sea para incluir o quitar en alguna préxima version.

2. Comente alguna observacién de otra indole, respecto a algun tema que no se haya mencionado

con anterioridad.
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