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Para aquellos que no sepan Matematicas es dificil entender que sean bellas, la belleza
mas profunda de la naturaleza. Si quieres aprender sobre la naturaleza, apreciarla, es

necesario entender el lenguaje en el que habla.

Richard Feynman.



Resumen

Existe un vacio entre la matematica de la escuela y la matematica presente en primer afio de
ingenieria de universidad, ocasionandose una desarticulacion entre dichos niveles, generado por
el discurso matematico escolar imperante, confrontandose una matematica centrada en los
objetos matematicos de nivel superior como lo son: el limite, la derivada, la integral, entre otras;
y centrada en los objetos matematicos del nivel medio, como lo son las funciones, polinomios,
ecuaciones, entre otros. Se evidencia la necesidad de un puente entre la matematica de ambos
niveles, es por ello que urge realizar una articulacién entre la matematica del nivel medio con la

matematica del nivel superior, a partir del redisefio del dME.

La derivada, desde la razén de cambio y la variacién, resulta ser un concepto esencial en célculo
de primer afio de Ingenieria, plan comun, pues es fundamental para dar mayor significacion a
conceptos complejos como lo son: el limite, la integral y la misma derivada. Es por ello que se
disefara una situacion de aprendizaje que sea un sostén para dicha articulacion, bajo la mirada
de la Socioepistemologia que permite resignificar dichos objetos matematicos, redisefiando el
discurso matematico escolar, considerando los fendomenos del mismo, como lo son la adherencia,
la exclusién y la opacidad; a la luz del pensamiento y lenguaje variacional, teniendo en cuenta al
aprendiz, el escenario sociocultural en el cual se centrara la situacién de aprendizaje y el saber
mismo. Creando Actividades, contemplando las Practicas de Referencia y la Practica Social.

Teniendo en cuenta los usos de la grafica.

Se considerar en la construccion de la situacion de aprendizaje el analisis epistemoldgico historico.
El contexto que utilizaremos para el disefio la situacion de aprendizaje es La Ley del Enfriamiento
de Newton. Resignificando la derivada a partir de la razén de cambio desde una situacion de

variacion. Considerando los tres momentos para redisefiar el discurso matematico escolar.

La situacion sera aplicada en un contexto de aula, y no pretende ensefar los resultados de la
misma, sino se brinda la oportunidad de que los estudiantes de cuarto medio, con alto interés por
la asignatura y con interese futuros de seguir estudiando alguna ingenieria, aprendan

matematizando, organizando y reorganizando su realidad.

Para analizar los resultados de esta investigacion se aplicara la Metodologia de la Ingenieria
Didactica, con sus cuatro fases: Analisis preliminar, Concepcién y analisis a priori,
Experimentacion y Analisis posteriori y evaluacion. Finalmente se propone redisefiar la situacion

de aprendizaje a la luz de los datos obtenidos.



Abstract

There is a gap between the mathematics of the school and the mathematics present in the first
year of university engineering, causing a disarticulation between these levels, generated by the
prevailing school mathematical discourse, confronting a mathematics focused on higher level
mathematical objects as they are: the limit, the derivative, the integral, among others; and centered
on mathematical objects of the middle level, such as functions, polynomials, equations, among
others. The need for a bridge between the mathematics of both levels is evident, that is why it is
urgent to make an articulation between the mathematics of the medium level and the mathematics

of the superior level, from the redesign of the dME.

The derivative, from the rate of change and variation, turns out to be an essential concept in the
calculation of the first year of Engineering, a common plan, since it is fundamental to give greater
meaning to complex concepts such as: the limit, the integral and the same derivative That is why
a learning situation will be designed that will be a support for this articulation, under the eyes of
the Socioepistemology that allows resignifying said mathematical objects, redesigning the school
mathematical discourse, considering its phenomena, such as adherence, exclusion and opacity;
in the light of thought and variational language, taking into account the apprentice, the
sociocultural scenario in which the learning situation and knowledge itself will focus. Creating
Activities, contemplating the Reference Practices and Social Practice. Taking into account the

uses of the graph.

The historical epistemological analysis will be considered in the construction of the learning
situation. The context we will use to design the learning situation is Newton's Law of Cooling.
Resignifying the derivative from the rate of change from a situation of variation. Considering the

three moments to redesign the school mathematical discourse.

The situation will be applied in a classroom context and does not intend to teach the results of the
same, but provides the opportunity for fourth-year students, with high interest in the subject and
with future interest to continue studying some engineering, learn mathematizing, organizing and

reorganizing their reality.

To analyze the results of this research, the Methodology of Didactic Engineering will be applied,
with its four phases: Preliminary analysis, Conception and a priori analysis, Experimentation and
posteriori analysis and evaluation. Finally, it is proposed to redesign the learning situation in light

of the data obtained.
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Introduccion.

¢Por qué la matematica?, esa es una pregunta que me realizo al inicio de este trabajo de
investigacion para obtener el grado de Magister en Educacion Matematicas. Es mi punto de
partida. Me permito contarles que desde siempre me ha gustado las matematicas, desde muy
pequefia me encantaba contar y descubrir que detras de cada objeto, cosa, animal o persona
esta la matematica escondida, de una forma u otra. Es universal, es un juego, es real y permite
ver con otros o0jos a la misma naturaleza, porque muchas veces descubrimos patrones,

comportamientos o formas que estan unidas a estas matematicas que tanto me encantan.

Decidi ensenar matematicas para poder mostrarles a mis alumnos lo bello y majestuoso que vive
en esta disciplina. Es maravilloso cuando uno de mis estudiantes entiende lo que hay detras de
un problema, ejercicio o desafio. Pero también me es muy frustrante ver como se rinden frente a
las matematicas, porque creen no saber o simplemente por creer que no son buenos. Son
justamente estos jovenes los que me hacen movilizarme para poder ayudarlos, y mostrarles que

si pueden, que si son capaces de entender este mundo desde la éptica de las matematicas.

El paso desde el colegio a la universidad no es nada de facil, veo a muchos jovenes que les
cuesta mucho comprender las materias correspondientes a primer afno de universidad. Muchos
de mis ex alumnos de secundaria ingresaron a la educacion superior, y a pesar de ser estudiantes
destacados, y sobresalientes, les costdé mucho superar aquel primer afio. Es cierto que el ritmo
es distinto, que deben adaptarse a otro tipo de estudio, pero también es verdad que no existe una
articulacion entre el colegio y la educacion superior. ;Qué deberia haber realizado cuando hacia
clases en la educaciéon media para que mis alumnos siguieran siendo exitosos en la universidad?,
¢porqué dejaron de ser exitosos, y comenzaron a pensar que no eran capaces?, ;,por qué mis
alumnos de primer afo les cuesta comprender los principios basicos del calculo?, estas son
algunas de las preguntas que me he realizado este ultimo tiempo, transformandose en mi punto

de partida para realizar esta tesis.

La ensefianza de las matematicas es un asunto de mucha importancia en nuestra sociedad, se
ha creado instituciones donde se estudia los fendmenos que aqui suceden, tanto de nivel basico,
medio y universitarios. Toda persona que curse tanto la ensefanza basica o media, tendra por

obligacion estudiar la matematica.

¢ Sera una unica matematica?, ;son muchas las matematicas que viven en nuestro mundo?,
;existen mas matematicas?, ;qué tienen en comun todas ellas?, ;qué las hacen distintas?,
¢todos hacemos matematicas?, ¢ esta toda creada?, son preguntas para reflexionar dentro de la

ensenanza de las matematicas.



Para intentar acercarme a una respuesta a estas cuestiones me acerco a la Socioepistemologia
que tiene por objetivo atender el explorar las formas de pensamiento matematico, fuera y dentro
del aula, que pudieran difundirse socialmente y ser caracterizadas para su uso efectivo entre la

poblacion.

Esta perspectiva reconoce la importancia de cuatro dimensiones: epistemoldgica, didactica,
cognitiva y sociocultural. En consecuencia, aplicarla a la Matematica es analizar las relaciones
entre la ciencia formal y la vida en sociedad, propone la descentralizacion del objeto matematico,
cuestionando también qué, a quién, cuando y por qué ensefar los contenidos matematicos

(Cantoral, Cordero, Farfan e Imaz, 1990).

Los modelos educativos olvidaron un sujeto, a saber: la gente. La construccién social del
conocimiento matematico, consiste en ponernos en el lugar de la gente. La ausencia de la
inclusion de la gente ha generado en el dME que se produzcan tres fendmenos enlazados: la
adherencia, la exclusion y la opacidad; cuya base epistemoldgica en los usos del conocimiento
matematico, para asi lograr la construccion social del conocimiento matematico (Cordero, Gémez,
Silva-Crocci, Soto, 2015).

Se ha evidenciado una serie de caracteristicas del dME, que atomiza los conceptos, su caracter
hegemonico, que el conocimiento matematico es acabado y continuo, posee un caracter utilitario
y no funcional del conocimiento, y posee una falta de marcos de referencia para resignificar la
matematica escolar. En su conjunto permiten reconocer y estudiar el fendmeno de exclusion, que
nos lleva ampliar la vision del fracaso hacia otra tipicamente social, como lo es el fenébmeno de
exclusion (Soto, 2010). Este fendmeno deja en evidencia el cémo los actores didacticos son

excluidos de la construccion del conocimiento matematico.

La matematica escolar, por sus programas, curriculos y modelos educativos genera un dME, una
epistemologia dominante, el cual no considera el conocimiento matematico de la gente, por ende,
tampoco al alumnado. Generandose asi la exclusion de la construccién social del conocimiento

matematico.

Se supone que ensefiamos para que los jovenes mejoren su cotidiano, pero lo que se ensefia no
responde a las situaciones de lo cotidiano, y peor aun, el conocimiento de lo cotidiano no se

parece en nada al de la escuela.

¢ Pero como acercar el cotidiano con la matematica de la escuela? 4 Como articular la educacion
secundaria con la educacién superior? ; Qué es lo que contenido u objeto matematico necesitan
los estudiantes para superar con éxito el calculo de primer afio de universidad? ;Qué objeto

matematico es importante en esta instancia? ¢ Coémo evoluciona a lo largo de la historia este



objeto? Responder a estas preguntas es lo que se pretende con esta tesis, lograr conectar la
matematica con fendomenos del mundo real mediante la resignificacion de la variacién como razén

de cambio, como concepto fundamental para entender la derivada.

Estudiando la problemética planteada y los antecedentes a nivel nacional e internacional.
Estudiando el dME imperante y como este se manifiesta en la ensefianza media y en la
ensefianza universitaria, especificamente en calculo 1, plan comun para Ingenieria, de la

Universidad de Santiago de Chile.

En esta situacion de aprendizaje los estudiantes son introducidos a la variacién como razén de
cambio. El proceso intenta ser explicito y visualmente dinamico, la actividad tiene un disefio
centrado en el estudiante, donde se les presenta el como varia la temperatura de un liquido a
medida que pasa el tiempo. Es asi como a través de la Ley del Enfriamiento de Newton
resignificamos la variacién como razon de cambio. La situacion de aprendizaje estara construida
sobre la base de la construccion de los momentos, considerados por Zaldivar (2014) en su tesis

doctoral, que buscan redisefiar el dME.

La metodologia para llevar a cabo esta investigacion es la Ingenieria Didactica, siendo esta una
analdgica entre la actividad del ingeniero con la actividad del investigador en didactica. Esta ligada
a las intervenciones experimentales en las clases, basada en la concepcion, realizacion,

observacion y analisis de una secuencia de ensefianza.

Para finalmente estudiar las conclusiones que permitiran redisefar la situacién de aprendizaje

propuesta, a la luz de los resultados obtenidos.



Capitulo 1: Problematica y Antecedentes.

De esta forma no atiende, exclusivamente, al aprendizaje de los conceptos y
procesos matematicos, sino que incorpora a la investigacion dimensiones
sociales, historicas, culturales e institucionales, que permiten efectivamente la
construccion del conocimiento matematico (Soto & Cantoral, Discurso

Matematico Escolar y Exclusién. Una vision Sociepistemolégica. , 2014)

1.1. Problematica.

La variacion es un concepto fundamental en la ensefianza superior, como se evidencia en
numerosas investigaciones realizadas; que debe ser resignificado por los estudiantes para
construir otras nociones como: limite, derivada e integrales. En particular, las distintas miradas en
torno a la derivada han mostrado que la razén de cambio es un concepto clave para la apropiacion

de dicho concepto.

En la universidad se asume que los estudiantes vienen con algunos conocimientos de base,
desde el colegio. Para poder articular los conocimientos del colegio con los conocimientos de la
universidad se hace necesaria la creacidon de situaciones de aprendizaje, que permitan cubrir

dicha ausencia de saber.

Los estudiantes al entrar a la universidad, deben comprender y aprender el concepto de variacion,
ya que, por ejemplo, en el programa estudio de Calculo | perteneciente a la malla curricular de
Ingenieria, de la Facultad de Ingenieria de la Universidad de Santiago de Chile, plan comun,
encontraremos los siguientes contenidos: la interpretacion geométrica de la funcion derivada
como razén de cambio y la utilizacion de la interpretacién geométrica de la derivada en un punto

de la curva para calcular la pendiente de la recta tangente.

En la escuela se pide, de acuerdo a la propuesta curricular que no fue aprobada, especificamente
en el programa de estudio propuesto para tercero y cuarto medio, que los alumnos fueran capaces

de identificar a la nocién de cambio como rapidez instantanea, la razén de cambio en Economia



o Biologia, la de tangente a una curva y la aceleracion como un caso de segunda derivada, con
ello se debe profundizar en la importancia de modelar situaciones que involucran razones de
cambio promedio e instantaneo (aplicaciones a la fisica y casos de optimizacién), derivada de
una funcién y sus propiedades, para resolver problemas propios de la disciplina, problemas

sociales o problemas relacionados con la ciencia.

En la prueba PISA, encontramos como el cambio debe ser descubierto y ser utilizado como
predictivo de fendmenos de la naturaleza, ya que en estos fendmenos se evidencia la

manifestacion del cambio.

1.2. Estado del Arte.

Se ha tomado como referencia otras investigaciones que se ha realizado sobre la derivada, que

pretenden conformar una inspiracién y guia.

Cantoral y Farfan (1998) buscan construir una base y significaciones para procesos y conceptos
del analisis matematico a nivel universitario. Reconocen que la tematica que se aborda en
sectores académicos universitarios corresponde a temas posteriores al algebra basica, llamada
célculo en la tradicién anglosajona. Exponen algunos de los resultados de su investigacion y su
efecto en las practicas educativas, en lo que ellos llaman Pensamiento y Lenguaje Variacional,
un programa de investigacién en curso. Este brinda la oportunidad de tender puentes entre la
investigacion y las practicas sociales que dan vida a la matematica de la variacion y el cambio en

los sistemas didacticos.

Atestiguan que las investigaciones reportadas en aquella época, apuntaban a la problematica que
se ocupaba de la matematica en la ensefianza superior, asumiendo que esta interviene casi
exclusivamente como disciplina principal de ensefianza, olvidando que la matematica escolar esta
al servicio de otros dominios cientificos y de otras practicas de referencia, donde a su vez

adquiere sentido y significacion.

La linea de investigacion que se encuentran desarrollando considera como obligacion dotarla de
una aproximacion sistémica que permita incorporar las cuatro componentes de la construccion
del conocimiento: su naturaleza epistemoldgica, su dimensién sociocultural, los planos cognitivos
y los modos de transmision via la ensefianza. A esta aproximacién multiple la nombran como “la
cuarta dimension”, llamada formalmente como acercamiento Sociepistemolégico. Explicitan que

el Pensamiento y Lenguaje Variacional se encuentra en el seno de la Teoria Socioepistemoldgica.



Advierten que el desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional entre los estudiantes precisa
de procesos prolongados, pues se necesita del dominio de la matematica basica y de los procesos
del pensamiento asociados, ademas de rupturas con estilos de pensamiento prevariacionales,
como por ejemplo con el pensamiento algebraico, esta ruptura no se debe hacer sélo en el plano
educativo, sino también se debe basar en la idea de aproximacion y en la matematizacién de los
fendmenos de cambio. Se necesita ademas del manejo de un universo de formas graficas

extensas.

Reconocen que la ensefianza del calculo se conforma de un repertorio de procedimientos y
algoritmicos provenientes del algebra y de la geometria analitica, dejando de lado aspectos
argumentos visuales o de enfoque numérico, por no considerarlos plenamente formales
matematicos. En un curso de analisis, el estudiante debe concebir la nocién de funcién como un
objeto, por ende, debera estar sujeta a las operaciones de otros procedimientos que se efectuen
sobre ella. La experiencia que han alcanzado los investigadores, les permite afirmar que cuando
se incorpora a la actividad matematica elementos del tipo visual, se logra no tan s6lo manejar a
la funcion como un objeto, sino que ademas pueden transitar entre diferentes contextos como lo
son: algebraico, geométrico, numérico, iconico y verbal. Permitiendo que tanto en la algoritmia, la

intuicion y la argumentacion emerjan entre las distintas representaciones.

Desde la perspectiva de la construccion social del conocimiento, sostiene que la naturaleza del
concepto de funcién es en extremo compleja, reconociendo que su desarrollo se ha hecho casi a
la par del humano, pero este concepto no toma protagonismo cuando se concibe como una

férmula, es decir cuando se logra la integracion de los dominios algebraicos y geométricos.

La hipotesis de su investigacion consiste en asumir que previo al estudio del calculo se precisa,
por parte del estudiante la adquisiciéon de un lenguaje grafico, siendo este esencial en la
transferencia de campos conceptuales, ajenos a la ensefanza tradicional, estableciendo un
isomorfismo operativo entre el algebra basica y el estudio de curvas, o sea entre el lenguaje
grafico y algebraico. Esta hipdtesis es desarrollada bajo la directriz de la operatoria con graficas,
en analogia con los numeros o las variables, y bajo el aspecto relevante de poder construir un
universo amplio de funciones a partir de tres funciones primitivas de referencia, estas son: funcion
identidad ((x) = x), funcién exponencial ((x) = a*) y funcidn sinusoidal (f(x) = sen x). Todas

ellas son la base para construir las funciones elementales en el sentido de Cauchy.

La tarea consiste en lograr construir un puente entre los contextos graficos que sirva de guia a la
sintaxis algebraica, de modo que refuerce su significado. Para ello disefian diversos ejemplos
sobre el pensamiento y lenguaje variacional, esperando que las respuestas indiquen estrategias

variacionales que utilizan y las formas en cdmo argumentan su eleccion frente a sus comparfieros



de clase. Frente a estas tareas proponen y exploran el tratamiento didactico de la prediccion por

medio del Binomio de Newton y la Serie de Taylor.

Frente al Binomio de Newton, sostienen que este se apoya de una epistemologia sensiblemente
diferente de la que se ensefaba en la sala de clases, sostienen que obedece a un programa
emergente en aquella época, en el que se busca modelar, anticipar y predecir fendmenos de la
naturaleza con respaldo matematico. La Serie de Taylor es utilizada como un instrumento para
predecir instantaneamente, procesos, que llaman prediccién de corto alcance en ambitos de

variacion continua.

La idea basica que sostienen es que la prediccion de los fendomenos de flujo continuo en la
naturaleza, es posible anunciar, su estado ulterior. Pues con ciertos valores iniciales de un
sistema de evolucién, sabremos la forma en la que esté progresa. Estudian esto en dos
situaciones especificas, una en el estudio de. La cinematica de una particula que se desplaza
rectiineamente y la segunda, que se ocupa del examen del planteamiento y resolucion de la
ecuacion de la cuerda vibrante. Pues desde el punto de vista de los investigadores la nocion de
prediccidén se construye socialmente a partir de las vivencias y experiencias cotidianas de los

individuos y de los grupos sociales.

Con los acercamientos que realizan, sefialan que han permitido obtener algunos resultados, que
juzgan prometedores en su investigacion, que junto a ellos han establecido una fecunda linea de
investigaciéon. Favoreciendo la discusién y elaboracion de propuestas de ensefanza que traten
sobre el qué ensefiar y no sélo, como habia sido habitual, sobre el como ensefnar. Proponiendo
una linea de investigacion donde se toma como objeto de estudio, a la base Sociepistemolédgica

de los saberes matematicos.

Ubicados en el pensamiento y lenguaje variacional, se busca la prediccion de la evolucion de los
sistemas complejos de cambio, que precisan, como necesidad basica del funcionamiento, de una
centraciéon en la manera de variar por encima incluso de la variable misma. Presuponiendo una
centracion en el proceso mas que en el estado, en consecuencia, la utilizacién de mecanismos

de constantificacion de las variables y sus variaciones.

Vrancken y Engler (2014) hacen referencia al estudio del célculo, que juega un rol importante
cuando es necesario medir algun fenédmeno y variaciones que se producen. El calculo tiene
reconocida su importancia porque permite encontrar las leyes que describen esos cambios,
medirlos y predecirlos. En particular, la derivada permite cuantificar, describir y pronosticar la

rapidez de la variaciéon en fendmenos de la naturaleza o de la practica.



Dan cuenta, ademas, que el sistema educativo se centra en procesos de construccion formales
y aspectos algoritmicos. Reconocen que, si bien los estudiantes logran derivar, integrar o calcular

limites, no son capaces de asignarles un sentido mas amplio a las nociones involucradas.

Su trabajo se enmarca en la linea de Pensamiento y Lenguaje Variacional, que estudia la
articulacion entre la investigacion y las practicas sociales que dan vida a la matematica de la
variacion y el cambio en los sistemas didacticos. En el contexto de una Ingenieria didactica,
disefan una secuencia que es llevada al aula con alumnos de Matematica Il de la carrera de
Ingenieria Agronémica. Estas actividades permitieron analizar diversos escenarios de variacion,
caracteristicas variaciones entre las magnitudes, a través del calculo de razones de cambio y

explorar como la pendiente de una curva se relaciona con la razén de cambio.

En su trabajo hacen referencia a la investigacion realizada por Dolores (2007B) quien expresa
que los estudiantes [...] dificilmente logran reconocer las ideas asociadas al concepto de derivada
en la resoluciéon de problemas elementales sobre variacion y cambio a pesar de que en los

problemas de este tipo se encuentra la esencia de este concepto.

Su objeto principal de estudio son los fendmenos de cambio y su entendimiento. En este contexto,
un concepto primordial es el cambio, modelado matematicamente mediante las diferencias, que
dan cuenta de cuanto cambia la variable en un proceso de variacién. La derivada refleja, con gran
precision, una de las propiedades esenciales de los fendmenos de la realidad: la rapidez de la

variacion.

Dan cuenta que el analisis de la variacion en los fenédmenos dinamicos es lo que condujo al

estudio de la derivada y al desarrollo del célculo.

Muestran también que la ensefanza de las funciones y del calculo diferencial no se corresponde
generalmente con sus origenes, privilegiando en cambio aspectos logicos formales.
Dedicandoles mucho tiempo a la ensefianza de algoritmos, dejando de lado la formacion de las
ideas variacionales. Los estudios realizados plantean la necesidad de un primer acercamiento
visual e intuitivo a los conceptos del calculo diferencial partiendo del estudio de la variacion
atendiendo a tres de sus nociones basicas: el cambio, la razén medio de cambio y la razén

instantanea de cambio. En estas nociones se encuentra el origen de la derivada.

El trabajo hace referencia a la investigacion de Testa (2004) quien se interes6é en entender y
explicar la forma en que la representacion de la variacion interviene en la construccion del
concepto de la derivada, expresando que, para dar significado variacional a la derivada, es

necesario previamente significar cada elemento que varia.



Para el disefio de sus actividades tienen en cuenta las ideas desarrolladas por Wenzelburger
(1993), Dolores (1999, 2007b) y Azcarate et al. (1996) quienes manifiestan la necesidad de partir
de concepciones previas de los alumnos acerca de la velocidad, utilizar las graficas de las
funciones para visualizar ideas, en especial la de razén de cambio medio como pendiente de una

recta.

Garcia y Dolores (2011) en su investigacion exponen los principales elementos del disefio y
puesta en escena de una propuesta para la ensefianza de la derivada en estudiantes principiantes
universitarios. Reconocen que gran parte de los alumnos escasamente comprenden el concepto
de Derivada, por tal motivo se proponen como objetivo elaborar una propuesta por medio de la
cual se les proporcione a los alumnos los elementos necesarios que les ayuden a mejorar la
comprension del concepto de derivada. Para elaborar dicha propuesta toman como eje la
variacion y la transicion entre registros (geométrico, numérico, algebraico, analitico, fisico y

verbal).

Las autoras citan a Garcia y Navarro (2010), Sanchez-Matamoros et al (2008) y a Dolores (2007)
quien dan cuenta en sus investigaciones realizadas en Matematica Educativa, a nivel de
bachillerato, relacionadas con los conceptos de limite y derivada, concluyen que la mayoria de
los estudiantes solo logran un dominio razonable de los algoritmos algebraicos para calcular

limites y derivadas; sin embargo, escasamente comprenden el significado de esos algoritmos.

Como punto de partida de su investigacion realizan una encuesta a estudiantes de primer afio de
licenciatura en matematicas de la Universidad Auténoma de Guerrero, México, en la cual se les
pide contestar a la pregunta ¢ qué es la derivada de una funcion? Los resultados indican que la

mayoria de los estudiantes relacionan lo qué es la derivada con su formula.

Reconocen que la ensefianza de la deriva tradicionalmente ha estado influida por la forma de
como se organiza el contenido matematico en la ciencia matematica. Sin embargo, esta
estructuraciéon poco ha contribuido a la comprension de los conceptos matematicos en los
estudiantes. Cita a Dolores (2007) quien reconoce que predominan dos tendencias respecto de
la ensefianza de la derivada, una donde la organizacion del contenido clasico se organiza en el
Andlisis Matematico para buscarle sus aplicaciones, y la otra donde el contenido se genera

mediante la necesidad de resolver problemas practicos.

La propuesta que disefian, aboga por la comprensién de los conceptos, especificamente la
derivada, por ello se alejan del formalismo matematico para que los estudiantes por medio de
actividades descubran el concepto de derivada, centradas en la idea de variacién. Se basan en

el cuaderno didactico llamado: Una introducciéon a derivada a través de la variacion, que tiene un



caracter intuitivo y pretende develar la naturaleza variacional de la derivada a partir del

planeamiento y resolucion de situaciones variacionales elementales.

Los elementos tedricos de su investigacion es la Teoria de la Actividad, desde donde se
argumenta que una actividad esta compuesta por sujeto (personas comprometida con la
actividad), objeto (mantenido por el sujeto y motiva la actividad), acciones (tareas) y operaciones

(acciones llevadas a cabo de forma automatica).

La actividad posee cuatro mementos: orientacion, ejecucion, control y correccion. Ademas, se ha
adoptado fundamentos légicos de la elaboracién y formacion de conceptos tal y como lo propone
la Metodologia de la Ensefianza Matematica, transitando por tres momentos, estos son:

consideraciones y ejercicios preparatorios, formacion del concepto y asimilacién del mismo.

Dolores (2010) analiza desde la Socioepistemologia, cdmo se usa el lenguaje variacional en el
discurso de la informacion. En su trabajo estudia el pensamiento y lenguaje variacional (PLV,
introducida en el afio 2000, por Cantoral y Farfan), particularmente a nivel medio y en el inicio de
los estudios universitarios, en el que se estudian los fendbmenos de ensefianza, aprendizaje y
comunicacion de los saberes propios de la variacion y el cambio, en el sistema educativo y en el
medio social que le da cabida.

El autor reconoce que el Calculo Diferencial e Integral (conocido simplemente como Calculo) es
considerado como la matematica de la variacion y el cambio, sin embargo, estos contenidos estan

presentes en la matematica escolar desde el nivel elemental.

Su trabajo centra la atencién en el uso de los saberes de la matematica de la variacion a través
de las practicas discursivas mas que en el estudio de los conceptos mismos. Parte del supuesto
de que a través de las practicas sociales utilizadas para transmitir y captan informacion, los
propios informadores, los lectores, los medios de comunicacién e informacion, los profesionales

o el publico en general, construyen o reconstruyen saberes sobre la variacion.

Su objetivo principal es de investigar, como se usa el lenguaje variacional en el discurso de la

informacion presente en los diarios nacionales (de México).

El estudio es exploratorio, donde sigue tres procesos metodolégicos, que son: seleccion,

recoleccion y andlisis del discurso.

Seleccionan dos periddicos naciones: Reforma y La Jornada. En los cuales se obtuvieron notas,
reportajes, editoriales o debates en las cuales se utiliza el lenguaje variacional. Para

posteriormente analizar lo ahi encontrado.
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El lenguaje variacional utilizado en el discurso informativo tiene usos diferentes de los que se
acostumbra a dar en el discurso matematico escolar. En este ultimo las variables, particularmente
son representadas por medios literales (x,y, z), sin embargo, en el discurso de la informacion se
les usa asociandolas a nombres concretos y estan implicitas en las estructuras discursivas
dependiente del contenido. También aparecen las tablas de datos o en las graficas, utilizadas

como herramientas visuales que permiten “ver” el comportamiento de las mismas.

En el discurso informativo las razones de cambio promedio son mas usuales y notorias, se
expresan a menudo en términos porcentuales con numeros enteros o decimales. Regularmente
aparece la razén de cambio promedio junto con la direccién del cambio y el intervalo en el que se
considera el proceso de cambio, por ejemplo, el enunciado siguiente: “Durante los ultimos 5 afios
el nimero de celulares en operacion registro un crecimiento anual de 27.5 por ciento en promedio.
En el discurso matematico escolar (el de los textos de matematicas) los conceptos: variable,

intervalo, razén de cambio, funcion, etc. suelen presentarse de maneras disgregada.

Engler y Camacho (2012) se centran en las investigaciones sobre la ensefianza y el aprendizaje

de la derivada desde la perspectiva del pensamiento y lenguaje variacional.

Reconocen que el surgimiento del calculo se asocia con diferentes aspectos como el
reconocimiento de procesos infinitos, la aparicion del concepto de limite como organizador de
ideas y métodos, el desarrollo del concepto infinitesimal, el nacimiento del concepto de funcion,
entre otros. Ademas, la medicion del cambio ha estado estrechamente ligada con la idea de
variacion — aspecto esencial y eje central en la formacion del concepto de derivada-. El calculo
permite explorar la naturaleza del cambio y del movimiento, ademas de proporcionar
herramientas como la razén de cambio, la pendiente de la recta tangente a la grafica de una
funcién en un punto, etc. Brinda la posibilidad de crear modelos matematicos para describir
fenémenos asociados al cambio y la medicién de la variacién, como por ejemplo la difusién de

calor sobre algun objeto.

Sefalan que el curriculo de matematica y los métodos de ensefianza durante mucho tiempo
fueron inspirados solo por ideas que provienen de la estructura de las matematicas formales y

por métodos didacticos fuertemente apoyados en la memoria y en la algoritmia.

Citan a Cantoral y Mirén (2000) para apoyar la idea de la importancia de debatir como los alumnos
acceden al discurso matematico escolar, sefialando que (...) la ensefianza habitual del analisis
matematico logra que los estudiantes deriven, integren, calculen limites elementales sin que sean
capaces de asignar un sentido mas amplio a las nociones involucradas en su comprension. De
modo que aun siendo capaces de derivar una funcién no pueden reconocer en cierto problema

la necesidad de una derivacion.
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Ejemplifican la importancia de la derivada para algunos futuros profesionales, como por ejemplo
para un ingeniero civil utiliza estas y otras herramientas de la matematica para disefar un puente
o un ingeniero industrial puede usarlas para pronosticar las ventas anuales en la compania donde
trabaja, o el caso de un licenciado en administracion de empresas, es fundamental el uso de la
derivada en la determinacion del interés que arroja una cantidad de dinero depositada a cierto

tiempo en el banco.

Citan a Cantoral y Farfan (2000) pues ellos buscaron construir una base de significaciones para
procesos y conceptos de analisis matematicos. Sefialan que la base de significados se referia a
nociones de orden variacional, como fue el caso de la prediccion, semejantes a los conceptos del
calculo, es el caso de la derivada. Aluden que a partir de la investigacion de Cantoral y Farfan
(2000) se da inicio a una etapa que busca caracterizar la derivada través del pensamiento y
lenguaje variacional, considerando como argumento que se puede recuperar significados
asociados a la derivada, que ayudarian a experimentar posibilidades de ensefianza de este

concepto en el salon de clases.

Destacan los numerosos trabajos realizados por Dolores desde el afio 1996, ha mostrado que los
estudiantes, tanto de secundaria como los que inician la universidad, manifiestan un escaso
desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional y, por consiguiente, escasa comprension de los
conceptos, procedimientos y relaciones basicas. En su tesis doctoral analizé las causas que
hacen que los estudiantes del nivel medio superior comprendan escasamente las ideas basicas
del célculo y en especial las relacionadas con la derivada. Los resultados de esta mostraron que
los estudiantes dificilmente logran un pensamiento y lenguaje variacional. Sefialo que las causas
atribuidas a esta problematica se relacionan tanto con los procesos de asimilacién de conceptos,
procedimientos y relaciones basicas, asi como la planificacion y ejecucion del proceso de

ensefanza.

Ademas, otro de los trabajos de Dolores (1996), donde se dan a conocer los resultados de un
estudio exploratorio cuantitativo en estudiantes de bachillerato sobre las ideas que forman de la
derivada en sus cursos ordinarios de calculo diferencial. En la primera parte investigo la
cuantificacion simple de la variacion y la velocidad media. En la segunda parte se exploraron las
ideas de los estudiantes sobre la derivada como limite, como la pendiente de la recta tangente y
como velocidad instantanea. El autor asegura que los resultados obtenidos en su investigacion
exploratoria coinciden en gran media con los obtenido por otros investigadores (Orton, 1983;
Vinner, 1992).

Aluden también al trabajo de Dolores (1998), donde esté aborda el problema de la escasa
comprension de las ideas variaciones que subyacen al concepto de derivada en el bachillerato,

en un estudio cualitativo. Disefia una experiencia pedagdgica que se implemento en el aula, cuyo
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eje central fue el concepto de derivada y su introduccién guiada a través del enfoque variacional.
Se estructuro en tres fases: estudio de las variables y funciones, la formacién del concepto de
derivada y finalmente, la ampliacion y profundizacion de la idea de razén de cambio instantanea

en la resolucién de problemas no relacionados directamente con la variacion fisica.

Indican que en Dolores (2000a) se refiere a un articulo como producto de un proyecto de
investigacion: Una propuesta didactica para la ensefianza de la derivada en el preuniversitario,
que tenia como objetivo la elaboracién de una instruccion didactica que contribuyera a la
comprension del concepto de derivada tomando en cuenta las ideas variacionales. En donde se
sefiala que, en la practica, la ensefianza de la derivada generalmente depende de los textos que
utilizan los profesores, donde se distinguen dos tendencias. En este trabajo hace énfasis a que
el enfoque variacional nacié en el campo de los investigadores y que su uso no era masivo entre
los profesores. Y en Dolores (2000b) el autor analizé algunos elementos tedricos acerca de la
naturaleza de la variacién y su relacién con los principales conceptos de la matemética del cambio.
Se dedico a la idea de variacion y manifestd que se encuentra asociada a la medicion y al cambio.
Pues para entender el proceso de la variacién de las funciones es importante precisar sus
aspectos cualitativos y cuantitativos. Establecié que, al memento de realizar la medicion de la
variacion, es importante tener en cuenta que los cambios se pueden medir a partir de

comparaciones.

Otra de las investigaciones que aluden es la realizada por Solache, Diaz y Dolores (2000), que
tiene por objetivo desarrollar el pensamiento y lenguaje variacional en estudiantes de bachillerato.
Los autores estudiaron la aplicacion en el aula de las principales actividades y secuencias
disefadas en Dolores (1999). Los resultados de esta experiencia fueron valorados a través de

examenes que, para los estudiantes, fueron de valides oficial y, por eso, obligatorios.

También mencionan el proyecto desarrollado por Dolores y Catalan (2000), cuyo objetivo fue
propiciar el desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional en el aula, de un bachillerato técnico.
Estudiaron la deduccion de la ecuacion de la recta tangente, a partir de su comportamiento

variacional y la deduccion del comportamiento variacional partiendo de la ecuacion de la recta.

Otro estudio que sefalado es el de Dolores (2001) que se ocupa del desarrollo del pensamiento
y lenguaje variacional en situacion escolar con estudiantes de primer afio de universidad. Cuyo
objetivo principal fue mostrar los resultados obtenidos en una instruccion didactica que involucro
el disefio de actividades, su aplicacién en el aula y la valoracién de los resultados obtenidos. Con
las diferentes actividades disefiadas se buscé pasar del sistema de representacion analitico al
geomeétrico, del geométrico al analitico y del geométrico al geométrico. En primer lugar, el autor
trabajo la relacion entre las curvas y sus tangentes, luego la relacion variacional entre la derivada

y su primitiva, en la tercera etapa el analisis del comportamiento variacional a través de graficas
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y, por ultimo, el analisis de las graficas de funciones elementales segun sus expresiones

analiticas.

Informan que la investigacion de Dolores, Alarcon y Albarran (2002) investigaron las
concepciones relativa a la lectura de graficas cartesianas que representan movimiento fisico. En
especial la nocién de velocidad media, velocidad instantdnea y la trayectoria de cuerpos en
movimiento que se desprenden de la lectura de graficas cartesianas que incluyen coordenadas,
tiempo, distancia y posicién. A partir de ello, discuten del significado de la deriva en contexto del

movimiento a través de graficas cartesianas.

Resaltan el libro de Dolores (2007a) pues resulta un valioso aporte acerca de la problematica de
la escasa comprensién de la deriva de los estudiantes, los cuales no logran reconocer las ideas
asociadas de este concepto en la resolucién de problemas elementales sobre variacién y cambio.
Este libro es ademas un compendio de los diferentes trabajos de investigacion realizados en los
mas de diez afios de trabajo.

Otro trabajo realizado por Dolores (2007b) presenta un analisis completo de la ensefianza de la
derivada analizada desde la perspectiva de los textos del calculo diferencial mas utilizados en el
bachillerato de la regién de Guerrero (México) y de los programas de estudio utilizados en las
diferentes modalidades. Concluyo que los textos analizados para el tratamiento de la derivada,
se sigue casi inevitablemente la secuencia: incrementos, limite del cociente incremental cuando
el incremento de la variable independiente tiende a cero, notacién, regla general para la
derivacion e interpretacion geométrica. En general, la linea que se sigue hace que se presente
como un concepto abstracto el de la derivada. Los textos priorizan el trabajo algoritmico por sobre

el desarrollo de ideas y significados variacionales.

Los autores de esta investigacion también reconocen el aporte de otros autores, alrededor de la
derivada, como los aportes de Azcarete (1990) quien analizd los perfiles cognitivos de los
alumnos y su evolucion a lo largo del proceso de aprendizaje, en el cual los conceptos de

velocidad media e instantanea, desempefian un papel importante.
Otros autores citados son:

e Wenzelburger (1993) sugiri6 presentar las ideas fundamentales del calculo diferencial
con un empleo minimo de formalismo matematico y desarrollar métodos matematicos
para cuantificar, describir y pronosticar cambios asumiendo la razén de cambio como su

concepto fundamental.
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Santibafiez (2001) investigo el desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional en una
situacion escolar con estudiantes de bachillerato al implementar las actividades
propuestas por Dolores (1999).

Carabus (2002) la investigacion centro su hipotesis que la apropiacion del concepto de
derivada, por parte de los alumnos universitarios, se puede facilitar a la luz de didactica
del calculo, con el uso de los distintos marcos para este concepto (geométrico, algebraico,
numeérico, coloquial, grafico, iconico e informatico).

Testa (2004) realiza un estudio de la derivada, a la luz del pensamiento y lenguaje
variacional, mediante la observacién de clases y cuestionarios aplicados a los estudiantes
y docentes, que el aspecto variacional de la derivada no juega un papel fundamental en
los cursos, ya que solo se toma en cuenta su definicion, su interpretacion geométrica y
su calculo mediante reglas de derivacion.

Sealey y Flores (2005) exponen que para que los estudiantes logren una comprension
avanzada de la derivada es necesario que entiendan el concepto en tres niveles
diferentes: como razén de cambio, como limite y como funcion.

Serma (2007) en su tesis sobre el estudio de la tangente, expuso que la dificultad de la
formacién del concepto de derivada puede estar por su introducciéon a través de la via
geométrica basada en la concepcion de tangente.

Sanchez — Matamoros, Garcia y Llinares (2008) presentaron un amplio articulo
relacionado con la comprension de la nocién de derivada en estudiantes de bachillerato
y primeros afos de calculo en la universidad. Concluyendo que los estudiantes pueden
entender el concepto de derivada de acuerdo a dos ambitos, las caracteristicas de los
significados del concepto de derivada que elaboran y el desarrollo de esos significados.
Vrancker, Engle y Miller (2010) presentan los resultados de una investigacion en la que
disefaron y pusieron a prueba una secuencia didactica para la introduccién del concepto
de funcién considerando como hipétesis que el desarrollo de ideas variacionales puede

propiciar una mejor comprension y apropiaciones esta nocion.

1.3. Antecedentes en la Educacion superior.

El sistema de educacion superior, en los ultimos 30 afios, experimentd un fuerte aumento en su

matricula de pregrado, de unos cuantos miles a mas de un millén. Sin duda esté es un gran logro

para nuestra sociedad, pues nuestro sistema de educacion superior paso de ser de elite a uno

masivo.
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Muchos de los estudiantes que ingresan hoy en dia a la universidad son los primeros de sus
familias en acceder a la educacién superior, produciéndose un cambio en el perfil de ingresos
que se tenia hace un par de décadas. Generandose una transformacion en las necesidades de
requerimientos, tanto en los estudiantes como en el sistema en general, ademas surgen nuevos
problemas como la desercion. En el documento entregado por el Centro de Estudios del Ministerio
de Educacion, del afio 2012, podemos encontrar que para Himmel la desercion consiste en el
abandono de un programa de estudio antes de obtener el titulo o grado correspondiente,
considerando un tiempo lo suficientemente largo como para descartar la posibilidad de
reincorporacion (Ministerio de Educacion Chile, 2012). En el texto de Diaz (2008), citando a Tinto
(1982) define desercién como una situacion a la que se enfrenta un estudiante cuando aspira y
no logra concluir su proyecto educativo. Luego, es posible considerar como desertor a aquel
individuo que siendo estudiante de una institucion de educacion superior no presenta actividad
académica durante tres semestres académicos consecutivos. En algunas investigaciones, a este
comportamiento se le denomina 'primera desercion' (first drop-out), ya que no se puede
determinar si pasado este periodo de tiempo el individuo retomara o no sus estudios o si decidira
iniciar otro programa académico (Diaz 2008; Tinto 1989; Cabrera et al. 1992 y 1993; Adelman
1999).

En Chile, mas del 50% de quienes se matriculan en la educacion superior no concluyen el
programa en el que se matricularon inicialmente, solo el 38% de los estudiantes universitarios
permanece en la institucién que se matriculd y se encuentra en segundo afio (Ministerio de
Educacion Chile, 2012). Esto genera pérdidas para toda la sociedad, desde el Estado como para
los estudiantes y sus familias, dado los recursos econémicos invertidos. Las instituciones, porque
dejan de recibir recursos por parte de estos estudiantes y deben seguir en funcionamiento en los
cursos superiores. Y sin duda lo mas importante los jovenes que desertan y ven truncados sus

suefnos.

En el informe llamado Serie Evidencias: Desercién en la educacién superior en Chile, publicado
por el Ministerio de Educacién (2012), podemos encontrar que dentro de las variables que afectan
la desercion podemos observar ademas que los estudiantes con mayores puntajes PSU
presentan tasas de permanencia mayor. Para la cohorte del afio 2010, la retencion institucional
en el grupo que obtuvo mas de 800 puntos en la PSU superd 95% de permanencia, mientras que
el grupo con un promedio PSU de 475 puntos la tasa de retencion fue algo superior al 68% en las
universidades chilenas. Otras de las variables interesantes a observar provienen de la
dependencia del establecimiento de origen de los estudiantes, las tasas de retencién de los
establecimientos particulares pagados son mayores a los egresados de los establecimientos de
los particulares subvencionados, pero ambas son mayores que la de los egresados de los

establecimientos municipales.
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Es sabido que la educacion superior permite a los estudiantes optar a mejores trabajos y sueldos,
permitiendo mejorar la calidad de vida de este y de sus familias, pues la sociedad otorga una
mayor importancia al acervo educacional. Es por este motivo que es fundamental conseguir que

los alumnos de escasos recursos ingresen y se mantengan en la educacion superior.

Las instituciones de educacién superior deben tener la capacidad para enfrentar este nuevo
escenario en sus aulas. Deben aprender desde las historias estudiantiles, ya que esto es una
oportunidad de conocer y unir las aspiraciones con que llegan los estudiantes a la misién y
objetivos institucionales. Para asi lograr la permanencia de sus estudiantes, comprendiendo las

condiciones necesarias para que un estudiante no deserte de ella (Diaz Peralta, 2008).

Los momentos mas dificiles para un alumno universitario esta en los primeros meses del ingreso
a la misma, las expectativas y los factores motivacionales cambian durante su permanencia en la
universidad. El seguimiento sistematico de éstos permitira a los administradores universitarios
orientar la gestién institucional a las necesidades de su propia poblaciéon de estudiantes y, por
otro, generar acciones de intervencion que provoquen cambios en los factores de riesgo y asi

disminuir la desercién estudiantil (Diaz Peralta, 2008)

1.4. En el curriculum de la educacién superior.

En la asignatura de Calculo | plan comun para Ingenieria del Departamento de Matematica y
Ciencia de la Computacion de la Universidad de Santiago de Chile, para la Facultad de Ingenieria,
se puede evidenciar en el Programa Oficial (Coordinacién de Calculo 1 para Ingenieria, 2016),
especificamente en los Objetivos de Aprendizaje Asociados a la asignatura, numeros 7, 8 y 9

respectivamente encontramos:

7. Aplicar los conceptos y resultados sobre limites, continuidad y derivadas.
8. Adquirir destreza en la operatoria con derivadas.
9. Expresary resolver problemas de aplicaciones, particularmente de maximos

y minimos.
Es asi como la asignatura se divide en dos grandes unidades, que son: Limite y Continuidad y La
Derivada y sus Aplicaciones. En las capacidades a desarrollar de la unidad tematica dos,

correspondiente a la deriva, podemos encontrar que se les solicita en el punto nimero uno:

1) Interpretar geométricamente la funcion derivada como razén de cambio de
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la funcion original.

Es en esta unidad, en el punto 2.3 Aplicaciones de la Derivada, aparece el contenido explicito:

o Razén de cambio y diferencias.

En la programacion clase a clase, correspondiente a dicha asignatura podemos identificar en la
clase numero nueve, que corresponde a la primera clase de la unidad dos, se sugiere la Actividad
Tematica: Definicion, Operatoria y Derivadas “Comunes” y Definicion, Operatoria y Derivadas
comunes. En Resultados de aprendizaje para la misma clase nueve, se identifica:

1.2.b) Utilizar interpretacion geométrica de la derivada en el punto de la curva para
calcular pendientes de la recta tangente.
1.2.b) Aplicar la derivada como tasa de cambio para resolver problemas de movimiento,

economia, poblacién de bacterias.

En el Informe Calculo I, Médulo Basico para Ingenieria de la Facultad de Ingenieria de la
Universidad de Santiago de Chile, realizado en 2016. En él se sefiala que el 94% de los
estudiantes reprobaron la primera prueba del ramo, y se espera que entre un 22% y 28% de los
estudiantes aprueben al término del semestre. Se identifica como un indicador de estos
resultados la debilidad en la formaciéon académica previa de la poblacién de estudiantes que
ingreso a primer afio de ingenieria civil e ingenieria en ejecucion el afio 2016 (Coordinaciéon de
Célculo 1 para Ingenieria, 2016). Ademas, en las entrevistas no estructuradas realizadas a los
profesores que imparten el ramo, sefialan que:

Los problemas de rendimiento académico, son consecuencia de una brecha entre los niveles de
exigencia del programa de estudio de las carreras de Ingenieria Civil, y la de formacion de base
adquirida en afios anteriores a su ingreso a la educacién superior. Esta brecha incluye
debilidades en: Dominio de conocimientos previos, tales como, aritmética, algebra, geometria,
trigonometria y funciones. Habilidades basicas de razonamiento cuantitativo, pensamiento l6gico

abstracto, comunicacion, resolucion de problemas y argumentacion.

En los textos utilizados a nivel universitario.

En los textos utilizados en el nivel universitario en la asignatura de Calculo, podemos encontrar
varias sugerencias, por ejemplo, en la bibliografia de la asignatura de Calculo | para Ingenieria,
inserta en el modulo basico de la Facultad de Ingenieria seleccionaremos de las sugerencias,

los siguientes libros, considerados los mas relevantes para esta investigacién, que son:
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e Calculo una Variable, Undécima Edicion, de George Thomas Jr. Editorial Pearson (texto

guia).

e Calculo 1 de una variable, Novena edicién de Ron Larson y Bruce H. Erwards. Editorial

Mc Graw Hill. (Stewart J. , 2012)

e Libro Calculo de una Variable Trascendentes Tempranas Séptima Edicion, de James

Stewart. Editorial Cengage Learning.

En el libro Calculo una Variable, Undécima Edicién de George Thomas Jr., podemos encontrar la
variacion, como razon de cambio al inicio del capitulo 2: “Limites y Continuidad” pues se identifica
que a partir de ahi se abordaran el concepto principal: la idea de limite, (George B. Thomas,
2006, pag. 73). Se puede evidenciar que la Razén de Cambio, es la idea fundamental en la cual
se continda construyendo el concepto de Limite, Derivadas e Integrales. Partiendo del concepto
de velocidad promedio y razén instantanea, para continuar con las razones de cambio promedio
y rectas secantes, para finalmente converger en el concepto de limite de valores de funciones. A
través de ejemplos como la caida de una piedra de un acantilado desde el reposo, crecimiento

poblacional de la mosca de la fruta y de la misma matematica. Como se puede observar en la

llustracion 1y 2, ejemplo presentado en las paginas 75y 76 de George B. Thomas (2006).

0 x X,

FIGURA 2.1 Una sccante de la
grifica y = f(x). Su pendicnte cs
Ay/Ax, la razon de cambio promedio
de fen el mtervalo [x;, x3].

DEFINICION Razén de cambio promedio en un intervalo

La razén de cambio promedio de y = f{x) respecto de x en el intervalo [x, x;] es
Ay  flx) = Jlxi)  flx + k) — flx)
Ax rn-x h !

h#0.

Geométricamente, la razén de cambio de fen [x,, x;] es la pendiente de la recta que pasa
por los puntos P(x,, f(x,)) y O(xz, fixy)) (figura 2.1). En geometria, la recta que une dos
puntos de una curva es una secante de la misma. En consecuencia, la razén de cambio
promedio de fdesde x, a x; es idéntica a la pendiente de la secante PQ.

Muchas veces, los bidlogos experimentales quieren saber la razdn a la que crecen las
poblaciones bajo condiciones controladas en el laboratorio.

EJEMPLO 3 La razbn promedio de crecimiento en una poblacién analizada en laboratorio

En la figura 2.2 se muestra el crecimiento poblacional de la mosca de la fruta (Drosophila)
durante un experimento de 50 dias. El nimero de moscas se contd en intervalos regulares
de tiempo, y los valores se graficaron en relacién con el tiempo; los puntos resultantes fue-
ron unidos mediante una curva suave (de color azul en la figura 2.2). Encontrar la razén
promedio de crecimiento entre los dias 23 y 45.

Solucién  El dia 23 habia 150 moscas, y 340 el dia 45. Por lo tanto, ¢l nimero de moscas
se incrementd 340 — 150 = 190 en 45 - 23 = 22 dias. La razbn de cambio promedio de la
poblacién entre los dias 23 y 45 fue

Ap 340 - 150 190

Razén de cambio promedio: A as-23 "2 =~ 8.6 moscas/dia.

llustracion 1: pag. 75, (George B. Thomas, 2006).
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(45, 340)

Ap = 190

A2 56 &
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GURA 2.2 Crecimiento de la poblacion de la mosca de la
fruta en un expenmento controlado. La razén de cambio
promedio en 22 dias es la pendiente AyAx de la recta secante.

Este promedio es la pendiente de la secante que pasa por los puntos P y O en la grifica de
la figura 2.2. a

Sin embargo, la razén de cambio promedio entre los dias 23 y 45 calculada en ¢l gjem-
plo 3 no nos indica qué tan ripido se modifico la poblacidn tan sdlo el dia 23. Para conocer
ese dato necesitamos examinar intervalos de tiempo mas cercanos al dia en cuestion.

llustracion 2: pag. 76, (George B. Thomas, 2006).

En el libro de Calculo 1 de una variable, Novena edicion de Ron Larson y Bruce H. Erwards,
podemos encontrar en el capitulo Preparacién para el calculo, en el subcapitulo P.2 Modelos
lineales y ritmos o velocidades de cambio, entre las paginas 10, 11 y 12, como la pendiente de
una recta puede interpretarse como una razén o taza, ritmo o velocidad de cambio, mediante
ejemplos de Crecimiento poblacional y disefio técnico de una rampla de elevacion de saltos de
esqui acuatico. En el capitulo 2: derivacion, podemos evidenciar como se introduce el concepto
de derivada realizando una pequena aproximacion histérica de esta problematica, mediante el
problema de la recta tangente, también se alude a la pendiente de la recta secante como la razén
entre el cambio en y es al cambio en x, siempre desde un punto de vista netamente matematico

como se puede observar en la llustracién 3 (Larzon & Edwards, 2010, pag. 97).
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Figura 24

llustracion 3: pag. 97, (Larson & Edwards, 2010).

En el libro Célculo de una Variable Trascendentes Tempranas Séptima Edicion, de James
Stewart, podemos encontrar que al introducir el limite de una funcién se recurre al problema de
la tangente y la velocidad, solicitdndolo a los estudiantes que encuentren la ecuacion de la recta
tangente a una parabola, posteriormente se ejemplifica por medio de el destello (flash) de una
camara y el tiempo de liberacion del mismo, posteriormente se enfrenta a los estudiantes al
problema de la velocidad, asociandose con la pendiente de una recta tangente y/o recta secante.
Para continuar con el concepto de limite propiamente tal. Se habla por primera vez de las razones
de cambio, al introducir la derivada, al calcular la recta tangente a la curva, pero siempre en
ejemplos de la misma matematica. Cuando se habla de que la derivada es una razén de cambio
instantanea de una funcién en un punto, entonces se ejemplifica mediante la fabricacion de un
rollo de tejido de ancho fijo con el costo de producir dicho tejido. Luego se recurre al ejemplo de
la deuda internacional de EU en el tiempo t. En el capitulo 3.7 Razones de cambio en las ciencias
naturales y sociales, se hace referencia explicita a distintas aplicaciones de la derivada, pero
como razén de cambio aplicada a distintas situaciones, entre ellas la fisica, quimica, biologia
economia y otras ciencias, pudiendo encontrar mas de 37 aplicaciones distintas, como se puede
observar en la llustracion 4 (Stewart J. , 2012, pag. 148).
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llustracion 4: pag. 143, (Stewart J, 2012).

1.5. Antecedentes en la Educacion Media.

A nivel internacional.

El Programa Internacional de Evaluacion de Estudiantes (Programme for International Student
Assessment, PISA), es un estudio realizado por la Organizacién para la Cooperacion y Desarrollo
Econdmico, propone que los jovenes cuando finalizan su escolaridad deben estar preparados
para satisfacer los desafios de las sociedades de hoy. Establecer indicadores de calidad con los
cuales expresar como los sistemas educativos alcanzan dicha formacion, es uno de los propésitos
de esta prueba (Rico, 2006).

La evaluacion PISA se lleva a cabo cada 3 afios, y se aplica a los jovenes de 15 afios. Entrega
informacion relevante que permite dar seguimiento de los resultados a través del tiempo,
evaluando sus fortalezas y debilidades del propio sistema educativo, ademas esto permite poder
realizar la comparacion con sistemas educativos de otros paises. El foco de esta, es establecer

si los estudiantes pueden utilizar lo que han aprendido, en la escuela, en la vida cotidiana (Rico,
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2006). Esta evaluacion se centra en lo que el estudiante necesitara en su futuro, buscando evaluar
lo que puede hacer con sus conocimientos (Mineduc, 2013). Asi en su relacion con el mundo real,
los ciudadanos enfrentan diversas situaciones matematicas, por ejemplo: cuando compran, se
alimentan, viajan, organizan su tiempo, en juegos, entre muchas otras, en las cuales deben

mostrar sus competencias matematicas.

Es necesario entonces tener claridad frente a lo que es una competencia, y esta se refiere a la
capacidad de los individuos para formular, emplear e interpretar la matematica en distintos
contextos, lo que no debe ser percibido como un sinébnimo de conocimientos y destrezas minimas
(Mineduc, 2013). Para Rico (2006) la competencia matematica es la capacidad de un individuo
para identificar y entender el papel que las matematicas tienen en el mundo, hacer juicios
fundados y usar e implicarse con las matematicas en aquellos momentos que presenten

necesidades para su vida individual como ciudadano.

La competencia matematica es analizada en funcion de tres dimensiones interrelacionadas entre

si, como se puede ver en el siguiente recuadro:

Dimensiones | Categorias

Procesos e Formulacion
e Empleo

e Interpretacion

Contenidos e Cambio y relaciones
o Espacio y forma
e Cantidad

e Incertidumbre y datos

Contextos e Personal
e Profesional
e Social

e Cientifico

Tabla 1: Dimensiones y categorias de la competencia matematica (Mineduc, 2013)

La dimension de contenidos hace referencia a determinados conocimientos y conceptos
matematicos que son fundamentales a la hora de resolver un problema o cuando se desea
interpretar una situacion en distintos contextos en los cuales los seres humanos se mueven. El

curriculum nacional esta disefiado para equipar de sobre manera a los estudiantes con dichos
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conocimientos. Es cierto que la mateméatica, como todas las disciplinas, tienen una tradicién en

el modo de organizar sus contenidos, que se ha discutido y construido a lo largo de la historia.

Sostenidas por una tradicion de mas de 200 afos, las escuelas organizan el curriculum de
matematicas mediante contenidos tematicos (Rico, 2006). Pero PISA intenta organizar los
contenidos, destacando su funcionalidad, clasificandolos basados en los fenédmenos que estudian

y los tipos de problemas que surgen.

Dentro de esta dimension esta la categoria de cambio y relaciones, que hace referencia a la
comprension de los tipos fundamentales de cambios, asi como a reconocer cuando tienen lugar,
con el fin de utilizar modelos matematicos adecuados para descubrirlos y predecir los (Mineduc,
2013). Esto implica modelar el cambio por medio de las funciones y ecuaciones convenientes,
ademas de crear, interpretar y traducir dichas representaciones. Cada fendomeno natural es una
manifestacion del cambio; el mundo en nuestro entorno muestra una multitud de estas relaciones
(Rico, 2006). Los seres vivos que nacen, se desarrollan y mueren, constantemente estan en
procesos de cambio, los ciclos de las estaciones, el flujo de las mareas, los cambios climaticos,
en los indicadores econémicos, entre muchos otros. Pero ;como podemos modelar matematica
dicho cambio?, existen variados aspectos del contenido matematico tradicional, que nos permiten
describir, modelar e interpretar los fenédmenos de cambio, algunas de ellas son: las funciones y

el algebra, las ecuaciones y desigualdades, tablas y graficos, razén de cambio, etc.

En la publicaciéon PISA Competencias Matematicas: un requisito para la sociedad de la
informacién, Marco de evaluacion, preguntas y ejemplos de respuestas de la prueba, de la
Agencia de Calidad de la Educacion Division de Estudios, Departamento de Estudios
Internacionales del Ministerio de Educacion de Chile en conjunto con la OECD Programme for
International Student Assessment Santiago, diciembre 2013, podemos encontrar las siguientes
preguntas liberadas, que estan en la categoria cambio y relaciones, en la prueba PISA, afio 2012,
2006, 2003, 2000 y que fueron aplicada en nuestro pais, son las siguientes:

e Pregunta 3 Barcos de vela. Pregunta PISA 2012, pagina 28.

o Pregunta 1y 2 Frecuencia de goteo. Pregunta PISA 2012, pagina 29, 30.

e Pregunta 1, 2 y 3 Elena, la ciclista. Pregunta PISA 2012, pagina 42.

¢ Pregunta 3 Reproductores de mp3. Pregunta PISA 2012, pagina 57.

e Pregunta 3 Pingiinos. Pregunta PISA 2012, pagina 59.

e Pregunta 1, 2 y 4 El poder del viento. Pregunta PISA 2012, pagina 61.

e Pregunta 1, 2 y 3 Vender periodicos. Pregunta PISA 2012, pagina 71, 72y 73.
e Pregunta 1, 2 y 3 Paseo en auto. Pregunta PISA 2006, pagina 74, 75.

¢ Pregunta 3 Bicicletas. Pregunta PISA 2006, pagina 82.
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o Pregunta 1y 2 Chateo por internet. Pregunta PISA 2003, pagina 89.

e Pregunta 1y 2 El mejor automovil. Pregunta PISA 2003, pagina 104 y 105.

e Pregunta 1, 2 y 3 Concentracion de un medicamento. Pregunta PISA 2003, pagina 107,
108.

e Pregunta 1 Estanque de agua. Pregunta PISA 2003, pagina 114.

e Pregunta 1 Columpio. Pregunta PISA 2003, pagina 116.

e Pregunta 1 Pago por superficie. Pregunta PISA 2003, pagina 118.

e Pregunta 1 Calzado infantil. Pregunta PISA 2003, pagina 120.

e Pregunta 1, 2 y 3 Faro. Pregunta PISA 2003, pagina 122, 123.

e Pregunta 1y 2 Latidos del corazén. Pregunta PISA 2003, pagina 130, 131.

e Pregunta 1 Concierto de Rock. Pregunta PISA 2003, pagina 132.

e Pregunta 1 Pasarelas Mecanicas. Pregunta PISA 2003, pagina 133.

e Pregunta 1y 2 Caminar. Pregunta PISA 2000, pagina 138 y 139.

¢ Preguntas 1, 2 y 3 Manzanos. Pregunta PISA 2000, pagina 140, 141y 142

e Preguntas 1, 2y 3 Crecer. Pregunta PISA 2000, pagina 146, 147,148.

e Preguntas 1, 2, 3y 4 Velocidad de un auto de carrera. Pregunta PISA 2000, pagina 149,
150.

En el Curriculum Nacional.

Actualmente en Chile estan vigentes para primero y segundo medio, en el sector de matematicas,
el Marco Curricular, segun Decreto N° 254/2009, que corresponde a los programas de estudio,
segun Decreto N° 1358/2011 y para tercero y cuarto medio, el programa de estudio vigente, segun
Decreto N° 1147/2015. La Propuesta Curricular para tercero y cuarto medio se encuentra en

estudio.

En las Bases Curriculares vigentes de 7° basico a 2° medio, podemos encontrar diferentes
alusiones a los conceptos de variacion y/o cambio, modelacién y graficacion. Donde se identifica
que la matematica es una herramienta fundamental que explica la mayoria de los avances de
nuestra sociedad y les sirve de soporte cientifico, sefiala ademas que tradicionalmente, el
aprendizaje de esta disciplina se ha asociado solo con asimilar férmulas, procedimientos y
simbolos; sin embargo, la matematica es dinamica, creativa, utiliza un lenguaje universal y se ha

desarrollado como medio para pensar y resolver problemas.

La modelacion se presenta como una habilidad a desarrollar, considerandose como:
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Modelar es construir un modelo fisico o abstracto que capture parte de las
caracteristicas de una realidad para poder estudiarla, modificarla y/o evaluarla;
asimismo, este modelo permite buscar soluciones, aplicarlas a otras realidades
(objetos, fendmenos, situaciones, etc.); estimar, comprar impactos y representar

relaciones.

En el eje tematico de Algebra y Funciones se hace mencién al concepto de variacién mediante la
utilizacion del concepto de funcion para encontrar soluciones a situaciones de cambios en

diferentes ambitos, como el aumento de ventas en un tiempo determinado.

En este sentido la grafica aparece como uno de los distintos registros que tiene el alumno para

representar su entorno para extraer la informacién que requieran.

En el Programa de Estudios de Primero Medio y Segundo Medio, vigentes segun Decreto Exento
n° 1264/2016, podemos encontrar la modelacién y graficacion presentes en los objetivos de
aprendizaje que los estudiantes seran capaces de alcanzar, tanto en las habilidades como en los
ejes tematicos por nivel, pero la variacion/cambio sélo lo podemos encontrar en la variacion de
los parametros a, b, c en una ecuacién, como se puede observar en el Objetivo de Aprendizaje

segun el Eje Tematico de Algebra y Funciones para primero medio, en el OA 5 se sefala que:

Escribiendo la relaciéon entre las variables de un grafico dado; por ejemplo, variando ¢ en la

ecuacion ax + by = c; a,b,c € Q (decimales hasta la décima).

En tanto que, en segundo afio medio, dentro de la unidad tres, correspondiente al eje de Algebra,

podemos encontrar que una de las habilidades a desarrollar corresponde a:

Argumentar respecto de las variaciones que se producen en la representacion
grafica de las funciones exponenciales, logaritmicas y raiz cuadrada, al modificar

los parametros.

En ambos niveles la variacién sélo encontramos presente a la variacion como una modificacion
en los parametros de una funcién y/o ecuacién, y en como se ve afectada la relacion entre las

variables o en su grafica.

En el Programa de Estudio de Tercero y Cuarto Medio, vigentes segun Decreto Exento n°
1147/2015, imperante hasta el 2018 y 2019 respectivamente la modelaciéon es una habilidad que
se quieres desarrollar de manera transversal en toda la matematica de estos afios. La graficacion
la podemos encontrar en las sugerencias de actividades para dar cumplimiento a los aprendizajes
esperados de cada unidad. En cambio, la variaciéon sélo la podemos encontrar presente en tercero

medio como sugerencia de actividad para dar cumplimiento a un aprendizaje esperado numero
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ocho, de la unidad nimero dos Algebra, especificamente en la actividad nimero 4, 5 y 6 donde
se pide observar como:

Varian los valores de a,by c, conjeturando sobre los efectos que tienen en la

representacion grafica de la funcion.

En cuarto medio desaparece por completo el concepto de variacién, como propiamente tal y sélo

podemos encontrarla de manera encubierta en la traslacion de la funcién potencia.

En los textos escolares nacionales.

Los textos escolares entregados por el Ministerio de Educacion de Chile, a los establecimientos
educacionales municipales y subvencionados, proporcionan una vision aterrizada de lo propuesto
en los Programas de Estudio, es asi como en el texto del estudiante correspondiente a primer
afno medio, editorial Santillana, entregado el afio 2017, podemos encontrar en las paginas 130 y
133 en el tema 4, la relacién entre dos variables, la variacién de parametros mediante la
asignacion distintos valores numéricos. Ahora es importante destacar que, en el mismo libro, en
la pagina 124 podemos encontrar un pequefio apartado lateral, donde se define la pendiente de
una recta como la razén de cambio vertical y la variacion horizontal, en dos oportunidades mas
podemos encontrar a la variacion, pero se refiere soélo a la variaciéon porcentual del volumen de

un cuerpo, como se puede observar en la llustracion 5 (Fuentes, Maldonado, & Marambio, 2017).
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Relaciones lineales de la forma f{x, y) = ax + by

m Antofagasta es una de las regiones que forman parte de nuestro pais. En ella se
pueden apreciar variadas formas geogréficas que se destacan por sus llamativas
caracteristicas. En particular el farelién costero de Antofagasta, del que se ha con-
siderado una parte y se ha representado en un plano cartesianc.

o Compeencer una
relacion ineal de
cos variables.

© Resolver problermas que
se modelan con una
relacion ineal de
cos variables.

123456785 10X

o e Para calcular la pendiente de cada recta, completa con las cantidades que

Conexw& EBE correspondan.

En algunas partes del ,,_:i'nj ,_zﬁm=
norte ce Chile, la corcillera A0 @
de la Costa cae en forma

abrupta o mar, formando o Remarca la ecuacidn que representa a la recta AB.
acanvilacies, lo que da

onigen al farelldn costero, I Vi | !
' y=-004x-7 | | y=-004x+7 ' ' y=004x-7 y=004x+7 !
e Determina la ecuacién de la recta CD y luego explica como la determinaste.
HEEEN L] | | Explicacién»
Atencién N
La pendiente de una recta | 1
AB corespence ala
razdn entre la vardacion
vertical Ayl y
variacién horizontal
(Axry) 05 dck, | Conceptos N
mn -ﬁ{’;& Una relacién lineal de dos variables se puede representar con una expresion
de la forma
flx.y) = ax+ by.cona, bEQ
Si e = fix, y). esta expresién se relaciona con una ecuacion lineal en dos
Incégnitas de la forma:
ax+by=cconc€EQ

llustracion 5: Texto escolar I° medio, entregado por Mineduc. pag. 124, (Fuentes, Maldonado, & Marambio,
2017).

En el texto del estudiante correspondiente a segundo afio medio, editorial Ediciones SM,
entregado el afio 2017, podemos encontrar el concepto de variacion en un ejercicio propuesto
correspondiente a la unidad numero tres de Algebra en la pagina 169. Posteriormente, en la
pagina 202 se pregunta por la variacion que se produce en el cambio de longitud de una cuerda,

que corresponde a un problema introductorio de la funcion raiz cuadrada. Para finalmente
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aparecer en un par de oportunidades mas, pero ligado ahora al coeficiente de variacion y a la

combinatoria (Martinez., Rupin, Jiménez, & Lorna, 2017).

10. Celso esta realizando un experimento que
consiste en calcular la variacién en la densidad
del pan amasado que se produce en un horno
de barro. Los datos de Celso indican que el pan
pierde 0,4 g por minuto, y aumenta su volumen
en 0,15 cm’, por lo tanto, la densidad del pan en el
m- 0,4t

minuto t estd dada por la expresiénd = .
v+0,15t

a) ;Cudl es el valor de la densidad del pan para
2,5,8,15y 30 minutos?

b) ;Como se comporta la densidad a medida gue el
tiempo transcurre?

C

o

d

En teoria la densidad del pan puede, ;ser igual a
cero? Explica.

Si Mario pone en el horno un material que con el
tiempo gana 0,12 g por minuto y pierde

0,05 ¢cm? por minuto, jcudl serd el comporta-
miento de la densidad de este material a medida
que el tiempo transcurre?

llustracion 6: Texto escolar 11° medio, entregado por Mineduc. Ejercicio propuesto 10, pag. 169, (Martinez.,
Rupin, Jiménez, & Lorna, 2017).

En el texto del estudiante correspondiente a tercero afio medio, de Ediciones Cal y Canto,
entregado el afio 2017, podemos encontrar el concepto de variacion en la unidad numero dos,
llamada “Ecuaciones cuadraticas y funcion cuadratica”, asociada al ejercicio 43 de la pagina 127,
en la cual se asocia a las medidas de un prisma, luego la encontramos en la unidad numero tres,
correspondiente al “Plano cartesiano y homotecia... un nuevo paso en geometria”, asociada a la
aplicacion de la geometria analitica, especificamente al estudio de variacion de figuras
geométricas producto de la homotecia. En la unidad numero cuatro, llamada “Rectas en el
plano... una mirada analitica”, la variacién viene asociada al ejercicio 18 de la pagina 247, que
hace referencia a encontrar una ecuaciéon que permita conocer la variaciéon de temperatura
expresada en grados Fahrenheit, con respecto a la misma variacién de temperatura, pero
expresada en grados Celsius. Finalmente, también se encuentra asociado al coeficiente de
variacion, al rango de variacion de los datos de un problema estadistico (Gottlieb. & Blumenthal.,
2017).
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I La relacién que existe entre una temperatura
medida en grados Celsius (T,), y la misma pero
en grados Fahrenheit (T,), es la siguiente:

c Iy=32

100~ 180 -

a. Encuentra una ecuacién que permita
conocer la variacion de una temperatura
expresada en grados Fahrenheit, con
respecto a la misma variaciéon de
temperatura pero expresada en grados
Celsius.

b. ;Para qué valor de T, la temperatura en

grados Celsius corresponde a la temperatura
de ebullicion del agua (100 °C)?

llustracion 7: Texto escolar I1I° medio, entregado por Mineduc. Ejercicio 18, pagina 247, (Gottlieb. &

Finalmente, en el texto del estudiante correspondiente a cuarto afio medio, de Editorial Santilla,
entregado el ano 2017, encontramos el concepto de variacion asociado a desigualdades en la
pagina 32 y 33, solo en dos problemas, representando la variacion de temperaturas de un dia, en
el cual la temperatura minima fue de 30°F y la maxima 41°F, o sea 30 < F < 41, Aparece por

ultima vez en la pagina 336, y so6lo se nombra en una actividad complementaria asociada a la

Blumenthal., 2017).

distribucién normal y estatura (Venegas, Gutiérrez, & Mufioz, 2016).

Pronéstico del tiempo
en la ciudad del partido

- - -~ -

Considera la siguiente situacion: los integrantes de la seleccidn chilena de futbo
viajaran a Estados Unidos a jugar un partido con la seleccion de ese pais. El pronds-
tico del tiempo para el dia del viaje es el indicado en la tabla de la izquierda. Crees

Bt

llustracion 8: Texto escolar IV° medio, entregado por Mineduc. Ejercicio propuesto, pagina 32, (Venegas,

Min: 30 °F
Max 41 °F

que deban llevar ropa abrigada?, ;por qué?

Dado que en Chile estamos acostumbrados a medir las temperaturas usando

grados Celsius, a primera vista nos serd dfficil decidir si ese dia en Estados Unidos

* serd caluroso 0 no,ya que las temperaturas estan expresadas en grados Fahrenheit.

Sin embargo, podemos usar las propiedades de las desigualdades para transformar las
temperaturas descritas en °F a °C. Observa.

Podemos representar la variacidn de la temperatura en el dia, entre 30°F y 41 °F, como
WV<F<4.

Para representar esta variacion de temperatura en grados Celsius, podemos basarmos
enlaexpresdn C= -8— (F - 32), que muestra la relacion entre °C y °F. Observa.

IV<SF=<s4 Restamos 32.
2= F-32=9 Multiplicamos por —;’;—
- = -g—(F— 32)=<5 Remplazamos segun la expresion C= — (F-32).
-1=C<5

Lo anterior indica que la temperatura pronosticada para ese dia en el lugar del partido
serdentre-1,1°Cy5°C

Por lo tanto, los jugadores deben llevar ropa muy abrigada.

Gutiérrez, & Munoz, 2016).
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En la propuesta curricular para tercero y cuarto medio.

La propuesta para el plan diferenciado humanistico — cientifico, no ha sufrido modificaciones
desde 1998, por lo que se pretende con este cambio es que los estudiantes puedan optar entre

distintas trayectorias y proyectos de vida, de manera de profundizar en sus areas de interés.

La Unidad de Curriculum y Evaluacion del Ministerio de Educacion de Chile, durante el afio 2017
realizé una propuesta curricular par tercero y cuarto medio, tanto para la Formacién General como
para la diferenciacion cientifico humanista, que se inserta dentro de la Ley General de Educacion
(LGE, art. 31 de la Ley N° 20370), que a fines del mismo afio fue rechazada por el Consejo

Nacional de Educacion.

En la propuesta curricular para tercero y cuarto medio, la Matematica se encuentra dentro del

area Ciencias: Naturaleza y Sociedad. Posee cuatro asignaturas de profundizacion, que son:

e Funcion y Limite.
e Derivadas e Integrales.
¢ Probabilidades, estadistica descriptiva e inferencial.

e Programacién computacional

Se centra en el estudio de las estructuras, modelos, y dinamicas del ambito humano, sociocultural
y natural; que corresponde a una de las tres areas de aprendizaje para estos niveles.

La asignatura de Matematicas del Plan Comun propone que los estudiantes desarrollen su
capacidad de analisis y estudio, presente y futuro, de modo de favorecer su transito al mundo
laboral o profesional. Busca, ademas, que los estudiantes desarrollen su conocimiento,
razonamiento y pensamiento matematico, su capacidad para resolver problemas y su habilidad
de pensar en forma rigurosa y critica. Para cumplir con todo lo anterior se propone que trabajen
colaborativamente en modelamiento matematico en situaciones, para tomar decisiones
fundamentadas, integrando las herramientas tecnolégicas y por otra parte entender la Matematica
como una actividad en desarrollo (Ministerio de Educacion , 2017).

Encontramos que el enfoque curricular, de dicha propuesta, reconoce que el conocimiento
matematico forma parte del acervo cultural de nuestra sociedad y constituye una disciplina cuya
construccion empirica —inductiva - y su formacion axiomatica — por tanto, deductiva — surge de
situaciones de variados ambitos. Ademas, considera la construccion de la matematica como parte
de la creacién del ser humano, ligada a su historia y a su cultura, cuyo propdsito es lograr la
comprension profunda tanto de fendmenos como de situaciones cotidianas, explicandolos,

analizandolos y preverlos, como de la propia disciplina. La racionalidad de esta disciplina es

31



inseparable de toda actividad que se relacione con ella, ademas visualiza la importancia de

fomentar el aprendizaje de la misma en un ambiente colaborativo, mediante la discusion.

En la asignatura de profundizacion dos: Derivadas e Integrales, podemos atisbar en el propdsito
formativo, que los conceptos de derivada e integral son de utilidad para un estudiante de
educacién media, ya que los prepara para seguir estudios superiores técnicos o universitarios en
que la matematica es una herramienta central. Reconociéndose la importancia de la

articulacion entre la ensefianza media y superior.
El proposito formativo, de esta asignatura de profundizacion dos: Derivadas e Integrales, es:

Este curso ofrece una introduccion al concepto de derivada e integral a partir
de problemas en los que se aplican estos conceptos. Por ejemplo, la nocién de
cambio como rapidez instantanea, la razén de cambio en Economia o Biologia,
la de tangente a una curva y la aceleracién como un caso de segunda derivada.
Mas adelante, se abordara el concepto de integral y sus respectivas
aplicaciones en la resolucion de problemas y modelamiento de situaciones con

apoyo de herramientas tecnoldgicas.
Cuyo Objetivo de Aprendizaje nimero uno es:

Modelar situaciones que involucran razones de cambio promedio e instantaneo
(aplicaciones a la fisica y casos de optimizacién), derivada de una funcion y
sus propiedades, para resolver problemas propios de la disciplina, problemas

sociales o problemas relacionados con la ciencia.

Queda en evidencia la importancia de la variacion como razén de cambio es fundamental

para crear una articulacion entre la escuela y calculo de primer afo de universidad.

1.6. Objetivo de investigacion.

Esta investigacion reconoce una problematica a partir de la desarticulacion entre la matematica
del nivel medio con la matematica del nivel universitario. En este eslabén se confrontan la
matematica centrada en los objetos matematicos del nivel superior como lo son: el limite, la
derivada, la integral, entre otras; y con la centracién de los objetos matematicos del nivel medio
como lo son las funciones, polinomios, ecuaciones, entre otros. Se evidencia la necesidad de la
creacién de un puente entre la matematica ambos niveles, para ello urge el estudio de conceptos

como la derivada, desde la razén de cambio y la variacion. Para ello es importante la creacién de
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situaciones de aprendizaje para la articulacion buscada, bajo la mirada de la Socioepistemologia
que permite resignificar dichos objetos matematicos, redisefiando el discurso matematico escolar,
el que coacciona fenédmenos tipicamente sociales, como lo son la adherencia, la exclusion y la
opacidad (Cordero, Gémez, Silva-Crooci y Soto, 2015). Por esta razén, la investigacion busca
disefiar una situacion de aprendizaje a la luz del pensamiento y lenguaje variacional,
considerando el aprendiz, el escenario sociocultural en el cual se centrara la situacion de
aprendizaje y el saber mismo, creando actividades y contemplando las practicas de referencia y

la practica social. Teniendo en cuenta los usos de la grafica.

De esta manera el objetivo general de esta investigacion es:

Disenar y aplicar una situacion de aprendizaje, que permita introducir la nocién de la
derivada como razén de cambio, a partir del desarrollo del pensamiento y lenguaje
variacional, permitiendo articular los conocimientos y habilidades provenientes del nivel

medio con los conocimientos necesarios para el nivel superior.

Para lograr este objetivo general se proponen los siguientes objetivos especificos:

o Desarrollar una epistemologia de la derivada como razéon de cambio a partir del
pensamiento y lenguaje variacional y el uso de la grafica.

o Disenar una propuesta de situacion de aprendizaje en un contexto de la ley del
enfriamiento de Newton y con utilizacién de la epistemologia de la derivada.

e Aplicar la situacion de aprendizaje en un contexto particular de aula.

e Analizar los resultados de la aplicacion de la situacion a partir de una ingenieria
didactica.

¢ Rediseiiar la situacion de aprendizaje a partir de los datos obtenidos.
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Capitulo 2: Marco Teérico

La Socioepistemologia parte asumiendo que los problemas de ensefianza de
las Matematicas no provienen sélo de las practicas memoristicas de los
estudiantes, ni de las competencias docentes de sus profesores, sino que
obedecen principalmente a la estructura, funcionamiento y naturaleza del
saber matematico escolar puesto en juego (Cantoral, Reyes-Gasperini, &

Montiel, Sociepistemologia, Matematicas y Realidad, 2014).

2.1. La Matematica Educativa y la Teoria Socioepistemologia

La ensefianza de nuestros nifios y jovenes es un asunto primordial para nuestra sociedad, en
particular la ensefianza de las matematicas. La preocupacion de la sociedad ha sido tal, que
incluso ha creado instituciones con la finalidad que la matematica y la ciencia en general se
incorporen en la cultura de nuestra sociedad. Gastandose grandes suma de dinero para

perfeccionar su ensefianza y superar las preocupaciones que surgen de la misma.

Aunque las preocupaciones por la ensefianza de la matematica y por su mejora progresiva son
tan antiguas como la ensefianza misma y ésta tan antigua como la vida en la sociedad (Cantoral
& Farfan, 2003), el estudio de la misma, como un estudio sistematico de los fendmenos que

surgen desde ella, tiene tan sélo unas cuatro décadas.

Cantoral (2014) al analizar las palabras del Profesor imaza sefiala que para que la Matematica
Educativa se constituyera como campo cientifico, se precisaron de tres demarcaciones, la primera
de ellas plantea que el rol fundamental de la matematica educativa es que debe tomar bajo su
control y aduefiarse del saber que ensefia, empoderarse. En una segunda demarcacioén surge el
ver las dificultades de las matematicas: el error, cobmo un obstaculo; produciéndose una
emergencia de un campo cientifico denominado Matematica Educativa. La tercera denominacion,
surge cuando se constituye y desarrolla el campo de la Matematica Educativa, permitiendo una

mayor produccién de investigaciones en este campo, y las investigaciones de corte sociocultural
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permite pasar del examen de la aprehension del objeto en si, correspondiendo al conocimiento
matematico en situacién aulica, al andlisis cabal del uso social de dicho objeto, correspondiente

al saber situado en escenarios socioculturales, esto corresponde al estudio del objeto para si.

La primera demarcacion ubica a la Matematica Educativa como ciencia experimental, no filoséfica,
ni metodoldgica, sino pragmatica, la segunda lleva del analisis del error al examen del obstaculo

y la tercera, posibilita el paso que de lo -en si, hacia lo -para si (Cantoral, 2011).

Esta triple demarcacion logra pasar del Conocimiento al Saber, del Sujeto Epistémico al Sujeto
Historico y mas ampliamente del Objeto a las Practicas, como se puede apreciar en la siguiente

llustracion 9:

: Sujeto

Ampliamente:

llustracion 9: Triple demarcacién del Conocimiento a las Practicas.

El origen de la Mateméatica Educativa se remonta a la segunda mitad del siglo XX, y se ocupa
principalmente de los fendmenos didacticos ligados al saber matematico. Estos fendmenos estan
ligados a distintas problematicas, asumiremos como problematica aquella que concierne a la
evolucion de los fendmenos didacticos que se suceden cuando los saberes matematicos son
constituidos socialmente (Cantoral & Farfan, 2003). Estas problematicas han evolucionado en

distintos momentos, siendo estos:

e Una didactica sin alumnos.

Se ocupa de disefar presentaciones de contenidos matematico escolar que se
encontraba mas accesible para los alumnos y para los profesores. Propone actividades
que considera pertinente, pero se olvida de las dificultades propias que puede presentar

el alumno, con dicho saber.

e Una didactica sin escuela.
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Cuando se pretende responder a las preguntas: ;como aprenden las personas? Y ¢ como
podemos aprender a observar procesos de aprendizaje? Surge un nuevo paradigma de
investigaciéon, sonde se pretende buscar una aproximacién cognitiva, que se realiza
desde la observacién y la descripcion sistematica. Donde se pretende que mediante
estudios cognitivos dar explicacion de cémo se aprende matematicas, o simplemente dar

pautas de ello.

e Una didactica en la escuela, pero sin escenarios.

Las aproximaciones sistémicas han intentado analizar los fenémenos didacticos tomando
en cuenta la complejidad del sistema, donde se considera: el del saber, aquél de quién
aprende y el de quién ensefia. Donde se abre la posibilidad de articular las clases de

matematica con las de ciencia.

e Una didactica en escenarios socioculturales.

Surge entonces la necesidad basica de dotar a la investigacion de una aproximacion
sistémica y situada, que permita incorporar las cuatro componentes fundamentales en la

construccion del conocimiento:

= Su naturaleza epistemoldgica.
=  Su dimensién sociocultural.
= Los planos cognitivos

= |os modos de transmision via ensefianza.

Esta ultima evolucién de la didactica, que corresponde a una aproximacioén multiple, es lo que

formalmente se denomina Socioepistemologia.

Los principios de la teoria Sociepistemoldgica, que corresponden al punto de partida y al
fundamento de esta teoria son cuatro. Formando una red nodal, que puede ser observada en la

llustracion 10.
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llustracion 10: Principios de la Teoria Sociepistemologica.

Principio normativo de la practica social: es fundamental para el funcionamiento de la
teoria, se asume que las practicas sociales son la base y orientacion en los procesos de

construccion del conocimiento, se constituyen como las generadoras del conocimiento.

Principio de la racionalidad contextualizada: alude a la relacion del sujeto con el saber
es una funcién del contexto. Enuncia la racionalidad con la que se actia dependiendo del
contexto en el que el individuo se encuentre. La idea de escenario sociocultural propuesto
por Crespo (2007), pues es en dicho escenario donde se construye el conocimiento, ya

que es un producto sociocultural.

Principio del relativismo epistemolégico: se concibe que el saber es, de hecho, una
multitud de saberes de verdades relativas, o sea que no tiene una verdad universal. Se
acepta el saber popular, el saber técnico y el saber culto, pues en su conjunto
caracterizan la sabiduria humana. Desde el ambito educativo el error del alumno no se
considera como una falla o carencia, sino se analiza para entender por qué esta mal y
esto es algo que debe develar el investigador. El relativismo epistemolégico nos permite

aceptar el conocimiento como localmente valido, derivado de siglos de experiencia.
Principio de la resignificacion progresiva: para la epistemologia genética, la accion es

la base del desarrollo del conocimiento, desde la accién del sujeto sobre el objeto se
derivan los significados construidos. Dicho significado dependera, en gran medida, del
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escenario contextual donde se produce la accién. No aisla al sujeto, al individuo del medio,
sino son fundamentales las interacciones que este realice, para enriqueces la
resignificacion que construya, con sus argumentaciones, el espacio de uso, los

procedimientos y todo aquello que rodea al saber.

Desde la Socioepistemologia surge la nociéon de objeto matematico, desde donde emerge, con
una fuerte carga conceptual segun la cual saber matematicas es saber de sus objetos y de sus
relaciones. Sin embargo, el problema educativo, no es la construccion de objetos abstractos, sino
el de su significacién compartida mediante el uso del conocimiento culturalmente situado

(Cantoral, Reyes-Gasperini, & Montiel, 2014).

La aproximacion Sociepistemologica a la investigacion en matematica educativa se ocupa
entonces, especificamente, del problema que plantea la construccién social del conocimiento

matematico y de su difusion institucional (Cantaral, Farfan, Lezema, & Martinez-Sierra, 2006).

La Socioepistemologia plantea que el conocimiento matematico es social, histérico y
culturalmente situado; problematizando el conocimiento matematico a la luz de las circunstancias
de su construccion, estableciendo que la Matematica, es una creacion humana; por tanto, es
posible su recreacion, el saber se problematiza y se redisefia para fines didacticos.

A la hora de difundir el saber, la Socioepistemologia sostiene que se forman discursos que
facilitan la representacion en la matematica alcanzando consensos entre los actores sociales
(Cantaral, Farfan, Lezema, & Martinez-Sierra, 2006). Estos discursos reciben el nombre de

Discurso Matematico Escolar.

2.2. El Discurso Matematico Escolar.

El Discurso Matematico Escolar (AME), no se reduce a la estructuracion de los saberes, ni
tampoco a como se organizan los contenidos tematicos, sino que se extiende hasta llegar al
establecimiento de bases de comunicaciéon para la formacién de consensos y significados
compartidos. Legitima la imposicion de significados, tanto a estudiantes como a docentes cuando
reduce el saber al conocimiento segmentandolo, despersonalizandolo y descontextualizandolo.
Por tanto, el dME debe redisefiarse, permitiendo que el docente se empodere de la ensefianza,
apropiandose del saber a fin de profesionalizar la gestion educativa, mediante la produccion de
disenos situados de intervencién pedagdgica que problematizan al saber matematico escolar.

(Cantoral, Reyes-Gasperini, & Montiel, 2014).
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En el dME se ha evidenciado que posee una serie de caracteristicas, que son descritas por Soto
y Cantoral en el articulo: Discurso Matematico Escolar y Exclusion. Una Vision

Sociepistemolégica, afio 2014; estas son:

e | a atomizacion en los conceptos: no se consideran los contextos sociales ni culturales
del mismo conocimiento, que permite su construccion.

o El caracter hegemonico: existe una supremacia de argumentaciones, significados y
procedimiento, por sobre otros.

e la concepcién de que la Matematica es un conocimiento acabado y continto: se
presentan los objetos matematicos como si hubiesen existido siempre y con un orden
determinado.

e El caracter utilitario y no funcional del conocimiento: la organizacion de la matematica
escolar ha antepuesto la utilidad del conocimiento a cualquiera de sus restantes
cualidades.

e La falta de marcos de referencia: se ha soslayado el hecho de que la matematica

responde a otras disciplinas.

Con estas caracteristicas, se reconoce que el dME es impositivo, y que el conocimiento
matematico es estatico y no es posible ni su construccion, ni su modificaciéon por parte del de los
profesores y estudiantes, siendo estos comunicadores y aprendices de un conocimiento
legitimamente socializado. Esta problematica reconoce que el problema de la ensefianza de las
Matematicas previene también del mismo conocimiento, de su estructura, su funcionamiento y de

su naturaleza.

La Socioepistemologia reconoce que el problema de la ensefianza no radica sélo en el estudiante
y en su forma de pensar, ni tampoco radica solamente en los conocimiento que domina el maestro,
sino también en que el objeto cultural que se estd comunicando es un acto de ensefanza, que
este no corresponde a la Matematica, sino que es de la matematica escolar (Cantoral, Reyes-
Gasperini, & Montiel, 2014), y que este puede ser redisefiado, ademas problematiza el saber
dentro de un paradigma epistemoldgico, donde se concibe el conocimiento matematico como
aquel que se genera a partir de las practicas socialmente situadas (Soto & Cantoral, 2014), estas
practicas son reconocidas como el dME y es necesario un estudio sistémico del mismo, para
desarrollar propuestas para su rediseno, pero a la luz de la construccion social del conocimiento

matematico.

Es importante reconocer las caracteristicas que diferencian la Matematica, Matematica Escolar y
Matematica Educativa, para comprender el dME vy su redisefio, asi poder diferenciar una de otra,

estas son:
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e Matematica: corresponde a la rama del saber cientifico, son bases en la verdad y
comunidades internacionales robustas.

e Matematica Escolar: corresponde a la matematica derivada de la transposicién hacia el
ambito escolar, es una escenificacion ficticia del primero en un ambiente aulico.

e Matematica Educativa: corresponde a una disciplina cientifica que estudia los fenédmenos

didacticos ligados al saber.

La Matematica Escolar es el objeto del docente, por lo tanto, es redisefiable con fines del
aprendizaje (Cantoral, Reyes-Gasperini, & Montiel, 2014), por consiguiente, es importante discutir
acerca del cdmo ensenar, qué ensefar, a quién ensefiar y cuando ensefiar. El docente debera
considerar como saber tedrico de referencia a la Matematica Educativa, tomando decisiones
sobre las argumentaciones y procedimientos de los contenidos curriculares que entregara a sus
estudiantes, atendiendo a sus racionalidades contextualizadas y al relativismo epistemolégico,

haciendo un redisefio de la matematica escolar, por lo tanto, redisefiando su dME.

Para la Socioepistemologia lo mas importante no es ensefiar los resultados de una actividad, sino
ensenar la actividad misma, pues asumimos que los estudiantes deben aprender matematizando,
organizando y reorganizando su realidad, siendo todo lo imaginable y/o razonable para los

propios estudiantes.

Se busca redisefiar el conocimiento, incorporando las dimensiones sociales, histéricas, culturales
e institucionales, que permiten efectivamente la construccion del conocimiento matematico. La
Socioepistemologia incorpora la nocion de practica social, para explicar el transito del

conocimiento al saber (Soto & Cantoral, 2014).

2.3. El contexto social.

La teoria Sociepistemoldgica tiene por objeto de estudio la construccion social del conocimiento

matematico y su difusion institucional (Cantoral, 2014), se caracteriza por ser:

¢ Contextualizada.
e Relativista
e Pragmaética.

e Funcional
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Considera la complejidad de la naturaleza del saber y funcionamiento cognitivo, didactico,
epistemoldgico y social. Propone que el estudio del conocimiento, social, histérico y culturalmente
situado (Cantoral, 2014).

Dentro de la Matematica Educativa el triangulo didactico ha sido base del sistema didactico,
donde se encuentra el saber, el profesor y el alumno. En la teoria Sociepistemolégica se amplia
la idea de alumno como sujeto (individual o colectivo), el profesor como individuo o institucion
escolary al saber como saber técnico, popular o culto, como sabiduria. Cada uno de los vértices
del triangulo didactico (saber, alumno y profesor) y las relaciones entre ellas (sus aristas) pueden
ser modificables al mirarlos desde la tesitura social, cuya naturaleza, al ser institucional, histérica
y culturalmente situada, modifica a su vez las ideas de aprendizaje, ensefianza y animacion, asi
como al saber, al profesor y al alumno, segun se puede observar en la llustracién 11 (Cantoral,
Reyes-Gasperini, & Montiel, 2014).

Contexto social

llustracion 11: Triangulo didactico extendido. (Cantoral, 1998).

Ricardo Cantoral (2014) sefala que algunos autores caracterizan la relacion entre profesor-
alumno como Animacion, profesor-saber como Ensefianza y alumno-saber como Aprendizaje,

como se puede observar en la llustracion 12.
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llustracion 12: Triangulo didactico caracterizado (Cantoral, 2014).
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La Socioepistemologia incorpora el contexto social y las perspectivas culturales para la
significacion del conocimiento. Aparecen ahora como principales actores de los procesos
didacticos:

o El aprendiz: sujeto individual, colectivo o historico.
o El saber: como conocimiento en uso o como construccion social del conocimiento.
e Los escenarios socioculturales: portadores del mundo real, cuyas relaciones son

orientadas por las practicas de referencia y normadas por las practicas sociales.

De este modo el triangulo como base del desarrollo teérico es:

{ (S) Saber o conocimiento en uso w

Sociedad del
conocimiento

(ESC) Escenarios

(A) Aprendiz. Sujeto individual,
Socioculturales

colectivo o histérico

llustracion 13: Triangulo didactico en la Socioepistemologia. (Cantoral, 2013).

El saber matematico se ha constituido socialmente en ambitos no escolares, y su introduccién al
sistema didactico le obliga a hacer una serie de modificaciones, tanto en su estructura como en
su funcionamiento (Cantoral, 2014). Al introducir el saber matematico al aula, se producen
discursos que facilitan su comunicacion, asi como en los conceptos y en sus procedimientos,
debiendo considerar diversos consensos que producen que el saber se despersonalice y
descontextualice de su origen.

Si bien la Matematica es aceptada por la sociedad como universal, su ensefianza no lo es. Est3,
la ensefianza de las matematicas, se sitla en escenarios sociales y culturales especificos que
habréd de tomarse en cuenta al momento de elaborar propuestas pedagdgicas alternativas
(Cantoral, Reyes-Gasperini, & Montiel, 2014).

Para articular la construccion social del conocimiento matematico, Montiel (2005) en su tesis

doctoral Estudio Sociepistemologica de la funcién trigonométrica, propone el siguiente modelo:
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llustracion 14: Construccion Social del Conocimiento Matematico (Montiel, 2005)

Distingue desde el contexto histérico de origen a la actividad, la practica de referencia y las
practicas sociales como elementos basicos para describir su construccion social. El modelo que
propone, se observa que una actividad es aquella observable tanto en los individuos como en los
grupos humanos, que se articulan con otras actividades, el total de ellas se asocian con una
practica de referencia y que es regulada por una practica social, es decir, la construccion del

saber.

Para la teoria Sociepistemoldgica las practicas sociales son los cimientos del conocimiento
(Principio normativo de las practicas sociales), el contexto en el cual el individuo o grupo construye
el conocimiento que lo signifique y lo ponga en uso influye en el tipo de racionalidad que el sujeto
emplea (Principio de racionalidad contextualizada). Una vez que este conocimiento es puesto en
uso, o sea lo consolida como saber, su valides sera relativa a su entorno (Principio de relativismo
epistemoldgico). Si a causa de su propia evolucion y de la interaccion del individuo con los
diversos contextos, resignificara sus saberes enriqueciéndolos con variados significados

(Principio de resignificacién progresiva).

2.4. Los fendmenos del discurso matematico escolar.

Se discute la funcién de la matematica escolar, el cual se llama Discurso Matematico Escolar. A
este se le critica para modificarlo y se estudia su construcciéon social, como se puede ver en la

llustracion 17.

43



o ®
‘e
v
® ® . -
La matematica
® escolar

® su Btk Para redisefiar

Construccion Social
del Conocimiento

llustracion 15: Matematica Escolar y la Construccion Social del Conocimiento.

Los modelos educativos olvidaron un sujeto a saber: la gente. La construccién social del
conocimiento matematico, consiste en ponernos en el lugar de la gente; es decir, en los usos de
su conocimiento matematico (la escuela, trabajo, ciudad). La ausencia de la inclusion de la gente
ha generado un discurso matematico escolar que trastoca la ontologia y la epistemologia del
conocimiento matematico (Cordero, Gomez, Silva-Crocci, & Soto, 2015), provocando los

fenébmenos:

e La adherencia.
e La exclusion.

e La opacidad.

Cuya base epistemologica estda en los usos del conocimiento matematico de distintas

comunidades, entre ellas: la escuela, el trabajo, la ciudad, etc.

Se pretende lograr la Construccion Social del Conocimiento Matematico (CSCM). Como se puede
ver en la ilustracion 15. Haciéndose necesario la construccion de un marco de referencia que

conlleve el redisefio del dME.
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dME

Constructos de la teoria

: 2
Adherencia Exclusién Opacidad —_— Sociepistemolégica.

Re disefio del dME

Uso del conocimiento de las comunidades

L

llustracion 16: dME sus fenémenos y la CSCM.

La matematica y el cotidiano son dos conceptos que alcanzan grandes dimensiones, no es trivial
hablar del conocimiento matematico, un tanto por su obra y otro tanto por su aprendizaje.

Los modelos educativos norman la matematica escolar alejandola de la génesis de la obra
matematica (Cordero, Gomez, Silva-Crocci, & Soto, 2015). Cada vez crece mas la creencia
contradictoria que la matematica no tiene relacién con la realidad, pero esta en todo lo que nos

rodea, como se puede observar en la llustracion 16.

La matematica no tiene La matematica esta en el

que ver con la realidad mundo que nos rodea.

llustracién 17: Contradiccion en las creencias de la matematica.
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Las sociedades valoran a la matematica como un conocimiento importante y por lo tanto habra
que aprenderla a costa de su poca visibilidad. Por su poca visibilidad se formulan adherencias sin
cuestionar la utilidad de ese conocimiento, con afan de ganar homogeneidad en el aprendizaje,

se soslaya y opaca la pluralidad del pensamiento matematico.

Lo que siempre nos ha preocupado es lo que saben de conocimiento matematico, pero no el uso
del mismo. La preocupacion principal en la ensefianza y aprendizaje de la matematica esta en lo
que se sabe; es decir, lo qué sabe el alumnado y el profesor del tema matematico en cuestion,
pero no nos preocupamos en saber como usan ese conocimiento (Cordero, Gémez, Silva-Crocci,
& Soto, 2015).

En el ambito educativo aparecen programas innovadores oficiales donde aparecen nuevos
conceptos que definen nuevas formas de ensefiar. En este contexto se derivan consignas como
“llevar la matematica a la realidad del o la estudiante” y todavia mas impactante “crear ambientes
de la matematica de todos los dias”. Sin duda esta propuesta en si parece sensata, pero choca
con nuestra realidad educativa. Se desarrolla un curriculum que sélo atiende los conceptos, de
manera que los usos fueron soslayados. No existe un referente especifico para hablar de una
funcionalidad del conocimiento. Sin el conocimiento funcional no podriamos crecer como seres

humanos (Cordero, Gomez, Silva-Crocci, & Soto, 2015).

Se intenta tratar la naturaleza del conocimiento. Existen muchos estudios y pensamientos sobre
el conocimiento y muchas maneras de explicarlo, pero cada vez tiene mas tintes de pluralidad
epistemologica. Esto se evidencia en el ejemplo presentado por Cordero, Gémez, Silva-Crocci y
Soto (2015), donde se compara el conocimiento que tiene la gente, como un Auto descompuesto

en la calle, y el conocimiento de expertos como componiendo un auto de lujo en un taller.

Concomiento de la gente Conocimiento de expertos

*Auto descompuesto * Componiendo un auto de
en lacalle. lujo en un talle

llustracion 18: Conocimiento de la gente y de expertos.

En el libro El discurso matematico escolar: la adherencia, la exclusion y la opacidad podemos
encontrar el siguiente ejemplo: Cierto conocimiento X, puede ser que no veamos la X a priori; sin
embargo, la reinterpretamos con ideas, con cosas que uno hace a la luz de la cultura, de las
formas de conocer y de vivir. Por ejemplo, las graficas de las funciones son un conocimiento
matematico, son expresiones que sistematizaron ciertos humanos, tienen su historia desarrollada,

han sido reinterpretadas permanentemente. Hoy en los cursos de matematicas se habla de
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graficas cartesianas sin entender su historia y su desarrollo. La comunidad de invidentes genera
una epistemologia y la comunidad de videntes genera otra sobre esta problematica. El problema

esta cuando la persona vidente impone su epistemologia sin considerar la de los invidentes.

La matematica escolar, con sus programas, curriculos y modelos educativos genera un discurso
matematico escolar (dME) una epistemologia dominante, el cual no considera el conocimiento
matematico de la gente, por ende, tampoco al alumnado. Generandose asi la exclusion de la

construccion social del conocimiento matematico (Cordero, Gémez, Silva-Crocci, & Soto, 2015).

Generandose otra problematica: Negar la pluralidad epistemoldgica en el ambito escolar, por
ejemplo: la problematica de fondo es que lo cotidiano esta completamente excluido de lo que
sucede en el aula.

Se supone que enseflamos para que los nifios, nifias y jovenes mejores su cotidiano, pero lo que
se ensefa en la escuela no responde a las situaciones de lo cotidiano, y peor aun, el conocimiento

de lo cotidiano no se parece nada al de la escuela.
Se reconoce que existen dos epistemologias:

e Ladelavida.

e La de la matematica escolar.

Estas epistemologias no se conocen, ni mucho menos dialogan entre ellas; pero el conocimiento
legitimado por la sociedad, es el de la escuela. Generandose el fenémeno de la opacidad de la
vida (Cordero, Gémez, Silva-Crocci, & Soto, 2015).

Docentes, y en consecuencia estudiantes, se adhieren al dME (fendmeno de adherencia). No se
atreven a trastocarlo, condicién necesaria para lograr la dialéctica entre el conocimiento

matematico y el cotidiano del aula, la vida.

El dME necesariamente debe ser trastocado, de esta manera se afrontaran los fenémenos de
exclusién, opacidad y de adherencia.

Por una parte, esta el conocimiento disciplinar y la institucionalizacién, pero también existen

humanos que viven el conocimiento desde su funcién, desde su utilidad, desde sus usos.
Se debe considerar tres conocimientos matematicos:

e Eldelaobra.

e El de la escuela.
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e El de la ciudad.

Los efectos de la justificacion razonada llevaron a la obra matematica a fortalecerse y a
desarrollarse, se universalizé. Sin embargo, la matematica escolar no avanzé de la misma
manera, por ejemplo: se puede hablar de un teorema A o B y no a priori se pregunta quién lo hizo,
por qué, cuando y céomo. No creamos una situacion funcional donde los participantes con sus
recursos humanos usen la proposicidn en un contexto especifico. La justificacion razonada

soslayo la justificacion funcional.

La separacion de la matematica escolar con la realidad define las pautas de la problematica

fundamental del aprendizaje de esta.
Los constructos que responden a los fenédmenos son:

e Laidentidad disciplinar
e Lainclusion.

e La socializacion en lo matematico.

2.5. La matematica funcional: modelacion graficacion.

La Socioepistemologia, plantea que el conocimiento matematico se construye a través de las
practicas sociales, como pilar fundamental de la teoria. (Cordero, 2006), centrando su atencion

en el uso de la grafica a través de la modelacion.

Se tiene por creencia que primero se debe ensefar matematicas y después, buscar la aplicacion
de tal conocimiento, considerando la modelacion como una aplicacion de la matematica. Sin
embargo, la modelacion esta presente en el curriculum como una habilidad que se debe

desarrollar.

Segun Cordero (2006) existen dos grandes perspectivas, cuando se habla de conocimiento. A la
luz de que el conocimiento es una representacion de la realidad, se acepta que la modelacion, en
la ensefianza de las matematicas, propicia las acciones que determinan que “ciertas cosas deben
ser imitada”. Por lo que la modelacion es una “representacién” y en consecuencia se convierte en
una “aplicacion de la matematica”. Otra aceptacion de la modelacién, proviene del significado de
modelo, que es considerado como “copia de algo” para ser reproducido. En el campo de la
matematica se define como una teoria que estudia las caracteristicas cualitativas de las
estructuras matematicas, o se entiende como que la modelacién es la representacion de un objeto

en cuestion. Segun Blum (et al, 2002) citado por Cordero (2006) en el campo de la matematica
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educativa, las investigaciones apuntan a analizar la estructura de las representaciones e
identificar sus registros semanticos para establecer relaciones con los procesos cognitivos de los

individuos.

El conocimiento es una
El conocimiento es una produccién material
representacion de la que cambiay
realidad. transforma la naturalesa
y la sociedad.

La realidad se
La realidad construye a la
pre existe par del

conocimiento

llustracion 19: Perspectivas del conocimiento.

Es fundamental lograr que los estudiantes valoren socialmente el conocimiento matematico, para
terminar con la concepcion utilitaria del conocimiento y llevarlo al estatus de funcional, pues en
este nivel permite desarrollar e integrar el conocimiento a la vida para transformarla y reconstruir
significados permanentes en ella. Bajo esta perspectiva, la modelacion en la matematica escolar
tiene que ser al mas robusto que una representacion o una aplicacién matematica, tiene que ser
una practica plasmada especificamente como la argumentacion de la situacion en cuestion
(Cordero, 2006). Un ejemplo para ello es que la graficacion es la argumentacion de ciertas

situaciones del Calculo.
Para la Socioepistemologia,

La modelacién posee su propia estructura, que esté constituida por un sistema
dinamico, la simulaciéon puede llevar a cabo realizaciones multiples y hacer
ajustes en su estructura para producir un resultado deseable, es un medio que
propicia el desarrollo del razonamiento y de la argumentacion, busca
explicaciones a un rango y enfatiza invariantes, trae una idea en una realizacion

para satisfacer un conjunto de condiciones. (Cordero & Suarez, 2010).
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La Socioepistemologia de la Modelacion-Graficacion, representa un eje para desarrollar acciones
en el sistema didactico a través del disefio de Situaciones de Modelacion, cuya hipotesis
especifica es: la variacion se resignifica a través de la modelacién-graficacién. Es decir, una
situacion de aprendizaje debe generar en los estudiantes un interés por estudiar un fendémeno de

cambio a través de graficas de las funciones que ahi intervienen.

Desde la grafica de las funciones se crean argumentos, que los estudiantes construyen en su
quehacer, capturando y transformado la informacion recibida de acuerdo a sus propias
capacidades. Se crean secuencias de actividades, con la intension de favorecer procedimientos
para que los estudiantes formulen las propiedades de las funciones a través del comportamiento

de sus graficas (Cordero, 2006).

La graficacion es en si misma una modelacion, pero no vista como “herramienta didactica”, sino
como actividad que transciende y se resignifica, que transforma el objeto en cuestion. La
graficacion puede llevarse a cabo de mudltiples formas y hacer ajustes a su estructura para
producir un patron deseable, pues es un medio que soporta el desarrollo del razonamiento y de

la argumentacion.

Para Roth y Bowen (2001) citados por Cordero (2006) vieron que en los ambitos escolares y no
escolares la necesidad de graficar para entender los datos de ciertas situaciones, pareciera que
graficar no soélo es competencia de la cognicion, sino que es una practica social que ha permitido

generar ciertos conocimientos matematicos.

Existen datos epistemoldgicos que sustentan la idea de la pertinencia didactica del uso de la

grafica en la modelacion, estos son:

e La grafica antecede a la funcion.
e La grafica es argumentativa.

e Eluso de las gréficas tiene un desarrollo.

Ademas, existe une epistemologia del desarrollo del uso de las gréaficas en la modelacion, en

donde se establecen tres momentos para Figuracion de las Cualidades, estos son:

¢ Momento 1: Establecimiento de la forma del nuevo funcionamiento del uso de las graficas.
¢ Momento 2: Construccion de argumentos en el uso de las graficas.

¢ Momento 3: Puesta en funcionamiento del uso de las graficas en la modelacion.

Asi se puede establecer el interés por comprender fendmenos de variacion a través de figuras, lo
que obliga a generar una funcionalidad de los conocimientos matematicos. Establecer dicha

relacion que permita discriminar la forma en que se establece dicha relacion, argumentando el
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uso de la grafica, nos permitira luego generalizar el uso de las graficas, mediante la puesta en

funcionamiento del uso de la grafica en la modelacion.

Las graficas de las funciones son herramientas para modelar el cambio intrinseco a las funciones
de posicién, velocidad y aceleracién donde podrian intervenir conceptos como la razén de cambio,
la relacién de una funcion con su derivada o manejo simultaneo de dos o mas érdenes de
variacion, maximos o minimos o la acumulacién de una funcion. Pero las graficas de las funciones
son el conocimiento en si mismo que se desarrolla y que hoy aporta datos epistemolégicos que
propician nuevas hipétesis para trabajar la variacion en la matematica escolar (Cordero & Suarez,
2010).

Rescatar los argumentos de los diferentes escenarios en donde se desarrolla la matematica, nos
proporciona los elementos para formular Marcos de Referencia, que reconocen la pluralidad

epistemoldgica de la matematica.

La epistemologia del Célculo y del Andlisis reconoce en un primer momento tres posibles
construcciones, cada una de ellas genera argumentos que permite construir nuevos
conocimientos, estas son la Aproximacion, Variacion y Transformacion. Del Valle (2015) en su
tesis doctoral amplia estos tres argumentos a un cuarto, la Seleccion. Estos argumentos son
distintos y seleccionar uno es parte esencial de la construccion. Es asi como la derivada podra

ser reconstruida dependiendo de en que escenario se encuentre.

Esta epistemologia pretende redisefiar el AME como se puede ver en la Tabla 2, impulsando el
discurso basado en Marcos de Referencia, el cual se expresa desde el cotidiano de la gente que
usa dicho conocimiento en una situacién especifica, como la variacion, transformacion vy
aproximacion (Morales & Cordero, 2014, en Del Valle, 2015). Los diversos significados que
podemos encontrar, estardn en concordancia con el contexto interactivo que componen la

epistemologia del Calculo, que son resultado de la actividad humana (Cordero, 2001 ).
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CONSTRUCCION

f(x+h)-f(x)=ah
a=f'(x)

y=Af(Bx+C)+D

lim?

fx+h) - f(x) _ @
h

EN LAS VARIACION TRANSFORMACION APROXIMACION SELECCION
PRACTICAS
Flujo Limite
Patrones de
o Movimiento o Derivacion
Significaciones - L"c:mponanmp'lo - Patron de adaptacion
Acumulacion graficos y analiticos Integracion
Estado Permanente Convergencia
Comparacion de dos Variacié (‘)pcmcioncs I}3gic«) L
Estados an:'mon de formales (cociente) Distincion de
Procedimientos parametros cualidades

Vf(x) = AVg(x) =0

Instrumento util

Cantidad de

Instruccion que
organiza

Formas analiticas
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al humano variacion continua

comportamientos

Optimizacion

Comportamiento
Analiticidad de las
Prediccion tendencial
funciones

\lg'mn\'nl.u 0on

h
f(x+h)=f(x)+ [(x)h+ ["(x) ~a

E_+Variacion=E,

Tabla 2: Ampliacién de la Socioepistemologia del Calculo y el Andlisis. (Del Valle, 2015)

Cada una de las situaciones provienen de una construccion del Calculo, que depende de la
situacion en donde se reconstruyen los significados y procedimientos de acuerdo a la experiencia

vivida.

En la Situacion de Variacion las significaciones asociadas corresponden al flujo, movimiento,
acumulacion y a estados permanentes. Las clases de pregunta hacen referencia a las
condiciones iniciales de un mévil f(x,) vy f'(x,), prediciendo la siguiente posicion f'(x, + h). El
procedimiento consiste en la comparacion de dos estados f(x, + h) — f(x,) CUyOS procesos y
objetos se reflejan sobre cantidades, variacion continua y distintos estados. Su argumento es la
prediccién desde un estado inicial a un estado posterior y el instrumento humano util corresponde
a la cantidad de variacion continua (Cordero, 2001 ).

2.6. El pensamiento y lenguaje variacional.

Es importante reconocer que en la actualidad es imperante adecuar la ensefanza, a las
exigencias del pensamiento, del aprendizaje y de los contextos histéricos, institucionales y
culturales que requiere la actividad matematica (Cantoral, 2013). Por lo que aprender

matematicas no se puede limitar al s6lo hecho de reproducir el exterior, sino debe ser el resultado
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de construcciones sucesivas, cuyo objetivo es garantizar el éxito de nuestro proceder frente a
cierta situacion, con lo cual resulta fundamental vislumbrar que es lo que nuestros estudiantes

entienden por ejemplo por pendiente de una recta, no tan sélo que la sepan calcular.

Resulta entonces fundamental poder gestar en el aprendizaje el desarrollo del pensamiento
matematico. Comprender la complejidad del conocimiento matematico, en el cual las nociones
matematicas desempefian un papel dual: el de proceso y el del objeto, esta determinado en

funcidn de la situacion y de la conceptualizacion en la cual se enfrente.

Uno de los elementos fundamentales para el aprendizaje de las matematicas y las ciencias es el
desarrollo del Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLVAR), pues existen diversos episodios
de la vida cotidiana, y de los dominios de la ingenieria, que precisan del estudio del cambio.
Caracterizados por la rigidez del discurso matematico escolar tradicionalista, donde predominan
los algoritmos del tipo algebraico u otros aspectos formales de la matematica. Los estudios del
cambio sirven para entender sus efectos en diversos fendmenos; este interés se deriva de la
necesidad de predecir, pues el ser humano es incapaz de adelantar el tiempo para observar los
resultados de los acontecimientos. Utilizandose la prediccion como una herramienta para modelar

los fendmenos de cambio.

El estudio de la variacion es un elemento de los elementos necesarios en el aprendizaje del
Calculo, le dieron vida y permitieron su desarrollo. Pero que no ha sido propiciado en los salones
de clase, dejando en su lugar un aprendizaje basado en recursos. Centrando la ensefianza en
objetos formales carentes de referentes concretos. La ausencia de ideas variacionales en la
ensefianza del nivel medio superior, no contribuye en el aprendizaje de profundos conceptos del
Calculo diferencial e integral (Cantoral, 2013). Por ejemplo, la derivada surge como una
herramienta para el estudio del cambio, pero no obstante su ensefianza se reduce a técnicas de
derivacion o como una regla de los cuatro pasos, impidiendo de este modo el surgimiento de

ideas variacionales.

En el libro Desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional, Cantoral (2013) define que el
pensamiento y lenguaje variacional estudia los fendmenos de ensefanza, aprendizaje y
comunicacion de saberes matematicos propios de la variacion y el cambio en el sistema educativo
y el medio social que le dé cabida. Hace énfasis en los diferentes procesos cognitivos y culturales
con las que personas asignan, comparten sentido y significados, utilizando estructuras y

lenguajes variacionales.

El pensamiento y lenguaje variacional enfatiza en el caracter variacional de las ideas matematicas
y no unicamente en su manejo simbdlico y analitico. El proceso de cambio lo podemos registrar

y analizar a partir del estudio de la forma en qué varian las variables en juego, identificando
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aquello que cambia, cuantificando ese cambio y analizando la forma en que se dan esos cambios.
Este es tanto una linea de investigacion, como una forma de pensamiento, que se caracteriza por
proponer el estudio de situaciones y fendmenos en lo que se ve involucrado el cambio y donde
la necesidad de predecir estados futuros, motivando su estudio y el andlisis de la variacion.
Podemos significar los conocimientos matematicos mas alla de la sola manipulacion simbdlica,
por medio de las ideas variacionales que le dieron vida y desarrollaron esos conocimientos
(Caballero & Cantoral, 2013).

El Pylvar se fundamenta en las ideas de cambio y variacion, permitiendo resignificar los
conocimientos matematicos propios del calculo, caracterizandose en la forma que los fendmenos
estudiados cambian de un estado a otro, identificando lo que cambia, cuantificando ese cambio

y analizando la forma en que se dan esos cambios.

Se puede observar en la llustracién 20 un modelo que permite interpretar la forma que se
desarrolla el pensamiento y lenguaje variacional, que relaciona el uso sistémico de los elementos
del PyLVAR, construido por Caballero (2012), quien documenta las dificultades de los profesores

para usar ideas variacionales.

Bt

Recurrena
l Generan

Argumentos Variacionales

Son articulados por
l
Situaciones Variacionales

ey
Se componen

llustracion 20: Modelo de interaccion de los elementos del PyLVAR.

Los elementos que conforman los procesos de cambio en PyLVAR, son los siguientes:

Estrategia Variacional (EV): Consiste en una forma particular de razonar y actuar ante una
Situacion Variacional (SV), que posibilita el encarar dichas situaciones. Permiten reconocer qué,

cémo y cuéndo cambia dentro del sistema. Las estrategias variacionales que se han reconocido
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en los trabajos desarrollados bajo la visién Sociepistemologica son, segin Caballero y Cantoral
(2013):

o Comparacion: Esta asociada a la accion de establecer diferencias entre estados, inicial y
final, lo que permite identificar cambios y poder analizarlos en las caracteristicas de su
variacion. Algunos de los términos utilizados son: “es mas alto que”, “es mas corto que”,
“es mas frio que”, etc.

o Seriacién: Consiste en analizar varios estados sucesivos, relacionandose con la
comparacion. Por ejemplo: sin hablamos que una funcion estrictamente creciente en un
intervalo, es la relacion entre los estados intermedios que satisfacen.

e Prediccion: Esa asociada a la acciéon de poder anticipar un comportamiento, estado o
valor, luego de realizar un analisis de la variacion en estados previos, de manera de
sintetizar y abstraer esta informacion en modelos predictivos.

e Estimacion: A partir de conocer la variacion de un fendmeno en estados previos, se
proponen nuevos estados o comportamiento a corto plazo de manera global, a diferencia
de la Prediccién, donde los estados propuestos son locales. Se parte del hecho de
conocer estados cambiantes, sin embargo, en este caso no se busca un patréon que
pudiera seguir, sino mas bien se proponen nuevos estados a corto plazo. Por ejemplo:
en el andlisis de temperaturas, la Estimaciéon se puede usar para saber si habra un
crecimiento o disminucion, en tanto que la Prediccién para decir hasta qué punto crecera,

0 saber algun valor especifico de la temperatura dentro de algun tiempo.

Estructura Variacional Especifica (EstV): Consiste en los conocimientos, herramientas y
procesos matematicos o cientificos que se usan en una SV para darle explicacion, y en las que

se apoyan las EV para realizar el estudio de la variacion.

Argumentos Variacionales (AV): Una SV se caracteriza por el empleo de argumentos de tipo
variacional que recurren al analisis del cambio y sus cuantificaciones. Estos argumentos segun
Cantaral (2000) son utilizados por las personas cuando hacen uso de maniobras, ideas, técnicas
o explicaciones, que de alguna manera reflejan y expresan el reconocimiento cuantitativo y
cualitativo del cambio en el sistema u objeto que se esta estudiando. Son este tipo de argumentos

los que permiten dar explicacion a las SV.

Codigos variacionales (CV): Consisten en la expresion oral o escrita del cambio y la variacion,
y que son articulados para generar los AV. Estos codigos pueden consistir en frases, dibujos,

tablas o ademanes, que dan cuenta del andlisis variacional que se realiza.

Situacion Variacional (SV): Es el conjunto de problemas cuyos tratamientos demandan la

puesta en juego de estrategias variacionales y que requieren establecer puntos de andlisis entre
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diversos estados de cambio. Por otra parte, se considera que una situacion no es variacional si
se puede resolver empleando un proceso algoritmico que lleve a una respuesta sin la necesidad

de analizar y cuantificar los cambios de variables.

Tareas Variacionales (TV): Consiste en actividades, acciones y ejecuciones que permiten
organizar el estudio de la variacion dentro de una SV en acciones y objetivos especificos, dentro
de contextos particulares (graficos, analiticos, numéricos, etc.). Se caracterizan por el empleo de
una o mas EV dentro de un mismo contexto de analisis, lo que permite organizar el estudio de la
variacion en las SV en acciones y objetivos mas especificos dentro de estos contextos. Algunas

TV son las siguientes:

e Construccion de gréficas con la variacion como punto de referencia: Esta tarea consiste

en la construccion de graficas, para lo cual se desarrolla un andlisis de las variaciones
correspondientes a la situacién que se plantea, ya sea por medio de datos numéricos o
de alguna grafica. Aunque la forma de abordar esta tarea involucre el hallar algun patrén
o comportamiento, el objetivo de esta tarea no es hallar eso, sino bosquejar una grafica

que modele lo mas cercana posible la situacion que se presenta (Soto, 2014).

o Se usa la estrategia de comparacion para establecer diferencias en la forma en

que varia un sistema, lo que permite hacer un bosquejo de la grafica
correspondiente.

o Uso de la estrategia de seriacion, al analizar los diferentes estados de la grafica
al variar parametros de la funcion, estableciendo una relacion general sobre el
movimiento de la grafica, con lo que se tendra de referentes para la construccion
de graficas con caracteristicas particulares.

o Dada una grafica, se emplea la estrategia de comparacién para establecer
diferencia entre las graficas de distintos movimientos y encontrar asi los efectos
que un cierto tipo de movimiento tiene sobre la grafica. Lo que facilita la
construccion de graficas con caracteristicas particulares.

e Andlisis gréfico con la variacion como punto de referencia: Esta tarea es similar a la de

analisis de datos en tablas numéricas en el sentido de que busca patrones, relaciones
comportamientos, tendencias y valores especificos, pero con la diferencia de que el
analisis esta sobre la grafica, asi como elementos que surgen a partir de ella, como
tangente, alturas, asintotas, entre otros. Una caracteristica de esta tarea es que las

acciones a realizarse giran en torno al andlisis de variaciones (Soto, 2014).
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o Se usa la estrategia de prediccion para analizar las variaciones de una grafica
cerca de un punto, con el fin de establecer el comportamiento de las graficas en
ese punto

o Se usa la estrategia de seriacion para analizar la forma de variacion en distintas
graficas, con lo cual se establece una relacion entre la grafica y el tipo de
variacion que la genera.

o Se comparan las alturas de una grafica en dos o mas puntos para establecer cual
es la grande, o si hubo un crecimiento o decrecimiento en los valores extremos
de un intervalo.

o Se usa la estrategia de seriacion para analizar un conjunto de alturas, ya sea de
una grafica o de un segmento, para encontrar el maximo o minimo de esas
alturas o para saber si el comportamiento es creciente o decreciente.

o Se compara las diferencias en las alturas de las graficas de una funcion antes y
después de puntos especificos para establecer el signo de la primera derivada.

o Dada una grafica, se pide establecer el tipo de movimiento necesario para
generar esa grafica o una diferente. se emplea la estrategia de seriacion para
analizar como van cambiando las alturas de las graficas con el paso del tiempo,

para asi establecer el tipo de movimiento necesario para generar dicha grafica.

Para nuestra investigacion proponemos un modelo donde muestra una interaccion mas dinamica
de las relaciones del PyLVAR. Donde las Estrategias Variacionales (EV) actua ante una Situacién
Variacional (SV), permitiendo reconocer qué, como y cuando cambia dentro del sistema. Las EV
que se reconocen son: Comparacion, Seriacion, Prediccion y Estimacion, la EV recurre ademas
a las Estructuras Variacionales (EstV) que a su vez apoyan a las Estrategias Variacionales y estas
EstV se usan para explicar una SV. Las Situaciones variacionales se componen de las Tareas
Variacionales, que son empleadas por las EV, estas generan los Argumentos Variacionales, que
explican la SV, que a su vez es empleada por los AV, que son articulados por los Cdadigos

Variacionales (CV), esta dinamica se puede observar con mayor claridad en la llustracion 21.
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llustracion 21.: Interaccién dinamica de las relaciones en PyLVAR
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Capitulo 3: Evolucion Histoérica.

El andlisis epistemologico resulta fundamental al momento de la ensefianza,
pues provee de historicidad a los conceptos matematicos que normalmente la
ensefianza presenta como objetos universales tanto en tiempo como en
espacio. Brinda también la posibilidad de evidenciar la disparidad entre el

saber cientifico y el saber ensefiado. (Farfan ,1997)

3.1. Contexto histérico de la derivada.

Para llegar a lo que conocemos hoy por derivada, tuvieron que transcurrir siglos desde las
primeras ideas relacionadas con la variacion, infinitesimales y tangentes. La derivada es el
concepto matematico que permite cuantificar, describir y pronosticar la rapidez de la variacién en
todo fenémeno de la naturaleza o de la practica humana. Esta relacionada con tres nociones
fundamentales: el cambio, la razon promedio de cambio y la razén instantanea de cambio
(Vrancken & Engler, 2014) . Son innumerables las aplicaciones de este concepto, pues esta
presente de una u otra forma en la vida cotidiana, pero todo lo relacionado con ella, resulta
abstracto y complejo para el estudiante, generandose serias dificultades al intentar comprender
de manera optima los conceptos de este campo disciplinar.

El origen del célculo esta intimamente relacionado con los incrementos y los cambios. Las
variables y las funciones son elementos basicos para el estudio de la variacién (Dolores, 2013).
Lo que conduce en sus comienzos al estudio de la derivada y al desarrollo de su analisis es el
estudio de la variacion de multiples fendmenos. La matematica posee un rol protagénico, cuando
es necesario analizar, medir o cuantificar cualquier fenédmeno. La mediciéon del cambio, es un
aspecto esencial de la variacion y de los elementos eje en la formacion del concepto de derivada
(Vrancken & Engler, 2013). El calculo posee fundamental importancia a la hora de encontrar las

leyes que describen esos cambios, medirlos y predecirlos.

Basados en el Estudio de la derivada desde la variacion y el cambio. Anélisis historico-

epistemologia de Vrancken y Engler (2013), presentaremos la evolucién de la derivada en
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relacion a las diferentes problematicas con respecto a la variacién abordados en diversos
periodos histéricos: Pre Historia, Edad Antigua, Edad Media, Edad Moderna y Edad
Contemporanea. Analizando su desarrollo con respecto al papel otorgado y las distintas

representaciones utilizadas en cada periodo de tiempo, como se muestra en la llustracion 22.

Pre Historia Edad Antigua Edad Media Edad Moderna | Edad Contemporanea
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llustracion 22: Evolucion de la Derivada en una linea de tiempo.

e Pre Historia:

Observacion del cambio.

Es en la Pre Historia cuando surgen las primeras ideas y nociones matematicas. La observacion
de los cambios que produce el viento, el desplazamiento para la recoleccién de alimento; la
sucesion del dia y la noche y su relacion con las estrellas (Castiblanco & Moreno, 2004), todas
las actividades del hombre prehistorico permiten inferir que el hombre se hizo sensible y observo
los fenébmenos cambiantes, que impulsaron el desarrollo de tecnologias materias y simbdlicas
elementales (lenguaje oral, lenguaje gestual, lenguaje icénico y herramientas). Sientan las bases

para el surgimiento de sistemas de representacién mucho mas complejos.

En este perido el ser humano comienza a registrar en arsilla, huesos o tablas de madera; sus
observaciones del mundo que lo rodea. Un ejemplo de una antigua inscripcion matematica es el
hueso de Ishango en Zaire, tiene 25.000 afios. A primera vista las marcas del hueso parecen
estar hechas al azar, pero no se puede descartar la intensionalidad con que fueron realizadas,
por ejemplo: una fila contiene los numeros prumos entre 10 y 20, cuya suma es 60. Otra fila
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contiene los numeros 9, 11, 19 y 21, que tambien suman 60 (Stewart I. , 2007). Algunos tambien

sugieren que este hueso representa el calendario lunar.

llustracion 23: Hueso de Ishago expuesto en el Real Instituto Belga de Ciencias Naturales.

o Edad Antigua.

La representacion verbal.

Las bases construidas durante la época de la Pre Historia permitieron el surgimiento de sistemas
de representacion escrita mucho mas complejos. La consolidacion de la escritura, hacia el aho
3.000 a.C., promovio la aparicion de diversos sistemas de registro, a través de los cuales es

posible estudiar el saber social y cultural de dicha época (Vrancken & Engler, 2013).

Las referencias mas antiguas sobre el estudio de los fendmenos de cambio vienen de los aportes
surgidos desde las civilizaciones Mesopotamicas, en particular la Babilénica (2.000 a.C. al 600
a.C.), son ellos quienes determinan las leyes cuantitativas en sus tablas, donde registran por
ejemplo su interés por la astronomia; en estas se observan los fendmenos que se repetian

periédicamente, por ejemplo, los relacionados con la luna, el sol y los planetas.

Otra de estas representaciones se puede observar es en la Tablilla de Venus de Ammisaduga, la
mas antigua que se conoce relacionada con la astronomia; es un texto cuneiforme que habla de
la aparicion y desaparicion de Venus en el firmamento, esta es una estrella que pasa de aparece

al atardecer a hacerlo al amanecer. Podemos afirmar que los babilonios no sélo entendian que
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Venus era el mismo objeto que aparece en diferentes momentos del dia, sino también llegaron a
calcular su ciclo sinddico (es decir el tiempo que tardaba en aparecer en el mismo punto en el
firmamento). Esta tablilla recoge las observaciones durante un periodo de 21 afios, la duracion
de un ciclo venusiano era de 587 dias. Los babilonios sélo erraron en 3 dias, producto de que

este ciclo encajase con el siglo lunar.

llustracion 24: Tablilla Babilonica, registro ciclo venusiano.

Mediante los estudios de los babilonios, podemos evidenciar que ellos comprendieron problemas
de variaciones continuas, como los periodos de visibilidad de un planeta con relacion al angulo
que forma con el sol. Atraidos por la astrologia, desarrollaron su tarea principal, que fue de
intentar predecir sucesos. En sus tablilas se encuentran los intentos por aritmetizar

observaciones dificilmente medibles, asi como interpolaciones, lineales y geométricas.

Los babilonios avanzaron en lo que se denomina &lgebra retérica, donde los problemas se
enuncian y resuelven, sin utilizar una organizacion en las notaciones como las conocemos hoy ni
tampoco con la utilizacién de letras para representar cantidades variables, simplemente con los

términos: longitud, area y volumen. (Vrancken & Engler, 2013) (Castiblanco & Moreno, 2004).

Para Boyer (1986) y Ruiz (1998), ambos citados por Vrancken & Engler (2013), en las evidencias
empiricas de los babilonios no es posible encontrar el uso de generalizaciones, sino sélo casos
concretos; pero esto no significa que no existiera en su pensamiento, consciencia de dichas
generalizaciones de los principios estudiados, ya que de otro modo no se podria explicar la

analogia entre problemas del mismo tipo.
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Es dificil encontrar aspectos y evidencia que permitan intuir la existencia de conceptos como
variable y funcion, pero existe un aporte en los intentos de cuantificar y establecer regularidades

de los fendmenos de cambio en sus tablas.

La civilizacién griega (2.800 a.C. al 600 d.C.) a partir del siglo VI a.C. se preocuparon,
especialmente los pitagoricos, por explicar no sélo el como sino el por qué de las cosas
(Castiblanco & Moreno, 2004) (Collete, 1986), lo que impulsa la fransformacién de la matematica

en una ciencia deductiva.

En esta época se visualizaron distintos fenémenos, por ejemplo, los numeros para los Pitagéricos
constituian el armazoén inteligible de las formas en la aritmética figurativa; los concibieron y
trataron sus relaciones utilizando piedrecillas que llamaban calculos o psefoi. Ademas,
determinaron algunas leyes simples de la acustica, que son consideradas como un intento por
buscar una relaciéon cuantitativa de dependencia entre las variables fisicas, como la longitud de
curva y los tonos de las notal emitidas al pulsarlas, pero este aspecto cuantitativo no fue tratado

ampliamente (Collete, 1986).

Los elementos de Euclides contienen muchas representaciones mediante las imagenes que no
pueden ser separadas del texto para su compresion, jugando la imagen un rol fundamental, pues
su evocaciéon permite construir la idea o concepto que quedara almacenada en la memoria.
Ademas, Heraclito y Zendn utilizaron problemas como el movimiento, la continuidad y el infinito

para sus estudios.

Aristételes al estudiar el movimiento de los cuerpos se preguntaba cuales eran las causas reales
del movimiento, originando las descripciones cualitativas del fenébmeno de variacién. Esto se
puede evidenciar en el caso de la piedra que cae libremente o por un plano inclinado, en dicho
fenémeno, indaga acerca de la naturaleza que el cuerpo que cae y como se modifican sus
atributos en su caida, pero no genera procedimientos para cuantifica dicho movimiento, esto no

lo realiza porque simplemente ello esta fuera de su marco epistemologico (Mufioz, 2005).

El caracter geométrico de la matematica griega, el papal preponderante de las proporciones y la
disociacion entre numero y magnitud son los principales obstaculos que hicieron que la época
antigua el estudio de fendmenos de cambo sea aun muy reducido y que no sea posible halar de
formulacion explicita de nociones como variable, dependencia o funcién. Otro factor importante
es el escaso desarrollo de simbolos, expresiones algebraicas, que no existian, aunque en forma
retérica, conceptualmente relacionado con la dependencia funcion (Azcarate y Deulofeu, 1996 en
(Vrancken & Engler, 2013))
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En los papiros encontrados como los de Rhin y de Moscu se ha podido analizar que la civilizacion
egipcia (3.100 a.C. al 322 a.C.) logro algunos avances en el campo del algebra, a partir de la
aproximacién de problemas de la vida cotidiana, como en el calculo de granos necesarios para
producir cantidades de cerveza, la estimacion de la comida de los animales, entre muchos otros.
Avanzaron en la solucion verbal de ecuaciones lineales y en el trabajo con progresiones

geométricas y aritméticas ( (Castiblanco & Moreno, 2004) ; (Collete, 1986)).

Lograron la estimacién empirica de la duracion de un afo, debido a las crecidas del Rio Nilo. A
partir de la observacién de los cambios y constantes en la visibilidad de una estrella (Sirio), en
relacion con la salida y ocultamiento del sol, estimaron y adoptaron un calendario civil con un afio
de 365 dias, dividido en 12 meses de 30 dias, mas cinco dias extras al final (Castiblanco &
Moreno, 2004).

e Edad Media.
Primeras notaciones simbodlicas.

La época de la oscuridad o del oscurantismo en Europa es un periodo histérico donde los arabes
son quienes toman el relevo de los griegos en el estudio de las ciencias y son ellos quienes
permitieron que su legado llegara hasta occidente a través de los barcos que navegaban para los
intercambios comerciales. En este periodo se obtienen resultados concretos en las ciencias,

incrementando por ejemplo el nimero de funciones conocidas y la forma en que eran estudiadas.

El siglo XII fue decisivo para el destino de Europa, para su cultura, ciencia y en especial para las
matematicas que comienza a ocupar un lugar preponderante en el estudio de las ciencias de la
naturaleza. Pues producto de la caida del Imperio Bizantino, los estudiosos se refugian en Europa,
especialmente en la Peninsula Itdlica, desde donde comienza a resurgir el estudio de las ciencias.
Debe recordarse que en el siglo XI se dio la reconquista cristiana de Espafia y Sicilia. Esto supuso
una renovacion y un resurgimiento del mundo cristiano, estos ultimos son quienes absorben una
gran cantidad de conocimiento del mundo griego y de otros lugares que habian sido preservados
por los arabes (Ruiz, 2012).

En esta época comienza a surgir la preocupacion por descubrir lo real, lo permanente, lo inteligible,
tras el mundo cambiante de la experiencia (Castiblanco & Moreno, 2004). Una de las principales
cuestiones que se analizaron fueron los fenédmenos sujetos al cambio y al movimiento. René de
Cotret (1985) y Ruiz (1998), ambos citados por (Vrancken & Engler, 2013), afirman que en este

periodo se preguntaban por qué los planetas brillas, por qué el viento sopla, por qué se forma el
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arco iris, por qué la lluvia cae mientras que el fuego sube. Trataban de encontrar un modelo de

universo que respondiese a estas cuestiones.

El nacimiento de las universidades europeas a finales del siglo Xl e inicios del siglo XllI
favorecera al desarrollo de las matematicas, y su difusién a un mayor nimero de personas. Por
ejemplo, Oxford (1214), Paris (1200), Cambridge (1231), entre otras; hicieron grandes aportes
para el desarrollo de las matematicas, en especial a la nocién de funcion. Con el nacimiento de
las universidades podemos constatar una revolucion intelectual cuyas principales caracteristicas
tiene a darle mayor importancia a la dialéctica o logica que tiende a eclipsar a las demas artes
(Collete, 1986).

Tomando como punto de partida las doctrinas aristotélicas, se realizan estudios cuantitativos de
distintos fenémenos, destacando el estudio del movimiento local no uniforme, empezando a
desplazar el interés del por qué suceden cambias al como suceden. Analizaron fenémenos
sujetos al cambio, como el calor, la luz, la densidad, la velocidad. Una forma era cualquier
cantidad o cantidad variable de la naturaleza. La intensidad o latitud de una forma era el valor
numérico que habia que asignarle, en relacion a otra forma invariable que llamaban extension o

longitud, como el tiempo, la distancia o la cantidad de materia (Castiblanco & Moreno, 2004).

Durante el siglo XIV, Heytesbury (1313 — 1372/1373), Bradwardine (1290 — 1349) y Swineshead
(1340 — 1354), légicos y fildsofos naturales del Merton Collage, abordaron la problematica de la
cuantificacion del cambio, las variaciones de la intensidad de una cualidad, desde punto a otro
de un cuerpo o desde un punto a otro del tiempo. Sus portes mas importantes son las definiciones
de velocidad uniforme y de movimiento uniforme acelerado, como los intentos por definir
velocidad instantanea. Son a partir de estos conceptos que lograron deducir la regla del

movimiento uniformemente acelerado que conocemos hoy.

Oresme (1323- 1382) realiza un original y completo trabajo sobre la intensificacion de formas y
cualidades, que se puede evidenciar en su De Configurationibus Qualitatum et Motuum. Continua
el estudio de los fendbmenos que cambian, proponiendo una aproximaciéon geométrica de los
estudios cinematicos aritméticos desarrollados hasta el momento, en su teoria sobre las latitudes
de las formas, representa mediante un dibujo la variacion. Fundamenta el uso de los segmentos
rectilineos para representar todo lo que varia, pues todo lo que es medible puede imaginarse
como una cantidad continua, pasando a la representacion de diversos tipos de cambio, utilizando
recursos geométricos para el estudio de la variacion. De esta forma, por ejemplo, representa la

velocidad de un mévil a lo largo del tiempo, como se puede ver en la llustracién 25.
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llustracion 25: Representacion del Cambio realizada por Oresme.

La representacion que Oresme hace de la velocidad de un movil en funcién del tiempo resulta de
la representacién del tiempo sobre una traza en un segmento horizontal, cuyos puntos
representan los sucesivos instantes de tiempo (longitud) y para cada instante traza un segmento
perpendicular (latitud), cuya longitud representa la velocidad en aquel instante (Castiblanco &
Moreno, 2004).

Representar la velocidad decreciente de una manera uniforme, lo hace por medio de segmentos

desde 04 a OB, como se puede observar en la llustracion 26.

A
5] E D
0 B

llustracion 26: Representacion de la velocidad decreciente de manera Uniforme. Longitud y Latitud.

Ademas, sefialaba que OBDC tiene la misma area que OAB (Ruiz, 2012). Para representar la

curva, utilizaba los extremos superiores de las latitudes.

Segun D’ Hombres (1987, en Ruiz, 2012), Oresme al principio trabajé con los movimientos en
forma general pero luego distinguio tres configuraciones distintas (Figura 1): las uniformemente
uniformes, asociadas a un movimiento con velocidad constante, las uniformes disformes
asociadas a un movimiento uniformemente acelerad y las disformemente disformes asociadas a

movimientos con aceleracion no constante, como se puede observar en la llustraciéon 27.
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llustracion 27: Representacion de las variaciones, segtin Oresme.

Oresme pretendia comprender la naturaleza de los cambios de una forma sencilla, ya sean estos
de origen cuantitativo o cualitativo. Considero la razén de cambio, y establecié una forma de
representacion que se ha llegado a afirmar como precursora de la representacion en coordenadas
(Ruiz, 2012). Sin embargo, el dibujo presente en su trabajo, la linea superior de intensidades, no
aparece aislada; el fendmeno se representa a través de toda la figura, ya sean rectangulos,
triangulos u otros; su superficie queda debajo de la curva, es decir por la integral. Por eso no
puede ser una expresion de la dependencia en el sentido actual (Castiblanco & Moreno, 2004).

Vislumbra la idea basica de que una funcién de una variable se puede representar por una curva.

La nocion de grafico, como elemento descriptivo de una cualidad, facilita el estudio de la variacion
de los fendmenos, que se constituyd como un tema de moda para los matematicos de los dos

siglos siguientes, independiente del contexto fisico de la misma (Collete, 1986).

Azcarate y Deulofeu (1996, en (Vrancken & Engler, 2013)) expresan que, en el transcurso de
estos estudios comienzan a aparecer conceptos fundamentales como cantidad variable,
entendida como un grado de cualidad, velocidad instantanea o puntual, aceleracion, todos ellos

intimamente ligados a la idea de funcion.

e Edad Moderna.

Durante esta época se vive un apogeo por los estudios sisteméaticos en los procesos de variacion

y cambio relacionados con el movimiento, la intensidad luminosa y caldrica, con los trabajos de
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Tartaglia, Cardan, Galileo, Descartes, Wallis, Newton y Leibniz que construyeron a partir de los

trabajos de Vieté con influencia de Napier ((Sigma, 1985, Pag. 43) (Castiblanco & Moreno, 2004)).

Siglos XV y XVI:

El desarrollo de la nocion de variable y funcién.

En estos siglos sobresale el avance en los simbolos algebraicos que, junto con la trigonometria,
favorecen el desarrollo del concepto de funcion. Vieté (1540 — 1603) es reconocido por ser una
figura dominante y central de este periodo. Introduce los signos para numerosas operaciones y
la utilizacion de letras para representar cantidades desconocidas y coeficientes arbitrarios, esto
se transforma en una importante contribucion para la representacion de funciones por medio de

férmulas (Vrancken & Engler, 2013).

Algunos problemas de la industria, de capital comercial o de la navegacion, entre otros, permiten
que surja un intento de darles solucion por medio del estudio de las leyes generales de la

naturaleza y su modelacion mediante el uso de las formulas matematicas.

Fue Galileo (1564-1642) quien recupera los avances graficos de Oresme, en la representacion
de formas variables, en su libro Dos Nuevas Ciencias de 1638. Esté estudia el movimiento local
y la rapidez, abordando el problema de la caida de los cuerpos. Realiza un estudio cuantitativo,
donde se propone relacionar los conceptos de velocidad, aceleracion y distancia recorrida.
Mediante la utilizacién de instrumentos para medir los fendmenos, establece leyes que son
autenticas relaciones funcionales (Vrancken & Engler, 2013). A pesar de basarse y expresarse
en la clasica teoria griega de las proporciones, resulta su contribucion decisiva para el

establecimiento del concepto matematico de funcion (Castiblanco & Moreno, 2004).

Introduce el concepto de relacion funcional entre las variables, que caracteriza el estado del
movimiento de un cuerpo en diferentes momentos de su trayectoria; esto supone el prefacio del
tiempo como variable independiente. Se pregunta el como del fendmeno y calcula la evolucién
posterior del mismo, implica cuantificar estados posteriores de una cierta variable, en funcion de
otra, a partir de las condiciones iniciales para predecir la evolucién de un fenémeno de variacién
o cambio (Mufioz, 2005).

Galileo se pregunta cémo cae un cuerpo a la tierra, y no el por qué de dicho fenémeno. Eliminando
las preguntas sobre las causas reales que hacia referencia a cualidades /atributos, e introduce
mediciones. Medir para establecer relaciones entre distancia y tiempo (Mufioz, 2005). Reflexiona
sobre la distancia recorrida y la velocidad alcanzada dependiendo del tiempo y el espacio
transcurrido. Aplica los resultados del Merton Collage sobre el valor medio de una cualidad

uniforme acelerada, para la descripcion y analisis de cuerpos en caida libre. Su pregunta tiene
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sentido en la cosmovision en donde el estado natural de las cosas era el reposo y el movimiento,

naciendo el principio de inercia.

Utiliza una representacion grafica de las magnitudes espacio, tiempo y velocidad. En dicha
visualizacién del desplazamiento y el tiempo utiliza recursos equivalentes, como se puede
observar en el enunciado del teorema 1, proposicion 1, de su libro Dos nuevas ciencias (Galilei,
1638, pag. 173)

El tiempo en que cualquier espacio es atravesado por un cuerpo que
comienza en reposo y es uniformemente acelerado, es igual al tiempo en que
ese mismo espacio se cruzaria por el mismo cuerpo que se mueve a una
velocidad uniforme cuyo valor es la media de la velocidad mas alta y la

velocidad justo antes de que la aceleracion empezara.

Para ello utiliza la siguiente representacion que se puede observar en la llustracién 28.

Fig. 47

llustracion 28: Representacion grafica de las magnitudes espacio, tiempo y velocidad. (Galilei, 1638, pag173)

Mediante esta representacion visual de velocidad tiempo, Galileo concluye que los espacios
recorridos por dos moviles son iguales. Ya que la velocidad es representada mediante los
segmentos perpendiculares a AB, la velocidad esta representada por el segmento AB, el espacio
esta representado en la linea auxiliar CD, A representa el instante en el que se inicia el
movimiento, BE es la velocidad en el tiempo B o velocidad final del movil, BF es la mitad de la
velocidad anterior. El rectangulo ABFG describe un movimiento uniforme de velocidad constante
BF que sucede en el mismo tiempo que el anterior. El tridngulo ABE describe el movimiento
uniformemente acelerado del movil. El area de ABE coincide con el area de ABFG. La suma de

las lineas paralelas contenidos en ABE es igual a la de las lineas paralelas contenidas en ABFG.
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A partir de estos y otros trabajos se comienza a desarrollar las ideas de variacién y cambio como

abstracciones obtenidas de la realidad. (Vrancken & Engler, 2013).

Segun Azcarate y Deulofeu (1996 en (Vrancken & Engler, 2013)) otro de los avances importantes
de la segunda mitad del siglo XVI, que permite llegar a considerar las funciones como relaciones
entre conjuntos de nimeros, fueron los avances en la extension del concepto de nimero, con la

configuracién de los numeros reales y la aparicion de los nUmeros imaginarios.

Siglo XVII:

El surgimiento de la matematica de las variables.

En este periodo se configuran varios factores, como la introduccion de la geometria analitica, el
auge de las ciencias naturales y las exigencias de la mecanica, que propiciaron nuevas
soluciones para el problema de la tangente con los fendmenos de variacion. Son tres los

problemas que acuciantes:

e Determinar la velocidad de los cuerpos en movimiento.
o Dada la velocidad del movimiento determinar la trayectoria en un tiempo determinado

e Problema de los maximos y minimos.

Los avances en algebra alcanzados en los afios anteriores, permitieron que Descartes (1596 —
1650) y a Fermat (1601 - 1665) adentrarse en la representacion analitica. Ninguno de ellos invento
el uso de las coordenadas o de métodos analiticos, ni tampoco fueron los primeros en aplicar el
algebra a la geometria. La contribucién de ellos, independientes de cada uno, esta en el hecho
de reconocer una ecuacién dada con dos incognitas puede considerarse como la determinacién
de una curva plana, con respecto a un sistema de coordenadas. Si a esto le sumamos los
métodos algoritmicos desarrollados por cada uno para unir la ecuacidbn con la curva

correspondiente, entonces los podremos llamar los fundadores de la geometria analitica.

Su importancia estd, en general, que se puede decir que Descartes comienza con un problema
de lugar geométrico a partir del cual obtiene una ecuacion del lugar, mientras Fermat se preocupa

de partir de la ecuacion y deducir las propiedades de su curva (Collette, 2000).

Al surgir nuevas curvas se presentaron nuevos problemas. Hacia 1636, se publica en Francia una
memoria de Fermat titulada Methodus ad disquirendam maximam et minimam (“Método para
investigar maximos y minimos”), en esté exponen un método para encontrar el valor extremo de
algunas variables y propone una manera de resolver el problema de las tangentes utilizando ideas
cercanas a los infinitesimales; su importancia no esta sélo en ser el primer método conocido para
determinar maximos y minimos, sino que presenta la idea de dar un incremento a cierta magnitud,
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la cual tomaba asi el aspecto de una variable (Alarcon, Suescun, & de la Torre, 2005). En esté
utiliza elementos graficos, asi como ideas intuitivas de cambio y lo que pasa con dichos cambios
cuando son extremadamente pequefos.

Segun Alarcon, Suescun y de la Torre (2005), sefialan que utilizan la traduccién de Gonzales
Urbaneja quien utiliza letras minusculas, para mostrar como Fermat utiliza las palabras para

explicar su método:

Toda la teoria de la investigacibn de maximos y minimos supone la
consideracion de dos incognitas y la tnica regla siguiente:

1. Sea a una incégnita cualquiera del problema (que tenga una, dos o
tres dimensiones, segun convenga al enunciado).

2. Se expresara la cantidad maxima o minima por medio de a en
términos que pueden ser de cualquier grado.

3. Se sustituirda a continuacion la incognita original a por a + e, y se
expresara la cantidad maxima o minima por medio de a y e, en
términos que pueden ser de cualquier grado.

4. Se “adigualaran”, para hablar como Diofanto, las dos expresiones de
la cantidad maxima o minima.

5. Se eliminaran los términos comunes de ambos lados, tras lo cual
resultara que a ambos lados habra términos afectados de e o de una
de sus potencias.

6. Se dividiran todos los términos por e, o por alguna potencia superior
de e, de modo que desaparecera la e de al menos uno de los términos
de uno cualquiera de los dos miembros.

7. Se suprimiran a continuacién todos los términos donde todavia
aparece la e o una de sus potencias y se igualara lo que queda, o
bien si en uno de los miembros no queda nada se igualaran, lo que
viene a ser lo mismo, los términos afectados con signo positivo a los
afectados con signo negativo.

8. La resolucion de esta dltima ecuacion dara el valor de a, que
conducira al maximo o minimo, utilizando la expresion original.

Fermat emplea el simbolismo literal introducido por Viéta, que consistia en el uso exclusivo de
letras mayusculas. Ademas, se apoya del uso de elementos graficos para explicar sus métodos.

Segun explica Fermat, en el Syncriseos et anastrophes del afio 1640 aproximadamente, el
método para calcular maximos y minimos se le ocurrié al observar que, si el segmento de longitud
BB es dividido por un punto P en dos partes de longitudes Ay B — A es igual a una cantidad dada
Z, como se puede observar en la siguiente figura:
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llustracion 29: Division del segmento B, propuesto por Fermat.

Pero su método no es del todo exacto, pues al final debe dividir por cero, lo que es contradictorio.
Pero el método funcionaba en la practica y permitio resolver un sin nimero de problemas, a pesar
de la incongruencia senalada. Fermat aplica este método a otros campos, como la determinacién
de los centros de gravedad de diferentes figuras geométricas o a la construccion de la tangente

a una curva en un punto dado (Alarcén, Suescun, & de la Torre, 2005).

Su método posee las siguientes caracteristicas:

e El método da una condicion necesaria para los maximos y minimos, pero esa condicion
no es suficiente y tampoco permite distinguir un maximo de un minimo.

e El procedimiento es puramente algebraico y algoritmico, no geométrico.

e El método de maximos y minimos de Fermat no implica, en principio, el concepto de
limite. Utiliza ideas cercanas a los infinitesimales.

Fermat intenta determinar los puntos maximos y minimos de algunas funciones, para ello estudia
la curva, infiriendo que en cada punto de ella existe una recta tangente, tal que tiene una direccion
que la caracteriza; pero en donde la funcién tiene un maximo o un minimo, la tangente es

horizontal (Vrancken & Engler, 2013).

Fermat aplica su método de los extremos a la determinacién de las normales y tangentes a una
curva, utilizando la parabola para ilustrar su método, como se puede observar en la llustracion
30.

llustracion 30: Aplicacion del método de Fermat para los extremos a la determinacion de las normales y
tangentes a una curva. (Collette, 2000, pag. 29)
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Considera la parabola DB de eje DC, como se ilustra en la figura 123. La idea es aplicar su método
de maximos y minimos para hallar la tangente a la parabola en el punto B. Segun Vrancken y
Engler (2013) el proceso que utiliza Fermat se basé en la idea que si una secante S rota
sobre uno de los puntos de intersecciéon de manera que el punto mas proximo se acerca
indefinidamente al primero, entonces la secante S se aproxima a la posicion definida t. La
recta que tiene esa posicion se llama tangente a la curva, y el punto fijo, punto de contacto
(o punto de tangencia). De todas las rectas que pasan a través de ese punto, la tangente
es la que proporciona la mejor aproximacion al curso de la curva en ese punto. Por ese
motivo, la direccion de la tangente en el punto se llama también direcciéon de la curva en el

punto.

Segun Descartes los argumentos que utiliza Fermat en su Methodus, no habian resuelto ningin
problema de maximos o minimos cuando determino la tangente a la parabola, aunque los
resultados obtenidos por esté estan en lo correcto, su método no podia ser empleado en general
(Alarcon, Suescun, & de la Torre, 2005).

Cantoral y Farfan (2004) sefalan que el método de Fermat, independiente de la problematica de

la existencia de limites, depende de la relacién explicita entre dos variables.

Los aportes de Fermat en la resolucion de problemas fueron tan importantes que Lagrange,

Laplace y Tannery, entre otros lo denominaron el inventor del calculo.

Gracias a las contribuciones de Descartes y Fermat a la geometria analitica, mas adelante fue
posible utilizar un método general aplicable a todas las curvas de cierta clase. Aunque ellos no
consiguieron proporcionar dicho método general, Newton (1642 — 1727) y Leibniz (1646 — 1716)
fueron los primeros que estudiaron los problemas del analisis infinitesimal elaborando un método
general, aplicable a un sin numero de problemas. Mediante la utilizacion de la notacion algebraica,
establecieron una herramienta mas eficaz que la geometria, pudiendo estudiar problemas de

otras esferas.

Newton y Leibniz tratan con cantidades variables, Newton cantidades que varian con el tiempo,
utilizando el tiempo como argumento y la idea intuitiva de movimiento continuo proxima al
concepto de limite; analiza las variables dependientes como cantidades continuas que tienen
cierta velocidad de cambio. Leibniz con una sucesién de valores infinitamente préximos, utilizando

la idea del continuo geométrico formado por segmentos infinitesimales.

Newton en su obra el Método de las Fluxiones escrito en 1671 y publicado en 1736, estudia las
magnitudes que representan diversas formas de movimiento mecanico continuo, a las que varian

continuamente las llamo fluentes, que corresponden a lo que hoy conocemos como funciones;

73



considera que estas magnitudes varian con el tiempo (Castiblanco & Moreno, 2004). (Vrancken
& Engler, 2013). Posteriormente introduce la idea de las velocidades de las fluentes, que

denomina como fluxiones.

En esta obra presenta los dos principales problemas del calculo infinitesimal, la diferenciacion y
la integracion. Es decir, la ley para determinar la velocidad dada la distancia y dada la velocidad

determinar la distancia.

Segun Vrancken y Engler (2013) Newton para calcular las fluxiones, que son las razones de
cambio instantaneas, expresaba la rapidez con que cambia una variable respecto a otra en un
instante. Les imponia a las fluentes la condicién de una variacion infinitesimal y las representaba

por x e y. En esta idea subyace el termino actual de derivada, pues estas son las derivadas de

dx dy . .
x eyconrespectoat (x =Y = —). La razén entre ellas es la derivada de y con respecto a

dt
d
x (2=9).
x dx

Newton aplica el concepto de fluxion al problema de las tangentes, considerando las ideas
desarrolladas por sus predecesores, considera una curva f(x,y) = 0 como el lugar geométrico
determinado por la interseccién de dos rectas en movimiento, una vertical y la otra horizontal, las
coordenadas x e y del punto en movimiento son funciones del tiempo t y estan representas por

las rectas horizontal y vertical, como se puede observar en la llustracion 31.

"I//"/ fixy)=0

llustracion 31: Vector velocidad como composicion del movimiento horizontal y vertical de Newton.

El movimiento representado resultado de la composicion del movimiento horizontal cuya
velocidad esta representada por el médulo del vector x y la del movimiento vertical por el médulo
del vector y. Aplicando la ley del paralelogramo se obtiene que el vector resultante cuya

direccion determina la tangente a la curva, tiene como pendiente %

Newton en su obra Principios matematicos de Ia filosofia natural, editada por primera vez en 1687
y con dos nuevas ediciones en 1713 y 1726, analiza el tratamiento que le da a la tangente. Esto

se puede evidenciar en el lema VI de la seccién primera del libro, que dice asi:
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Si cualquier arco ACB, en una posicién dada, es subtendido por su cuerda
AB, y en cualquier punto A situado en medio de la curvatura continua es
tocado por una recta AD prolongada en ambos sentidos, si los puntos Ay B
se acercan el uno al otro y se encuentran, afirmo que el angulo BAD contenido
entre la cuerda y la tangente disminuira hasta lo infinito, desapareciendo en
ultima instancia... (Isaac Newton, 1713. Traduccion de Antonio Escohotado.
En Serna, 2007, p. 93).

llustracion 32: Tratamiento de Newton al problema de la tangente.

Newton considera la nocién de lo infinitamente pequefio y cémo, al realizarse el proceso, la
cuerda subtendida tiende a ser la tangente a la curva en el punto A. Trabaj6 la idea del paso al
limite ya que dicha tangente es el limite al que llega la cuerda AB. Utiliz6 ideas variacionales al
mencionar que los puntos A y B se acercan uno al otro y se encuentran. Construyo las figuras

como un argumento necesario para dar las explicaciones (Vrancken & Engler, 2013).

Llega a la conclusion de que una curva se comporta como una linea recta en una region muy
cercana entre dos puntos de la misma, sin embargo, estos dos puntos son la hipotenusa de un
pequefio triangulo infinitesimal con lo cual se puede intuir también el caracter variacional ya que

su angulo y posicion va cambiando consecutivamente (Castafieda, Montiel, & Serna, 2012).

Leibniz se basa en concepciones geométricas para obtener un método para la resolucién del
problema de las tangentes y la determinacion de areas y volumenes. Se inspira en sus primeros
trabajos de sumas y diferencias de numeros, trasladando esta idea al contexto del continuo.
Desarrolla toda una teoria en base a sumas y diferencias infinitesimales, desde donde nacen las
nociones de diferencia e integrales. La notacion que emplea en sus estudios, es la que hasta el

dia de hoy utilizamos.

Sefala que la sucesion infinita de valores de una variable, denominada x, la diferencia entre dos
valores sucesivos es el diferencial de x , denotado por dx, que es infinitamente pequefio

(infinitesimal) o despreciable comparado con los valores de x. Determina, ademas que la suma
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de todas las diferenciales, denotaba por [ dx, da como resultado la variable completa x. Es decir
[dx = x.

Hacia 1637, se da cuenta que para determinar la tangente a la curva, se debe considerar la razén
entre las diferencias de las ordenas y de las abscisas cuando estas tienden a cero, asi como el
célculo de las areas depende de la suma de las ordenadas o de los rectangulos cuya abscisa
tiende a cero y que ambos son problemas inversos, llegando a la misma conclusién de Newton
(Castiblanco & Moreno, 2004) (Mateus, 2011).

En un escrito publicado en 1673 por Leibnitz, utiliza por primera vez la palabra funcién. En un
principio no se utilizo para designar la relacion formal entre la ordenada de un punto y su abscisa,
sino se refiere a un problema de calculo de ordenadas a partir de cierta propiedad de las
tangentes. En 1694, la palabra funcién se utiliza en un sentido mas general, para referirse a
problemas de geometria diferencial, aunque todavia es poco preciso ( (Castiblanco & Moreno,
2004). (Vrancken & Engler, 2013)).

En la investigacion llamada Epistemologia de la derivada como fundamento del céalculo diferencial
Mateus (2011), propone la siguiente tabla resumen, donde se observan las diferencias y
similitudes entre los trabajos de Leibniz y Newton.
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Por Newton

Por Leibniz

Concibe la derivada de y = f{x) como el cociente

. y . .
entre fluxiones =, donde considera las fluxiones
x

“ .-
i Yy como las velocidades en que cambian los
fluentes x, y. Su concepcion es cinematica.

£l cociente dy/dx lo calcula como la tangente a la
parabola y’ = agx en un punto M = (xy) de la
figura.

Utilizé los incrementos infinitamente pequefios
en x y en y como medio para determinar la
fluxién o derivada. Era esencialmente el limite del
cociente de los incrementos, cuando estos se
hacian cada vez mas pequefios.

La integral es una integral definida, es el fluente
por determinar para una fluxion dada.

La orientacion fisica de Newton radica en el
concepto de velocidad. Término central para
desarrollar el concepto derivada.

Resolvié problemas de dreas y volimenes
pensando enteramente en términos de cambio
relativo. Para él, la diferenciacion era basica; este
proceso y su inverso resolvian todos los
problemas del calculo y, de hecho, el uso de la
sumacion para obtener un drea, un volumen o un
centro de gravedad aparece raramente en sus
trabajos.

Utilizé las series para representar funciones, su
manera de trabajar era empirica y concreta.
Newton no se molesté en formular reglas, aun
cuando pudo haber generalizado facilmente sus
resultados concretos. Aunque inici6 muchos
métodos, no hizo hincapié en ellos.

Considera el cociente anterior dy/dx como
cociente entre diferencias.

Traté directamente con los incrementos
infinitamente pequefios en x y en y, es decir, con
diferenciales, y determind las relaciones entre
ellos.

Considera el cociente anterior dy/dx como
cociente entre diferencias.

Para Leibniz, sin embargo, el cociente dy/dx era
“simplemente” un cociente con interpretacion
geométrica clara. Los problemas de
interpretacion se volvian mas agudos al
considerar derivadas de mayor orden.

La preocupacion filoséfica en Leibniz fue por las
particulas dGltimas de la materia, que llamé
monadas.

La integral es una suma infinita de diferenciales.
Pensaba primero en términos de sumacion,
aunque, por supuesto, estas sumaciones se
calcularan mediante antidiferenciacion.

Preferia la forma cerrada de series infinitas, para
buscar resultados en términos finitos, utilizando
las funciones trigonométricas y logaritmicas
cuando no sirvieran las funciones algebraicas.
Leibniz vio las ampliaciones a largo plazo de las
nuevas ideas que gestaba el naciente célculo.
Leibniz establecié los canones del célculo, el
sistema de reglas y formulas.

Tabla 3: Tabla similitudes de diferencias en los trabajos Newton y Leibniz, propuesta por Mateus (2011),

Siglos XVIII Y XIX: La consolidacion del sistema de representacion simbdlico.

Durante el siglo XVIl y XIX se consolida el sistema de representacion simbolico del algebra actual
y la nocion de funcion se reafirma como representacion de procesos de variacion y cambio. Son
los trabajos de Bernoulli (1700 -1782), Euler (1707 — 1783), Lagrange (1736 — 1813), Fourier
(1772 — 1837) y Dirichlet (1805 — 1859) quienes ayudan en ese proceso.

En este periodo el analisis matematico va cobrando cada vez mayor importancia e independencia

como disciplina, perdiendo su caracter geométrico y mecéanico, aumentando su atributo
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algebraico. Se amplia también el concepto de funcién como una representacion de procesos de

variaciéon y cambio, gracias a los matematicos de esta época (Castiblanco & Moreno, 2004).

Euler, abandona el estudio de las curvas geométricas, instituyendo una nueva rama, basada en
los infinitésimos, sobre la teoria formal de funciones. Este significo una separacion entre el calculo
de variables (fisicas 0 geométricas) a un calculo de funciones numéricas (Mufioz, 2005). Precisa
la nocién de funcion definiendo nociones como constante, de la siguiente manera: “cantidad
definida que toma siempre un mismo valor determinado” y cantidad variable, “cantidad
indeterminada, o universal, que comprende en si misma todos los valores determinados “ En
1755 define una funcién como expresiéon analitica, sefialando que “la funcién de una cantidad
variable es una expresion analitica compuesta de cualquier manera a partir de esa cantidad
variable y de numeros o cantidades constantes” (Ruthing, 1984 en (Vasquez, Rey, & Boubée,
2008)).

Euler sefala que toda funcién le corresponde una curva, por lo que también a cada curva deberia
representarse por una funcién, ampliando con ello el concepto de funcién, distinguiéndose dos

clases: las continuas y las discontinuas.

Bernoulli, en1718, es quien realiza la primera definicion de funcidén como una expresion analitica:
“Se llama funcién de una variable a una cantidad compuesta de manera que sea, por esa variable
y por constantes”. Euler, complementa la definicién en 1748, cambiando la palabra “cantidad” por
“expresion analitica”. En 1755 Euler publica el “Institutiones calculi differentialis”, en ella podemos
observar la segunda definicion del concepto de funcion, de manera totalmente general, afirmo
que: “Algunas cantidades en verdad dependen de otras, si al ser combinadas por otras, asi si x
denota una cantidad variable, entonces todas las cantidades que dependen de x en cualquier

forma estan determinadas por x y se llaman funciones de x”.

En la publicaciéon de Euler de 1797, llamada L’analyse infinitésimale en su segundo volumen, se
puede evidenciar que los argumentos geométricos son dejados casi en su totalidad de lados. Se
infiere que pretende formalizar el calculo de Newton y Leibniz, con un mayor soporte matematico,
manejando argumentos algebraicos, con ideas de los infinitesimales. Enuncia explicitamente el
caracter variacional de la recta tangente mostrando un método algebraico, donde las
explicaciones que muestran los cambios a partir de polinomios, auxiliandose de representaciones
graficas en donde se muestra como dos puntos infinitamente cercanos de una curva se convierten

en la hipotenusa de un pequefio triangulo infinitesimal. (Castafieda, Montiel, & Serna, 2012)
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llustracion 33: L’analyse infinitésimale en su segundo volumen, Euler (1797), pagina 437.

Euler es el primero en utilizar en 1740 la notacion f (x) para referirse a una funcion.

Dirichlet, discipulo de Fourier, propone en 1837 una definicion amplia y general de funcion,
expresada de la siguiente manera: “si una variable y esta relacionada con otra variable x de tal
manera que siempre que se atribuya un valor numérico a x hay una regla segun la cual queda
determinado un Unico valor de y, entonces se dice que y es una funcion de la variable
independiente x”. Al ser demasiado general, se cuestiona su definicion, por ello formula un
conjunto de condiciones, conocidas como condiciones de Dirichlet, que debian satisfacer las
funciones para ser consideradas. Pero a pesar de ello, no fueron aceptadas del todo por los

matematicos de la época (Vasquez, Rey, & Boubée, 2008).

Lagrange, en su obra “Théorie des fonctions analytiques”, pubicada en 1797, define una funcion
de una o varias cantidades, como “a cualquier expresion del calculo en la cual esas cantidades
entran de manera cualquiera, mezcladas o no con otras cantidades que miramos como teniendo
valores dados e invariables, mientas que las cantidades de la funcién pueden recibir todos los
valores posibles. Asi, en las funciones consideramos solo las cantidades que suponemos

variables sin ninguna mirada a las constantes”.

Con los trabajos de Bernoulli, Euler y Lagrange se consolida la nociéon de funcién como
representacion de procesos de variaciébn y cambio, asi como el sistema de representacion

simbolico.
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Los matematicos de esta época se dedicaron a explorar sus aplicaciones obteniendo resultados
importantes en el célculo variacional, la astronomia, la hidrodinamica y otros campos de la

mecanica.

Cauchy en 1820, aporta en la reconstruccion de los fundamentos del analisis, sobre la base de
la teoria de los limites, introduciendo el lenguaje algebraico de las desigualdades. Esto llevé a la
aparicion de definiciones sdlidas sobre convergencia de series, limite, continuidad vy

f(x+Ax)—f(x)
Ax

diferenciabilidad. En 1823 definié la derivada de f(x) como A1im0 siempre que este

limite exista (Vrancken & Engler, 2013).

Segun Cordero (1994, en (Mufioz, 2005)) Cauchy (1789 — 1857) inicio la construccion de una
teoria de integracion y escribié la definicién de funcién continua. Con el perfeccionamiento del
concepto de limite, la construccién de la teoria de los niumeros reales, la teoria de conjuntos y el
desarrollo de la teoria de las funciones, se le da al analisis matematico una estructura légica
coherente, con la que los conceptos basicos son definidos rigurosamente a partir de los niumeros

reales y las funciones. La derivada es definida como un limite existente para funciones continuas.

Para la teoria de conjuntos el concepto de funcién alcanza un nuevo grado de generalidad. Con
esta definicion se evidencia una caracteristica estatica, como coleccion de pares ordenados,
quedando oculto el caracter dinamico entre las variables, segun Azcarate y Deulofeu (1996, p.
53), citados por Vrancken y Engler (2013) manifiestan que la nocién de funcion “pierde muchos
de los atributos que tenian las definiciones clasicas, como son la idea de variacion, de
continuidad, de la variable como parametro temporal, de dependencia, caracteristicos de la

mayoria de problemas que generaron la necesidad del concepto de funcion”.

e Edad Contemporanea:

La interaccion entre sistemas de representacion en el estudio de la variacion y el

cambio.

A finales del siglo XIX y durante el siglo XX, surge un rigor en el estudio y el analisis de la
matematica, transformado las distintas concepciones sobre esta en los distintos campos y sobre
como se concibe los sistemas de representacion de procesos o fendmenos de variacion y cambio.
Alfonso (2002 en (Vrancken & Engler, 2013)) manifiesta que la Teoria de Conjuntos de Cantor
(1845 — 1918), Zermelo (1871 — 1953), Frage (1848 — 1925) y Dedekin (1831 — 1916). y las
paradojas en torno a los fundamentos de la matematica, conducen a que los matematicos de la
época desecharan los argumentos visuales y condujeran a la matematica a aspectos “mas
formales”, extendiéndose a la estructura de los libros de textos en todos los niveles de la

ensefianza de aquel periodo.
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Durante el siglo XIX, evoluciona el concepto de funcién y = f(x), junto con Dirichlet (1805 — 1859),
quien presenta una definicion “formal” moderna de funcién, Riemann (1826 — 1866) quien es
considerado como fundador de la teoria moderna de funciones y Weierstrass (1815 — 1897) quien
considera la idea de funcion como una relacion aritmética entre dos variables, da la definicion de

funcién como correspondencia entre los elementos.

Durante el siglo XX, mediante avanza el nivel de la matematica evoluciona la definicion de funcion
haciéndose cada vez mas abstracta, por ejemplo Goursat (1858 — 1936) da la definicion de
funcion de la siguiente manera “Se dice que y es una funcién de x si a cada valor de x le
corresponde un valor de y, esta correspondencia se indica mediante la ecuacion y = f(x)”,
Lebesgue (1875 — 1941) considera que muchos matematicos parecen no considerar como
funciones mas que aquellas que son establecidas por correspondencia analitica, Frechet (1878
—1973) generaliza la definicion de funcion de la siguiente manera “Supongamos que damos una
cierta categoria (elementos cualquiera, nimeros, superficies, etc.) en la cual se sabe discernir los
diferentes elementos. Podemos decir que V, es una funcién (operacion funcional), uniforme en un
conjunto E de elementos de c, si a todo elemento A de E le corresponde un numero bien

“

determinada V, “, y Nicolas Bourbaki (s/n) quien sefiala que “ una funcién es una regla de
correspondencia entre dos conjuntos de tal manera que a cada elemento del primer conjunto le

corresponde uno y sélo un elemento del segundo conjunto” (Vasquez, Rey, & Boubée, 2008).

El analisis funcional, una rama de las matematicas, que trata del estudio de espacios de funciones,
tiene sus raices en el estudio de transformaciones y en el estudio de las ecuaciones. Lo funcional
se remonta al calculo de variaciones, implicando una funcién cuyo argumento es una funcion.
Juega un papel preponderante en la matematica moderna, con trascendentes trabajos de
matematicos como: Hilbert (1862 — 1943), Riesz (1880 — 1956) y Banach (1892 — 1945).

El desarrollo tecnologico del siglo XX permite el uso de sistemas graficos y algebraicos, abriendo
un extenso campo de experimentacion y desarrollo para la matematica, con importantes

repercusiones en el campo de la educacion (Vrancken & Engler, 2013).

La ensefianza de las matematicas durante el siglo XX a experimentado una enorme evolucion.
Naciendo como una disciplina cientifica cuyo objeto de estudio es la relacion de los saberes con
la ensefianza y el aprendizaje de los contenidos propios de la matematica. La introduccién de
nuevas herramientas, como la computacion, a permitido la interaccion entre diversos sistemas de
representacion, siendo esta una poderosa herramienta para observar, representar, modelar y

simular situaciones de variacion y cambio.
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3.2. Ley del Enfriamiento de Newton.

El disefio de la situacion de aprendizaje esta brindada dentro del contexto de la Ley del
Enfriamiento de Newton, permitiendo que los participantes utilicen herramientas y situaciones en
un contexto social y cercano, acercandolos a la cotidianidad desde este ambito. Ademas, la Ley

del Enfriamiento es un claro ejemplo de aplicacion de la razén de cambio.

Isaac Newton (1641 — 1727), es ampliamente reconocido por sus numerosas contribuciones a la
ciencia. A sus 60 afios acepta un puesto como funcionario nacional y se desempefia como
responsable de la Casa de Monedas de su pais. En este lugar tiene la misién de controlar el
acufiado de monedas, es en este ambiente que probablemente se interesé por la temperatura, el

calor y el punto de fusion de los metales.

En 1701 publicé anénimamente los resultados de sus mediciones, en su obra Scala graduum
Caloris. Calorum Descriptiones & signa. en Philosophical Transactions. Newton observé que al
calentar al rojo un bloque de hierro y tras retirarlo del fuego, el bloque se enfriaba mas
rapidamente cuando estaba muy caliente, y mas lentamente cuando su temperatura se acercaba
a la temperatura del aire.

Las observaciones de Newton (1701), dieron a lugar a lo que hoy conocemos como la Ley del
Enfriamiento de Newton, en esta se establece que la rapidez del enfriamiento (o calentamiento)
de un objeto es proporcional a la diferencia de temperaturas entre el objeto y su ambiente. Si
hacemos T(t) la temperatura del objeto en el tiempo t y T; la temperatura del ambiente, entonces
la ley queda formulada de la siguiente manera:

dr

S k(T =T)

Donde k es una constante que define el ritmo de enfriamiento del cuerpo.
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Capitulo 4: Aspectos Metodoldgicos

La ID se interesa tanto en las propuestas pedagdgicas basadas en
investigacion como en las metodologias especificas de la misma
investigacién. Esto permite que ella pueda ser vista en si como una
metodologia de investigacion dado que presenta como caracteristicas el
procurar un sistema experimental basado en las realizaciones didacticas en
clase; el llevar un registro de estudios de caso cuya validacion se basa en la
confrontacioén del andlisis a priori y a posteriori, y cuyos objetivos pueden ser
diversos ( (Farfan, 1997), (Artigue, Douady, Moreno, & Gémez, 1995))

4.1. Diseio de la Situacion de Aprendizaje.

Considerando que la evidencia recabada sostiene que la matematica escolar, con sus programas
y curriculum han generado una epistemologia dominante, el cual no considera el conocimiento
matematico de la gente, proponemos en nuestra Situacion de Aprendizaje redisefiar dicho
discurso matematico escolar, provocando la INCLUSION de situaciones del conocimiento del
cotidiano, por medio del contexto de La Ley del Enfriamiento de Newton, esta permite brindar un
entorno cotidiano, cercano y real al estudiante, no menos importante es el hecho que esta es un

claro ejemplo de razén de cambio.

Por medio de la Situacion de Aprendizaje que disefiaremos se pretende SOCIALIZAR el
conocimiento que se genere desde esta situacién, generando una IDENTIDAD entre la dialéctica

del conocimiento matematico y la del cotidiano del aula, la vida.

Para la construcciéon de la situacion de aprendizaje se consideran la prediccion, graficacion,

modelaciéon y el PyLVAR, todas ellas reconocidas como Practicas Sociales que norman los

estudios del cambio y la variacion, ejemplos de las Practicas de Referencia, practicas que se

organizan por medio de las Acciones como identificar, describir, caracterizar, representar,

seleccionar, justificar, explicar, esbozar, argumentar, definir, interpretar, expresar, calcular,
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analizar, medir, reconocer, graficar, construir, elaborar, inferir, examinar, proponer, graduar,

ejemplificar, entre otras.

La situacion de aprendizaje, pretende que la matematica escolar, se redisefie. Para ello queremos
responder las siguientes preguntas:

o ;Qué ensenar? la ensefianza de la derivada como razén de cambio, con la finalidad de
que el aprendizaje sea significativo para el estudiante.

¢ ;Como ensefar? Con la situacion de aprendizaje propuesta.

e ;A quién ensefar? A jovenes con perfil matematico y con aspiraciones de seguir
estudiando alguna Ingenieria.

e ;Cuando ensefiar? Cuando los estudiantes estén en cuarto afio medio.

La situacién no pretende ensefiar los resultados de la misma, sino se brinda la oportunidad de

que los estudiantes aprendan matematizando, organizando y reorganizando su realidad.

De acuerdo a la epistemologia la situacién de aprendizaje busca poner en funcionamiento el uso

de la grafica en la modelacion, a la cual los estudiantes deberan enfrentarse.

Se considerara en la construccion de la situacion de aprendizaje el analisis epistemoldgico
histérico para la construccion de la misma. Nos basaremos en la construccion de los momentos,

que buscan redisefiar el dME, que realiza Zaldivar (2014) en su tesis doctoral.

La situacion de aprendizaje esta conformada por nueve Situaciones Variacionales (SV), cuatro
correspondientes al primer momento, dos al segundo momento y tres al tercer momento. Cada
una de las SV se componen de diferentes Tareas Variacionales (TV), que se detallan en la Tabla
4,

Primer Momento Situacioén Variacional 1: Analizar el cambio através del | 4 tareas variacionales

tiempo.

Situacion Variacional 2: Determinan comportamientos | 2 tareas variacionales
graficos que muestran el cambio en una situacion

particular.

Situacion Variacional 3: Caracteriza la variacion en | 3 tareas variacionales

una cantidad de tiempo.
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Situacion Variacional 4: Identificar la pendiente como | 7 tareas variacionales
el cociente entre la variacién de la ordenada y la

variacion de la abscisa.

Segundo Momento Situacion Variacional 1: Reconocer la nocion de | 6 tareas variacionales
cambio como la pendiente de la recta tangente a la

curva.

Situacion Variacional 2: Interpretar geométricamente | 2 tareas variacionales

la derivada como razén de cambio.

Tercer Momento Situacion Variacional 1: Reconocer la nocidon de | 7 tareas variacionales
cambio como la rapidez instantanea en el enfriamiento

o calentamiento del agua.

Situacién Variacional 2: Describir el movimiento como | 4 tareas variacionales
un fendmeno previo a la velocidad, rapidez y

aceleracion de un movil en un periodo de tiempo.

Situacion Variacional 3: Describir la velocidad, rapidez | 6 tareas variacionales
y aceleracion de un movil, en un periodo de tiempo,

para predecir el cambio.

Tabla 4: Conformacion de la Situacion de Aprendizaje, considerando los Momentos, SV y TV.

Cada una de las Situaciones Variacionales que conforman la Situacién de Aprendizaje, recibiran
el nombre de Actividad, pues este apelativo es mucho cercano al contexto educacional en el cual

se aplicara.

Con las situaciones variacionales del primer momento se pretende que los estudiantes a través
del analisis del cambio a través del tiempo, aborden el cambio. Cuando determinen el
comportamiento grafico que muestran el cambio en una situacion particular y caracterizando la
variacion en una cantidad de tiempo, se pretende que cuantifiqguen dicho cambio a través de la
variacion, para finalmente llegar a que identifiquen la pendiente como el cociente entre la

variacion de la ordenada y la variacion de la abscisa, trabajando de esta manera con la pendiente.

Las situaciones variacionales del segundo momento conducen al estudiante a reconocer la nocién
de cambio como la pendiente de la recta tangente a la curva, induciendo a este para que transite
desde la pendiente a la razén de cambio. Para que asi interprete geométricamente la derivada

como razon de cambio. Trabajando implicitamente en la derivada.
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En el tercer momento nos encontramos que las situaciones variacionales llevan al estudiante, en
un primer instante a trabajar desde la derivada como rapidez instantanea, el enfriamiento o
calentamiento del agua. Luego se pretende que, el estudiante se enfrente con el movimiento,
como un fendmeno previo a la velocidad, rapidez y aceleracion de un mévil en un periodo de
tiempo. Para finalmente describir la velocidad, rapidez y aceleracion de un mévil en un periodo

de tiempo para llegar a la prediccion del cambio.

Asi podemos disefiar el instrumento para la conformacion de la situacion de aprendizaje,

considerando el esquema presente en la llustracion 34.

- N2

—

S B
e
de Rutina de Crisis Nueva Rutina

~

Derivada como
rapidez instantanea

Movimiento

Contexto de la ley del Enfriamiento de
\ Newton }

Resignificando la derivada a partir de la razén de cambio desde una situacion de variacion

llustracion 34: Esquema de disefio del Instrumento de la Situacion de Aprendizaje.

En el primer momento llamado de Rutina, se pretende que los estudiantes expresen, desde su
experiencia y vivencia aspectos que tienen que ver con el fendmeno en cuestion, determinen
comportamientos graficos que muestran el cambio, caracterizando la variacion en una cantidad
de tiempo, identificando la pendiente como variacion de las variables de los ejes coordenados;
se espera que el conocimiento surja por medio de representaciones pictéricas alusivas al cambio
(Zaldivar, 2014). Es posible que los estudiantes, en un comienzo se expresen en lenguaje natural,
pero con tecnicismos escolares matematicos, pues la actividad esta orientada a estudiantes con
alto grado de manejo de las matematicas. Ademas, se espera que empleen diferentes lenguajes
variacionales como lo son principalmente la grafica, tablas, frases, lenguaje comun, lenguaje

algebraico, gestos, entre otros. Como sucedia en la pre-historia, mediante la observacion del
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cambio de los fendbmenos de la naturaleza o del diario vivir, y como en la Edad Antigua, donde
representan la vida cotidiana mediante tablas, graficas, u otro medio. Este momento busca

romper con el discurso matematico escolar de las graficas y sus usos.

El segundo momento de Crisis se motiva al desenvolvimiento de los participantes a someterse a
una estructura no considerada anteriormente, pasando de la idea de la pendiente a la derivada,
permitiendo que, desde el estudio de la variacion, se pase y transforme al estudio de la razén de
cambio. Reconociendo la nocién de cambio como pendiente de la recta tangente a la curva e
interpretando geométricamente la derivada como razén de cambio. Para este transito se pretende
que los estudiantes modelen una situacion de enfriamiento de un liquido, por medio del uso de
palitos de colores, en una representacion grafica de la funcién que lo modela. Lo anterior se
genera por medio de problematizar las formas del uso de las graficas que se generan en el
momento anterior, como lo hace Oresme (1323 - 1382), al representar mediante un dibujo la
manera en que las cosas varian, recurriendo a recursos geométricos para el estudio de la
variacion (Vrancken & Engler, 2013). Pero ademas el uso de los palitos permite la discusion de
elementos relacionados con los aportes de Fermat (1601 — 1665), quien utiliza elementos del tipo
grafico visual, asi como ideas intuitivas de cambio y lo que pasa con estos cambios cuando se
hacen muy pequefios. Su proceso se basa en la idea que si una secante, se deja un punto fijo de
la interseccién a la curva y de manera que el otro punto de la interseccion se acerca
indefinidamente al primero, entonces la secante se aproxima a la posicién definida por el primer
punto fijo t. La recta que tiene esta posicion se llama tangente a la curva, y dicho punto fijo se
llama punto de tangencia. De todas las rectas que pasan por dicho punto, la que mejor representa

la aproximacion del curso de la curva es la recta tangente.

El tercer momento de Nueva Rutina se usa a la derivada como rapidez instantanea para poder
predecir otros fendmenos, que sean posibles de modelar, considerando los argumentos
anteriormente vistos. Se pretende mantener una estructura mas compleja de argumentaciones
sobre la nocién de cambio, como modelos explicativos de rapidez instantanea en el enfriamiento
o calentamiento del agua, describiendo el movimiento como un fenémeno previo a la velocidad,

rapidez y aceleracion de un mévil en un periodo de tiempo, para finalmente describir estos en un periodo de

tiempo, para predecir el cambio.

Configurado por tres actividades. Se procura generar predicciones y significados de los hechos
que intervienen en un comportamiento especifico, describiendo la velocidad, rapidez y
aceleracion, cambiando solo el nombre una de las variables, promoviendo la grafica como un
modelo manipulable y predictivo. Se toma, ademas, la idea de Newton (1641 — 1727), quien
trataba con cantidades que variaban en el tiempo, estudié las magnitudes variables que
representan diversas formas de movimiento, las fluxiones o velocidades de las fluentes

(actualmente conocida por funciones) son razones de cambio instantaneas, y expresan la rapidez
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con que cambia una variable respecto a otra en un instante. Es importante que en este momento
se pretende seguir con la idea del trabajo manual, por parte del estudiante, del palito; asi como
Newton asocio también el concepto de fluxién con el problema de las tangentes, de manera
similar a la desarrollada por sus predecesores. Considera que la curva es un lugar geométrico
determinado por la interseccion de dos rectas en movimiento, una vertical y otra horizontal, las
coordenadas x e y del punto en movimiento son funciones del tiempo t y estan representados

por las rectas horizontal y vertical, respectivamente.

4.2. Metodologia de la Investigacion: Ingenieria didactica.

La Ingenieria Didactica surgié de la didactica matematica francesa en los afios ochenta, como
una metodologia para las realizaciones tecnologicas de la teoria de Situaciones Didacticas y de
la Transposicion Didactica (De Fariaz Camos, 2006) , su nombre proviene de la analogia entre la

actividad de un ingeniero con la actividad de un investigador en didactica.

Desde su comienzo la Ingenieria Didactica estd ligada a las intervenciones didacticas
(experimentales) en las clases, tomando la forma de secuencias de ensefianza de las
matematicas tedricamente fundamentadas, con la intencion de provocar la emergencia en

determinados fendmenos didacticos (Godino, y otros, 2013).

La ingenieria didactica esta basada sobre la concepcidn, realizacion, observacion y analisis de
secuencias de ensefianza (Artigue, Douady, Moreno, & Gémez, 1995). Esta metodologia posee

una distincion atemporal de su proceso de experimentacion, y consta de cuatro fases, estas son:
Fase 1: Andlisis preliminar.

Esta fase no solo se base en el cuadro tedrico didactico general y en los conocimientos
didacticos previamente adquiridos en el campo de estudio (Artigue, Douady, Moreno, & Gomez,
1995), sino también en la comprensién del analisis epistemologico de los contenidos
contemplados en la ensefianza, analizando el funcionamiento del sistema. De acuerdo a nuestra

investigacion, este analisis preliminar se encuentra en los capitulos anteriores.
Fase 2: Concepcion y analisis a priori.

Comprende un analisis una parte descriptiva y una predictiva centrandose en las
caracteristicas de la situacion, en nuestro caso en las caracteristicas de las practicas que se
pretenden sean ejercidas por los jovenes.
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Fase 3: Experimentacion.

Consiste en el proceso de experimentacion misma. Es la fase de la realizacién de la
ingenieria con la poblacion de estudiantes, donde se establece el contacto entre el

Investigador/profesor con los estudiantes objeto de la investigacion.
Fase 4: Analisis posteriori y evaluacion.

El analisis a posteriori se base en el conjunto de datos recogidos a lo largo de la
experimentaciéon, que incluyen observaciones de la situacion puesta en practica y las
producciones de los estudiantes. En el proceso de validacién se debera construir en base a la
confrontacion de los dos analisis, el a priori y a posteriori (Artigue, Douady, Moreno, & Gémez,
1995).

De acuerdo a nuestra metodologia, la experimentacion, el andlisis a posteriori, la validacion

interna correspondera a las conclusiones que constituyen la fase final de esta tesis.
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Capitulo 5: La Investigacion.

La ingenieria didactica como metodologia de investigacion, se caracteriza por
estar constituido de un esquema experimental de “realizaciones didéacticas”
en el aula, ademas de un proceso de validacion interno basado en el registro
de los estudios de casos y en el contraste de los analisis a priori y posteriori.
(Araya, Prendas & Salas, Construccion de una Ingenieria Didactica

Matematica para la Ensefianza del Concepto de Derivada y su Idoneidad)

5.1. Analisis preliminar

Este analisis se complementa con el andlisis tedrico de esta tesis.

La situacién de aprendizaje fue implementada en el Colegio Alicante del Rosal, establecimiento
cuya dependencia es particular subvencionado, ubicado en la comuna de Maipu, con 3460

alumnos, de perfil cientifico — humanista.

Los niveles que posee el establecimiento educacional van desde nivel medio mayor a cuarto afo

medio.

Implementacion.

La implementacién se llevo a cabo en una sala de clases destinada a talleres del colegio, no es
el aula habitual de los jévenes. Se utilizé una camara fotografica para captar lo que realizaban los

estudiantes de forma escrita.

El tiempo estimado para realizar la actividad fue de 3 horas aproximadamente, en los cuales se
aplicaron la situacién de aprendizaje dividida en sus tres momentos. Distribuyéndose en dos

encuentros de 1 hora y 30 minutos.
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Los participantes.

La situacion de aprendizaje fue aplicada a 10 jévenes del cuarto medio E, del establecimiento
educacional; de perfil fisico — matematico, esto quiere decir que aparte de las asignaturas del plan
general, ellos deben cursar las asignaturas electivas de: matematica, fisica y biologia. Los
intereses de estos alumnos son de un alto grado de aceptaciéon y motivacion por las matematicas

y sus intereses futuros son seguir estudiando algun tipo de ingenieria.

Estos fueron divididos en tres grupos, conformados por los jévenes, con la finalidad de fomentar
la interaccién entre ellos. Estos estdn compuestos por:

e Grupo 1: 3 jovenes.
e Grupo 2: 3 jovenes.

e Grupo 3: 4 jovenes.

Dinamica.

Al inicio del primer encuentro se les explicd a los jévenes que el taller que participarian les
permitiria un tener un primer encuentro con calculo de primer afio de la universidad, y que el taller
tenia fines investigativos y no calificativos para la asignatura de matematica. Ademas, de
informarles que no era obligacion participar de dicho taller, sélo los voluntarios podian participar,
el resto del curso se quedaba en su sala de clases, en la hora de religion. Con los jovenes
voluntarios se dirigieron a la sala de taller.

Se les explicé a los jévenes que podian expresas todas sus ideas, sus dudas, comentarios, etc.,
pues la finalidad era saber todos sus pensamientos y razonamientos que utilizaban, que no habia

razonamientos erréneos, que tuvieran la libertad de decir lo que quisieran.

Quien modela la situaciéon es la profesora Andrea Pinto Vergara de la siguiente forma: cada
momento esta compuesto por distintas actividades que se encontraban impresas, y que eran

entregadas una a una a los estudiantes, una vez finalizada la anterior.

Es importante destacar que la mayoria de los jévenes (salvo uno) habian sido alumnos de la
profesora Andrea Pinto cuando cursaban 7° y 8° basico, es decir existia entre profesor- alumno

cierta confianza y conocimiento entre ellos.
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5.2. Analisis a priori.

Las respuestas que esperamos de parte de los estudiantes durante la aplicacion de la situaciéon
de aprendizaje propuesta, las cuales en conjunto forman el disefio de la misma, que tiene por
finalidad resignificar la variacion, por medio de la resignificacion de la pendiente como razon de
cambio. Abarcando el conjunto de hipétesis que posteriormente sera confrontado con el analisis

a posteriori.

La secuencia se divide en un total de nueve actividades, separados en tres momentos, cuyo
objetivo final es que el estudiante por medio de /a situacién de modelacién analice el cambio a
través del tiempo, determinado el proceso para el cambio y la variacion en una cantidad de tiempo,
identificando la pendiente como el cociente entre la variaciéon en la ordenada con la variacién en
la abscisa, reconociendo la nocién de cambio como pendiente de la recta tangente a la curva,
interpretando geométricamente la derivada como razén de cambio, reconociendo la nocion de
cambio como la rapidez instantanea en el enfriamiento o calentamiento del agua, describiendo la
velocidad, la rapidez y la aceleracion de un movil, para finalmente predecir el cambio. Tomando
como fenémeno de cambio la temperatura en el agua, en un hecho del cotidiano.

Primer momento.

En este primer momento se configura por cuatro situaciones variacionales y se espera que los
estudiantes desde su experiencia y vivencia expresen aspectos que tienen que ver con el
fenémeno del cambio. Identifique situaciones de su entorno que sufran alguna modificacion a
través del tiempo, determinen comportamientos graficos que muestran el cambio en una situacion
particular, precisen la variacion en una cantidad de tiempo e identifiquen la pendiente como el
cociente entre la variacion de la ordenada y la variacion de la abscisa. La Estrategia Variacional
que esta presente en este primer momento es la de Comparacion, pues se espera que la accioén
que los estudiantes realicen sea establecer diferencies estados, iniciales y finales, permitiéndoles
identificar cambios y poder analizarlos mediante las caracteristicas variacionales presentes en

ellos.

Situacién Variacional 1:

En esta primera Situacion Variacional se espera que desde la observacion de su entorno puedan
analizar los cambios que se producen en su cotidiano. Las Estructuras Variacionales presente en
esta primera Situacion Variacional son el cambio, variable dependiente e independiente y

variables cuantitativas y cualitativas.
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TV a) (Podrias identificar elementos de tu entorno que sufren alguna

modificacion a través del tiempo?

En este Tarea Variacional se espera que los estudiantes expliquen esta parte de la Situacién de
aprendizaje mediante los siguientes Argumentos Variacionales el reconocer los diferentes
fenémenos de cambio, por medio de Coédigos Variacionales representados por medio de frases
sencillas, se expresen en lenguaje comun para que luego utilicen un lenguaje con tecnicismos
matematicos, que son habituales considerando su perfil escolar, como por ejemplo que nombren
la temperatura, velocidad, crecimiento de una persona entre otros fenémenos que puedan

identificar
TV b) ¢, Como notas estos cambios?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes expliquen esta parte de la Situacién de
Aprendizaje mediante Argumentos Variacionales como el describir cuando algo cambia, como
reconocer un antes y un después o como reconocer dos estados. Utilizando Cddigos
variacionales como frases sencillas en lenguaje comun, que son habituales considerando su perfil
escolar, que ejemplifique el cambio, estas podrian ser: cuando algo crece, se achica como, crece
como, cuando pasa el tiempo y esta distinto, antes era diferente.

TV c) ¢Cuales son las caracteristicas antes y después del cambio?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes expliquen esta parte de la Situacién de
Aprendizaje mediante Argumentos Variacionales como caracterizar el antes y después y describir
coémo cambio e identificando caracteristicas comunes. Se espera que los estudiantes utilicen
Cddigos Variaciones como frases sencillas, en lenguaje comun que caractericen y describan

dicho como, como, por ejemplo: que algo esta frio y después caliente, esto tiene en comun.

TV d) ¢ Coémo podrias representar este cambio?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes expliquen esta parte de la Situacion
Variacional mediante Argumentos Variacionales como representar el cambio, ademas de
identificar formas para representar dicho cambio. Se espera que los estudiantes utilicen Cédigos

Variables como la representacion mediante tablas y/o graficos, o también mediante un dibujo.
Situacion Variacional 2:

En esta segunda Situaciéon Variacional se espera que los estudiantes desde su experiencia

matematica, sean capaces de determinar procesos para el cambio mediante un acercamiento a

93



la modelacién del fendmeno de cabio de temperatura, en una ciudad durante un mes, a través de
la representacion grafica de dicho fendmeno; pero ademas se pretende que conjeturen acerca
del ¢Por qué? de dicha situacion, determinando comportamientos graficos que muestran el
cambio en una situacion particular. Las Estructuras Variacionales presentes en esta SV son

maximos y minimos, lo constante, cambio, variacion, pendiente y crecimiento y decrecimiento.

Ernesto esta estudiando como cambia la temperatura a lo largo de los dias en un mes en

la ciudad de Santiago.

TV a) ¢ Cual de estos graficos representa mejor esta situacion?

AT B)

C) D) 1

llustracion 35: Alternativas propuestas para la TV a) Situacion Variacional 2, Primer Momento.

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes expliquen esta parte de la Situacion
Variacional mediante Argumentos Variacionales como seleccionar cual de las alternativas es la
que mejor modela lo que se plantea, hallando un patron de comportamiento que sea coherente
con la situaciéon de cambio propuesta, desarrollando un andlisis global y local de la situacion,
marcando la letra D. Se espera que los estudiantes utilicen Codigos Variables como lo son las
graficas y las frases sencillas en lenguaje comun, con tecnicismos matematicos, propios de su

perfil.
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TV b) ¢Por qué?

Los Argumentos Variacionales utilizados en esta Tarea Variacional son las justificaciones del por
qué de la eleccion realizada, desde la variacion de los maximos o desde la variacion de los
minimos, explicando por qué el patron de comportamiento que seleccionaron explica la situacion
de modelacion propuesta. Se espera que los estudiantes utilicen Cddigos Variaciones como
frases sencillas en lenguaje natural y en lenguaje con tecnicismos matematicos propios de su
perfil como alumnos como, por ejemplo: por qué hay 30 dias, porque ese es el que muestra las
temperaturas maximas y minimas, porque este es el que determina la temperatura que describe
la ciudad de Santiago, Los estudiantes pueden también utilizar los intervalos de tiempo constante

como otro Codigo Variacional presente.

Situacién Variacional 3:

En esta tercera Situacién Variacional se espera que los estudiantes desde su experiencia
determinen la variacion que se produce en la temperatura del café en una cantidad de tiempo,
que sean capaces de utilizar la grafica para describir dicho cambio, utilizando pequefios intervalos
de tiempo y discutiendo de la pertinencia del cambio en un tiempo determinado. Las Estructuras
Variacionales presentes en esta SV son el cambio, variacion, variables dependientes e

independientes, funcién exponencial decreciente y la valorizacion.

Si dejas enfriando una taza de café para poder beberla, ya que se encuentra muy calienta.

TV a) ¢ Coémo podrias describir el cambio?

Los Argumentos Variacionales utilizados en esta Tarea Variacional son las descripciones de las
variables presentes en el fendbmeno de cambio planteado. Para ello utiliza los Cddigos
Variacionales que articulan dichos argumentos, como lo son las graficas, tablas o frases en
lenguaje natural, como, por ejemplo: que es lento, que es rapido, que dependera de la
temperatura ambiente, que dependera de cuanto tiempo tengamos.

TV b) ¢, Como podrias describir el cambio en pequefios intervalos de tiempo?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes empleen los Argumentos Variacionales
como describir los cambios que se producen en pequeios intervalos de tiempo, pero que ademas
esbocen y representen dicho cambio utilizando el Cédigo Variacional de la grafica, del tipo
continua y discontinuo, con o sin graduacién de los ejes, o tabla como se puede observar en la

llustracion 36.
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llustracion 36:Codigo Variacional esperado para TV2, Situacién Variacional 3, Primer momento.

TV c) ¢ Coémo podrias describir el cambio un tiempo determinado?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes utilicen Argumentos Variacionales como
el analisis de la situacién planteada y la descripcion de la misma para llegar a argumentar el
cambio en el tiempo determinado, construyendo una idea del tiempo muy cercano o simplemente
respondan que no es posible. El Cédigo Variacional que articula dichos Argumentos Variacionales
es la frase en lenguaje natural como, por ejemplo: a medida que pasa el tiempo, midiendo lo que

pasa, con una grafica, no se puede, comparando el antes y el después.

Situacioén Variacional 4:

En esta cuarta Situacion Variacional se espera que los estudiantes identifiquen la pendiente como
el cociente entre la variacion de la ordena y la variacion de la abscisa, explicando lo que significa
dicho valor en el escenario del calentamiento o enfriamiento de un pollo, expresando el significado
de dicho valor en la grafica; y realizando calculos simples, como el calculo de la pendiente y
célculo de minutos y temperatura de acuerdo al contexto dado. Las Estructuras Variacionales
presentes en esta SV son el cambio, pendiente, variacion de la abscisa y ordenada, coeficiente
de posicion de la funcion afin, funcion afin con pendiente positiva y con pendiente negativa,

variable dependiente e independiente.

Si poseemos un pollo asado, y lo metemos en el horno. Este se calienta a razén de

3°C/minutos.

TV a) ¢ Qué significa este valor?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes utilicen los Argumentos Variacionales
como el definir el significado del valor de la razén de calentamiento del pollo en el horno, en la
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situacion de modelacion planteada, desde el cotidiano. El Cédigo Variacional que se espera es la

frase en lenguaje natural como, por ejemplo: que cada minuto sube 3 grados Celsius.
TV b) ¢ Qué significa graficamente?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes expliquen esta parte de la Situacion
Variacional mediante Argumentos Variacionales como la interpretacién de la informacion
entregada, expresada mediante una grafica construida en base a los conocimientos de la funcion
lineal y afin. Se espera que el Cédigo Variacional utilizado por los estudiantes sea la grafica,
como la presenta en la llustracion 37.
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llustracion 37: Codigo Variacional esperado en TV b), Situacién Variacional 4, Primer Momento.

TV c) ¢Cual es el valor de la pendiente de la grafica en un punto?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes expliquen esta parte de la Situacién de
Aprendizaje utilizando Argumentos Variaciones como inferir acerca del valor de la pendiente en
dicho punto, calculando que la pendiente es 3 o aplicando el modelo algebraico que es: y = 3x +
t; oy = mx + n. Para ello se espera que los Cddigos Variacionales utilizados sea la expresion

algebraica y frases en lenguaje natural como, por ejemplo: /a pendiente es 3.
TV d) ¢A los cuantos minutos alcanza los 270°C?

Los Argumentos Variacionales que se espera que los estudiantes utilicen en esta Tarea
Variacional son la de calcular a los cuantos minutos alcanza los 270°C el pollo que esta en el
horno, en la situacion de modelacién planteada, identificar e inferir que dicho tiempo dependera
de la temperatura inicial del pollo. Los Cdédigos Variaciones esperados son frases en lenguaje
natural, como, por ejemplo: que dependera de la temperatura inicial, a los 90 minutos si el pollo
esta a 0°C, como maximo 90 minutos, no se puede saber porque no sabemos la temperatura del

pollo.
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TVe) ¢Cual es su temperatura a los 30 minutos?

Los Argumentos Variacionales que se espera que los estudiantes utilicen en esta Tarea
Variacional calcular que en 30 minutos el pollo alcanzara una temperatura de 90°C mas la
temperatura inicial del mismo, para ello debera inferir que la temperatura a los 30 minutos
dependera de la temperatura inicial del pollo. Los Cdédigos variacionales esperados son frases
en lenguaje natural como, por ejemplo: 90 grados Celsius, 90°C mas la temperatura inicial del

pollo, no se puede calcular.

TV ) ¢Qué sucede con la grafica cuando el pollo lo sacamos del horno y se enfria

a razon de 3°C/minuto?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes empleen los siguientes Argumentos
Variacionales como examinar, analizarla la informacién presentada, encontrando un modelo lineal
inverso de la situacion de modelacion presentada, para luego esbozar una representacion grafica
de la misma. Los Codigos Variaciones que articular dichos argumentos son y frases en lenguaje
natural como, por ejemplo: disminuye lo mismo que aumenta, se inclina hacia abajo con pendiente
negativa, la misma grafica... pero al revés; y la grafica como la que se presenta en la llustracion
38.
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llustracion 38: Codigo Variacional esperado en TV f) Situacion Variacional 4.

TV g) ¢Cuanto se ha enfriado después de 7 minutos?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes empleen los siguientes Argumentos
Variacionales como calcular que después de 7 minutos la temperatura alcanzada. Mediante
Cddigos Variacionales como frases en lenguaje natural como, por ejemplo: a alcanzado los 21°C,
21°C.
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Segundo momento

Este segundo momento esta configurado por dos Situaciones Variacionales, y se espera que los
estudiantes modelen una situacién de enfriamiento de un liquido, por medio de la utilizacion de
palitos de colores, problematizando las formas del uso de las graficas que se generan en el
anterior momento. Se motiva el desenvolvimiento de las estructuras de saberes vistas en el primer
momento, al tratar de someter a los estudiantes a estructuras no consideradas con anterioridad.
El uso de los palitos permite la discusion de elementos relacionados con los infinitesimales y las
representaciones graficas visuales, mescladas con ideas intuitivas del cambio al describir que es
lo que sucede con dichos cambios cuando estos se hacen muy pequefios; basandose en la idea
de la secante, dejando un punto fijo de la interseccién de la curva y de manera que el otro punto
de la interseccion se acerca indefinidamente al primero, posicionando el punto de tangencia,
representando el curso de la curva en dicho punto. La Estrategia Variacional que esta presente
en este segundo momento es la Seriacion, pues el estudiante debera estudiar los estados
sucesivos, presentes en la representacion realizada con los palitos de colores y los movimientos

de estos, relacionandose con la comparacion entre ellos.
Situacion Variacional 1:

En esta primera situaciéon de variacional se espera que los estudiantes reconozcan la nocién de
cambio presente en la situacion de modelacion planteada, desde el cotidiano sea resignificada
para distinguir la pendiente como la recta tangente a la curva. Las Estructuras Variacionales
presente en esta primera Situacion Variacional son la variable dependiente e independiente y
variables, funciéon exponencial, punto de equilibrio, razén de cambio, pendiente, variacién en la

abscisa y en la ordenada, razén de cambio.

Supoén que posees una bebida en lata, tienes mucha sed, pero esta esta tibia. Decides

colocar la bebida en el refrigerador para enfriarla.
TV a) ¢ Cuanto tiempo debes esperar para poder tomar la lata de bebida fria?

Los Argumentos Variacionales que se espera que los estudiantes utilicen es la inferencia respecto
del tiempo de espera para poder beber la lata de bebida fria, ademas de reconocer las distintas
variables que actuan para que la bebida se enfria, por ejemplo: la temperatura ambiente, la
temperatura inicial de la lata de bebida o como la capacidad de enfriamiento del refrigerador. Los
codigos variaciones que se esperan son las frases en lenguaje natural como, por ejemplo:
depende de la temperatura ambiente, depende de la temperatura de la lata, depende de donde

coloque la lata, depende del refrigerador de la lata, depende de la sed que tenga.
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TV b) ¢ Como seria la curva que representa el enfriamiento de la lata de bebida a

través del tiempo en el plano cartesiano?

Los Argumentos Variacionales que se espera de los estudiantes corresponde a la representacion
de la curva en el plano cartesiano. El Cédigo Variacional que se espera de los estudiantes es la

grafica, como la que se puede observar en la llustracion 39.
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llustracion 39: Cédigo Variacional esperado en TV b), Situacion Variacional 1, Sequndo Momento.

TV c) Realiza nuevamente esta curva sdlo utilizando palitos, lo mas precisa

posible. ;Cual es la posicion mas conveniente al colocar los palitos?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes empleen los siguientes Argumentos
Variacionales como examinar la situacion planteada, proponer la mejor representacion utilizando
los palitos como herramienta para trazar la curva. El Cédigo Variacional que articular dichos

argumentos es la grafica construida con los palitos, como la que se muestra en la llustracién 40.

llustracion 40: Codigo Variacional esperado en TV c), Situacion Variacional 1, Segundo Momento.

100



TV d) ¢ Qué representa el palito en esta situacion?

En esta Tarea Variacional los Argumentos Variacionales que se espera que los estudiantes
utilicen son la argumentacion que construyan en la representacién que le atribuyen al palito en la
situacion de aprendizaje, siendo este la variacion (disminucion o aumento) del cambio de la
temperatura en el tiempo transcurrido. Los Codigos Variacionales que articulan los Argumentos
Variacionales son las frases en lenguaje natural, con los tecnicismos propios de los estudiantes
de acuerdo al perfil de ellos como, por ejemplo: representa el cambio de temperatura en el tiempo
que transcurre, lo que cambia la temperatura en un tiempo, como varia la temperatura, que la

temperatura cambio.

TVe) Elije tres palitos cualesquiera, (y marcalos en la hoja) ¢ cual es la pendiente

de estos palitos?

Los Argumentos Variacionales que se espera que los estudiantes utilicen corresponde a la
seleccioén de los palitos, busquen una forma de calcular la pendiente entre ellos, para ello podrian
graduar los ejes del plano cartesiano, identificando que entre estos puntos es posible construir
una recta y que la pendiente entre los puntos sera la pendiente de la recta que une a los puntos,
o sea el palito. Podrian identificar también los puntos como (x;,y,) y (x,,v,). El Cddigo
Variacional que se espera que empleen son la representacion mediante un dibujo o bosquejo de
la situacion y mediante frases en lenguaje natural que describa lo que esta sucediendo con los
palitos como, por ejemplo: tiene pendiente negativa, disminuye la temperatura, tiene pendiente

cero, su temperatura permaneces igual.
TV f) Elije dos puntos cualquiera de la grafica y calcula la pendiente entre ellos.

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes empleen los siguientes Argumentos
Variacionales como seleccionar los puntos cualquiera de la grafica, posiblemente efectuar alguna
graduacion para proceder a calcular la pendiente solicitada e identificar que entre estos puntos
es posible construir una recta y que la pendiente entre los puntos correspondera a la pendiente
de la recta, construida sobre los puntos seleccionados. El Codigo Variacional que articular dichos
argumentos un dibujo de los palitos seleccionados, frases en lenguaje natural como: tiene

pendiente cero, no se puede calcular, todos los palitos tienen distinta pendiente.
Situacion Variacional 2:

En la segunda Situacién variacional se espera que los estudiantes continden trabajando con la
misma situacion del cotidiano de los estudiantes, pero interpretando geomeétricamente la derivada
como razon de cambio. Usando la grafica para estudiar la variacion entre dos puntos, dejando

uno fijo y moviendo el otro a través de la grafica. Las Estructuras Variaciones presentes en esta
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Situacién Variacional son pendiente, recta secante, recta tangente, funcion exponencial, punto de

equilibrio, razén de cambio, derivada

TV a) ¢ Qué pasa con la pendiente a medida que dejo uno de los puntos fijos y

comienzo acercar el otro?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes empleen los siguientes Argumentos
Variacionales como que argumenten que la pendiente aumenta o disminuye, dependiendo de
cual es el punto que dejan fijo y cual es el punto que mueven, que al mover el palito (recta) se
modifica el valor de la pendiente que este posee. Los Codigos Variacionales que se espera que
utilicen son la representaciéon mediante un dibujo y frases variacionales como, por ejemplo:
tienden a disminuir o aumentar el valor de la pendiente, la pendiente cambia, la pendiente

disminuye hasta ser cero, o a no existir.

TV b) Marca en la hoja, la pendiente cuando ambos puntitos son uno. ;Qué

significa acercar un palito al otro fijo, en el problema de la lata de bebida?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes empleen los Argumentos variacionales
como que expliquen y reconozcan que la pendiente del palito fijo finalmente sera la misma que la
del palito que voy acercando al otro, cuando ambos palitos son uno. Los Argumentos
Variacionales que se espera que utilicen son las frases en lenguaje natural como, por ejemplo: la
recta secante se vuelve tangente, cuando los puntos son uno, se obtiene la recta tangente; y

representacion por medio de un dibujo o grafica de la situacion.

Tercer Momento.

Este tercer momento esta configurado por tres Situaciones Variacionales, y se espera que los
estudiantes por medio de la modelacion del enfriamiento de una taza de café, la representacion
grafica de un fenémeno con las variables tiempo/temperatura y la modificacion de este ultimo, se
espera que los estudiantes mantengan una estructura mas compleja de argumentaciones sobre
la nocién de cambio, explicando la rapidez instantanea por medio de modelos de calentamiento
o enfriamiento del agua. Se toma la idea de Newton, quien estudia diversas formas de movimiento
y las razones de cambio instantaneas, expresando la rapidez con que cambia una variable con
respecto otra en un instante, esté también asocia la idea de tangente de manera similar a sus
predecesores, considerando la curva como lugar geométrico determinado por la interseccién de
rectas en movimiento, una vertical y otra horizontal. La Estrategia Variacional que esta presente
en este tercer momento es la Prediccion, siendo asociada a la accion de poder anticipar
comportamientos o estados, luego de realizar un analisis de la variacion, abstrayendo informacién

de los modelos predictivos.
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Situacién Variacional 1:

En la primera situacién variacional se espera que los estudiantes empleen los siguientes
Argumentos Variacionales como que sean capaces de mantener una estructura mas compleja de
argumentaciones sobre la nocién de cambio, como modelo de reconocimiento de la nocién de
cambio como la rapidez instantanea en el enfriamiento del agua. Se espera ademas que el
estudiante sea capaz de estudiar el fendmeno, realizando un andlisis de las variaciones en
distintos periodos de tiempo. Las Estructuras Variacionales presentes en esta SV son funcion,
funcién exponencial, razén de cambio, pendiente, movimiento, creciente-decreciente, variacion

enlos ejes x e y.

Tienes una taza de café, y este se encuentra a 80°C, la temperatura ambiente del lugar
donde te encuentras es de 24°C, cuando han transcurrido 4 minutos desde que se sirvio,
la temperatura del café es de 68°C. A los 15 minutos de servido el café se encuentra a los

48°C. Esta situacion se puede observar en la siguiente grafica:

. Temperatura (°C)

(34,32)

(88,24)

Tiempo (minutos)

0
0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 S0 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80 82 84 86 88 90 92 94 96 98

llustracion 41:Gréfica propuesta para Situacién Variacional 1, Tercer Momento.

TV a) ¢ Cuanto disminuyo la temperatura entre el minuto 2 y 15?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes empleen los siguientes Argumentos
Variacionales como que identifiquen que a los 2 minutos le corresponden 74° y a los 15 minutos
le corresponde 48°C, asocien la disminucion con la resta, que operen la diferencia entre 74° y 48°
para obtener 26°, y determinen que la variacion corresponde a las diferencias en el eje Y. Los

Argumentos Variacionales que se espera que utilicen son las frases en lenguaje natural como,
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por ejemplo: disminuyo en 26°C, el promedio de la variacién fue de 26° y representacion por

medio de un dibujo o grafica de la situacion.
TV b) ¢ Cuanto tiempo tardo en ello?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes empleen los siguientes Argumentos
Variacionales como que calculen el tiempo que tarda en disminuir 26°C, asocien la disminucion
del tiempo con la variacion en el eje X y que asocien la disminucion con la resta. Los Cadigos
Variacionales presentes en esta TV son los referentes a frases en lenguaje natural de los
estudiantes como, por ejemplo: tardé 13 minutos, 13 minutos.

TV c) ¢ Cual fue la variacion en ese periodo?

En esta tarea variacional se espera que los estudiantes empleen los siguientes Argumentos
Variacionales como que reconozcan que para calcular la variacion en ese periodo deben

considerar la variacion de la temperatura (eje Y) y la variacion del tiempo (eje X), o sea que

. Temperatura °C variaciénenejeY 262C
calculen: = = =

Tiempo minutos variacién eneje X 13 min

= 2°C/min. Los Codigos Variacionales

que se esperan que los estudiantes utilicen son las frases en lenguaje natural y con tecnicismos

matematicos propios de ellos como, por ejemplo: la variacion fue de 2°C.

TV d) Elije dos puntos de la grafica, coloca un palito en cada punto. ¢Cual es la

variaciéon entre ambos puntos?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes empleen los siguientes Argumentos
Variacionales como que seleccionen dos puntos de la grafica, comparen los palitos posicionados,
observen que un palito tiene mayor variacion que otro, pues uno tiene mayor pendiente que el
otro. Estimen que entre mas cercano esté el palito al eje X, menor sera la variacién en el intervalo
elegido, al tener una pendiente menor que los otros palitos que hubiera elegido, realicen los
calculos entre los puntos seleccionados e infieran que entre mas cercano este el palio al eje Y,
mayor sera la variacion en el intervalo elegido. Al tener una pendiente mayor que los otros palitos
que hubiera elegido. Los Codigos Variacionales esperado que articulan los Argumentos
Variaciones son los dibujos que podrian bosquejar de la situacion y frases en lenguaje natural.

TVe) Deja uno fijo y el otro comienza a acercarlo lentamente. ;Qué sucede con

la variacion a medida que acerco los palitos?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes empleen los siguientes Argumentos
Variacionales como que comparen lo que pasa entre los palitos seleccionados, que distingan las
diferencias entre los diferentes estados de estos, estimen que la diferencia entre las pendientes

(variacién) va a aumentar (o disminuir) poco a poco, que esperen que una pendiente se acerca a
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la otra y supongan que finamente sera la misma pendiente en ambos palitos. Los Cdédigos
Variacionales que se espera que los estudiantes empleen para articular los Argumentos
Variacionales son las frases en lenguaje natural como, por ejemplo: que la variacion disminuya,
que se la diferencia se hace cero, podria aumentar o disminuir dependiendo de cual elija, la

pendiente aumenta o disminuye dependiendo de la eleccién realizada.
TV f) ¢ Cual es el valor de la variacion cuando ambos palitos se juntan?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes utilicen los Argumentos Variacionales
como estimar el valor de la variacion, para ello deberan seleccionar los palitos que utilizaran y
compilar la informacién recolectada para inferir que la variacion sera la misma, o que tienden a
cero. Los Cdédigos Variacionales que se espera que los estudiantes empleen para articular los
Argumentos Variacionales son las frases en lenguaje natural como, por ejemplo: /a variacion es

la misma, la variacion es cero, tiende a cero.

TV g) Si comparo el resultado de la pregunta d), con los resultados de la pregunta
f) ¢qué obtengo?

En esta Tarea variacional se espera que los estudiantes utilicen los Argumentos Variacionales
como visualizar lo que sucede en las preguntas d) y f), identifiquen que en la pregunta d) la
variacion corresponde al valor de la pendiente de los palitos y ambos poseen distinto valor, en
cambio en la pregunta f) ambos palitos tienen el mismo valor de la pendiente, para comparar
dichos resultados. Los Cdédigos Variacionales que se espera que los estudiantes empleen para
articular los Argumentos Variacionales son las frases en lenguaje natural como, por ejemplo: la

pendiente varia, la pendiente posee distintos valores en ambas preguntas.
Situacion Variacional 2:

En la segunda Situacién Variacional se espera que los estudiantes sean capaces de enfrentarse
con el movimiento, siendo un fendmeno previo a la velocidad, rapidez y aceleracion del un movil.
Se espera, ademas, que los jévenes sean capaces desde la grafica generen predicciones de los
hechos. Las Estructuras Variacionales presentes en esta segunda situacion son funciones,
velocidad, rapidez, aceleracion, maximos, minimos, crecimiento, decrecimiento, pendiente,

valorizacion.
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Al observar la siguientes grafica:

Temperatura (°C)

r‘
=5

Tiempo (minutos)

llustracion 42: Gréfica propuesta para Situacion Variacional 2, Tercer Momento.

TV a) ¢ Como sera la situacion que esta vinculada con ella?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes utilicen los Argumentos Variacionales
como ejemplificar, proponer y producir una la situacion vinculada con la modelacién de algun
fenémeno representado mediante la grafica entregada. Mediante Codigos Variaciones como las
frases en lenguaje natural de los estudiantes, por ejemplo: que hay un cuerpo que posee una
temperatura inicial y comienza a subir su temperatura, luego de un tiempo baja rapidamente la
temperatura hasta llegar bajo los cero grados, luego de un tiempo se comienza a calentar hasta

alcanzar los cero grados Celsius, se sigue calentando muy lentamente y luego muy rapidamente.

TV b) ¢ Cual es la temperatura inicial del mévil?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes utilicen los Argumentos Variacionales
como observar y conjeturar acerca de un X;, valorizando los ejes, por medio de algun valor mayor
que cero. Los Codigos Variacionales que se espera que articulen los Argumentos Variacionales
son las frases en lenguaje natural, por ejemplo: que es mayor que cero, es un valor positivo, es

igual al punto G.
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TV c) ¢ Donde es mayor la variacion de temperatura, en F o en H?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes utilicen los Argumentos Variacionales
como lIdentificar que la mayor variacion se da en el punto H, para ello deberan comparas las
variaciones en el punto F y en el punto H. Los Codigos Variacionales que se espera que los
estudiantes utilicen para articular los Argumentos Variacionales son las frases en lenguaje natural,

por ejemplo: son parecidas, son casi iguales, es un poco mayor en H, es mayor en H.
TV d) Describe lo que sucede entre cada par de punto.

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes utilicen los Argumentos Variacionales
como la descripcién en cada par de puntos varia la pendiente de las rectas que pudieran
representar al unir dichos puntos, ademas de integrar lo anteriormente visto y decidir en que
puntos la recta es creciente o decreciente. Los Cdédigos variacionales que se espera que los

estudiantes utilicen para articular los Argumentos Variacionales son las frases en lenguaje natural
y con tecnicismos matematicos propios del perfil de los estudiantes, por ejemplo: AB: la recta es
creciente y su pendiente es mayor que cero, BC: la recta es decreciente y Su pendiente es menor
que cero, CD: la recta es decreciente y su pendiente es menor que cero, DE: la recta es creciente
y su pendiente es mayor que cero, EF: la recta es creciente y su pendiente es mayor que cero,
FG: la recta es creciente y su pendiente es mayor que cero, GH: la recta es creciente y su

pendiente es mayor que cero y que HI: la recta es creciente y su pendiente es mayor que cero.

Situacién Variacional 3:

En la tercera Situacién Variacional se espera que los estudiantes sean capaces de predecir el
cambio, modificando el nombre de una sola de las variables, promoviendo la grafica como un
modelo manipulable y predictivo. Las Estructuras Variacionales presentes en esta Situacion
Variacional son funcién, pendiente, razén de cambio, derivada, movimiento, velocidad,

aceleracion, rapidez.
En base a la grafica de la actividad anterior.

TV a) ¢Podemos predecir lo que ocurrira con el liquido respecto del tiempo y su

temperatura, si lo sometemos a condiciones similares? ¢ por qué?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes utilicen los Argumentos Variacionales
como justificar lo que ocurrira con el liquido respecto del tiempo y la temperatura, ademas que es

posible predecir lo que ocurrira con el liquido respecto del tiempo y su temperatura, si se someter
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a condiciones similares, porque este sera un modelo que para dicho fendmeno. Los Cadigo
Variacionales que articulan los Argumentos Variacionales son las frases en lenguaje natural
como: es algo que ya ocurrio, por lo que se puede saber lo que pasara si lo volvemos a hacer, la

simulacién ya fue efectuada, se puede estudiar el comportamiento en el gréafico.

TV b) Si sélo cambiaramos la variable Temperatura por Distancia (metros). ¢ qué

describiria esta situacion?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes utilicen los Argumentos Variacionales
como sustituir las variables solicitadas y decidir lo que describiria dicho cambio. Los Codigos
Variacionales que se espera que articulen los Argumentos Variacionales son las frases en

lenguaje natural de los estudiantes como, por ejemplo: describiria a la velocidad, la velocidad.

TV c) ¢Donde es mayor la velocidad en B o en C?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes utilicen los Argumentos Variacionales
como suponer lo que ocurre en cada punto, en base a la visualizacion de la grafica presentada y
aplicando los conocimiento y experiencias previas, concluyendo que en el punto C es mayor la
pendiente que en B. Los Cdédigos Variacionales que se espera los estudiantes utilicen para
articular los Argumentos Variacionales son las frases en lenguaje natural y con tecnicismos

matematicos propios del perfil de los estudiantes, por ejemplo: en C porque la pendiente es mayor.

TV d) Describe donde aceleraba o desaceleraba el mévil, ;en A, By C?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes utilicen los Argumentos Variacionales
como describir en que puntos se acelera o desacelera el mévil, por medio de la lectura del grafico
presentado. Los Cédigos Variacionales que se espera que los estudiantes utilicen para articular
los Argumentos Variacionales son las frases en lenguaje natural, por ejemplo: que en A acelera,

en B deja de acelerar y en C desacelera.

TVe) ¢ Qué paso entre F, Gy H?

En esta Tarea variacional se espera que los estudiantes utilicen los Argumentos Variacionales
como conjeturar lo que pasa en cada uno de los puntos, que identifiquen que la velocidad en
estos puntos es siempre positiva y que existe una aceleracion. Los Cédigos Variacionales que se
espera que los estudiantes utilicen para articular los Argumentos Variacionales son las frases en
lenguaje natural como, por ejemplo, que entre F y G es menor la aceleracion que entre G y H.

Ademas, que alrededor de G (vecindad) tiende a no haber variacion.
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TV f) En que otra situacion, distinta al enfriamiento o calentamiento del agua,

¢podriamos analizar el cambio? ;como?

En esta Tarea Variacional se espera que los estudiantes utilicen los Argumentos Variacionales
como que reconozcan los modelos como: Posiciéon/Tiempo; Fuerza/Tiempo, entre otros, que
distingan ademas que al cambiar el nombre de las variables se sigue representando el cambio y
la variacién. Que es posible predecir en que otra situacion se podria aplicar el modelo
anteriormente visto, analizando las posibles aplicaciones. Los Codigos Variacionales que se
espera que los estudiantes utilicen para articular los Argumentos Variaciones son las frases en

lenguaje natural como, por medio de ejemplos de su cotidiano.

5.3. Experimentacion y recoleccion de datos

En la experimentacion se obtuvieron los siguientes datos

En el Primer Momento de la Situacion de Aprendizaje podemos encontrar las siguientes

respuestas por parte de los estudiantes:
Situacion Variacional 1:

TV a): ;Podrias identificar elementos de tu entorno que sufren alguna modificacion a través del

tiempo?

Los estudiantes reconocen cambios cercanos a ellos mismo como la cantidad de viviendas que
ha aumentado en el lugar donde ellos viven. Aparecen distintos contextos en donde es posible
identificar cambios, como personas, movimiento, sonido, temperatura, presion, culturales, clima,
agua, cambios fisicos y sociales. He identifican que el cambio se produce a través del tiempo,

como se puede observar en la siguiente respuesta del estudiante n° 2:

Actividad 1: Analizar el cambio a través del tiempo.

a) ¢Podrias identificar elementos de tu entorno que sufren alguna modificacion a
través del tiempo?

A aY S

o

llustracion 43: Respuesta estudiante n°2: TV a), Situacién Variacional 1, Primer Momento.
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TV b): ;Cbmo notas estos cambios?

Los estudiantes reconocen que los cambios los notan mediante una comparacion de estados, un
antes y un después; utilizan como medida lo que ellos observan y a través de sus vivencias, el
estudiante n° 3 sefala: por ejemplo, que en Av. El Rosal, que transito habitualmente y noto los
cambios en el tiempo, asiendo referencia como ha cambiado el lugar donde vive, en concordancia
con la respuesta anterior que sefialaba el niumero de viviendas que aumento donde él vivia, el

estudiante 9 sefiala que en la mafana existe una temperatura diferente que al medio dia.
TV c): ;Cudles son las caracteristicas antes y después del cambio?

Los estudiantes reconocen la existencia de un elemento comun en el proceso del cambio, como
por ejemplo el estudiante n°1 sefiala que elementos en comun, pero evaluando. La comparacion
la realizan considerando lo que ha pasado antes y el después, determinando caracteristicas que
pueden ser percibidas sensorialmente por ellos como, por ejemplo, el estudianten®5 sefiala por
el frio o el calor que hace en cada fecha, y el estudiante n°3 sefiala que antes avenida El Rosal

llegaba hasta cierto punto y antes no existia un parque, era sélo peladero.
TV d): ;Cémo podrias representar este cambio?

Los estudiantes sefialan que para representar el cambio identifican las siguientes formar: tablas
comparativas, lineas de tiempo, graficos, graficos de barras, imagenes de un tiempo atras e
imagenes de hoy. La grafica sélo es nombrada. Identifican el tiempo como variable
independiente. Es importante ademas sefalar que los estudiantes n°6, n°7, n° 9 y n°10 identifican
que la grafica debe estar en funcién del tiempo, incluso el estudiante n° 9 identifica que en el eje
X debe corresponderle el tiempo y en el eje Y le corresponde la variable, como se puede observar

en la siguiente imagen:

d) éCémo podrias representar este cambio?

. GeofFiin

7\\\; ¥ Tienm Pl

)

/ ',k\."’fe

llustracion 44: Respuesta estudiante n°9: TV d), Situacién Variacional 1, Primer Momento.
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Situacién Variacional 2:

TV a): Ernesto esta estudiando como cambia la temperatura a lo largo de los dias en un mes en

la ciudad de Santiago. ¢;Cual de estos graficos representa mejor esta situacion?

A B)

ol | o

llustracion 45: Alternativas propuestas para la TV a) Situacion Variacional 2, Primer Momento.

Los estudiantes seleccionan la alternativa que modela de mejor forma la situacién variacional
planteada, marcando la letra D. Ninguno de los estudiantes que participa de esta actividad raya

las graficas.
TV b): ¢por qué?

Los estudiantes justifican el por qué de la eleccion realizada identificando maximos y minimos,
comparan los graficos, hablan de la seriacion de los dias del mes, encuentran un patron de
comportamiento coherente con la situacién propuesta, comienzan a hablar de variacién y
estabilidad.
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El estudiante n°1 habla que los maximos y minimos demuestran la variacion de la temperatura.

b) éporqué?
porqus  Hlicung v el e ,‘);.,

‘“i--.-(» 1Y ~
} : - VOAA O Ry

llustracion 46: Respuesta estudiante n°1: TV b), Situacién Variacional 2, Primer Momento.

El estudiante n°® 3 reconoce que la temperatura no es constante en el tiempo, y que no todos los

dias tendran los mismos maximos y minimos haciendo referencia a la alternativa B.

b) éporqué?

‘,‘/ OCoc ouv e -/, ~Ofx o
v €A 0 +uvo "
00  es constondle on e\
o ¥ e »
oS ©Sas 0OS Mo=x'tho<
) ' g e O MNhismre

llustracion 47: Respuesta estudiante n°3: TV b), Situacién Variacional 2, Primer Momento.

El estudiante n° 9 sefala que es la alternativa D porque en este grafico se puede ver cada dia

temperaturas minimas y maximas y las variaciones entre estas representan la variacion.

b) éporqué?
?g r Que en €S5T¢ C\(O F-’O Se -\))ed' en \/e( CQDr) T/)v(l T_e“.' iJef() (ﬂ(o S
AT o ,  MOX o’ Y 0S8 vaones entre estos Rewesen ton

llustracion 48: Respuesta estudiante n°9: TV b), Situacién Variacional 2, Primer Momento.

Situacioén Variacional 3:

TV a): Si dejas enfriando una taza de café para poder beberla, ya que se encuentra muy calienta.

¢, Como podrias describir el cambio?

Los estudiantes describen las variables presentes en el fendmeno planteado argumentando

desde la grafica, reconocen la existencia de una temperatura ambiente, y un estado de equilibrio,
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la disminucion de la temperatura dependiendo del tiempo, y que esta temperatura se podria medir,

ademas identifican que la taza donde se encuentra el café absorbe energia.

El estudiante n°1 utiliza la grafica, con tendencia lineal para describir dicho fenédmeno, ademas

sefiala que el café se enfria, ya que la taza absorbe energia para llegar a un equilibrio térmico.

a) éComo podrias describir el cambio?

~

/)
v
]
el
0
(o

Q
-

C

n

f)
¢
(

llustracion 49: Respuesta estudiante n°1: TV a), Situacién Variacional 3, Primer Momento.

El estudiante n°2 sefiala que a medida que pasa el tiempo el café se va enfriando hasta llegar al

equilibrio con el ambiente.

a) éComo podrias describir el cambio?

4 M@ qe pod o Hmp o] ate %l rtrianct
/

/ \
U TR £t al Ceuil-Ucig on e umbicale

llustracion 50: Respuesta estudiante n°2: TV a), Situacién Variacional 3, Primer Momento.

El estudiante n°7 sefiala que compararia las diferencias entre el antes y después.

sidejas enfriando una taza de café para poder beberla, ya que se encuentra muy calienta.

a) ¢Como podrias describir el cambio?
,«a““r'\"\ /eaq 2 ?&MW—‘ AL a&\ o :lu.’ LAt

llustracion 51: Respuesta estudiante n°7: TV a), Situacién Variacional 3, Primer Momento.
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El estudiante n°9 sefiala que mediria la temperatura a lo largo del tiempo que transcurre y utilizaria

un grafico para representar dicho cambio.

a) ¢Cémo podrias describir el cambio?
_vinidiendo lo Tew Pevotra A o }CI%O Del TiemPo e
T(ONSUNT L
exofico

llustracion 52: Respuesta estudiante n°9: TV a), Situacién Variacional 3, Primer Momento.

TV b): ;Coémo podrias describir el cambio en pequefios intervalos de tiempo?

Los estudiantes describen los cambios a través de las argumentaciones que se dan al utilizar la
grafica, emanando dos tipos de representaciones graficas, una en la se utiliza el continuo y otra
en la cual se utilizan intervalos de tiempo. Reconocen la utilizacién de instrumentos que les
permitirian la mediciéon de las temperaturas que se dan en dicho fendmeno. Identifican ademas
que en el infinito la temperatura tiende a ser constante. En todas las graficas de los estudiantes
la temperatura se estabiliza en un punto. Los argumentos que dan también se sostienen sin el
uso de la grafica, describiendo que medirian el cambio de temperatura cada ciertos segundo.
También se observa que la variacién se presenta en los estados antes y después, a través de la

diferencia entre los tiempos.

El estudiante n°1 sefiala que utilizaria un instrumento para medir las temperaturas cada cierto

segundo, ademas utiliza las graficas para argumentar dicho cambio.

>

b) éCémo podrias describir el cambio en pequeiios intervalos de tiempo?

7> ’ - O
/

r. QA r

—_——

llustracion 53: Respuesta estudiante n°1: TV b), Situacién Variacional 3, Primer Momento.
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El estudiante n°2 sefala que la descripcion del cambio lo realizaria midiendo cuanto cambio en
un tiempo, utiliza ademas la grafica utilizando el tiempo no como un continuo, sino como un grafico

de barras.

b) éCémo podrias describir el cambio en pequefios intervalos de tiempo?

LT

!‘-
i wilho O()mk.c ea e ’\ém()o

I

|

llustracion 54: Respuesta estudiante n°2: TV b), Situacién Variacional 3, Primer Momento.

El estudiante n° 9 utiliza el grafico como argumento para describir el cambio, pero este grafico
esta construido a partir de una curva continua, donde sélo esta graduado el eje X, pero no

valorizado, ni tampoco se identifican las variables de cada eje.

b) ¢Cémo podrias describir el cambio en pequefios intervalos de tiempo?

4, - wnedir Cuonte  Comdio e
T° en umoS Seounde

llustracion 55: Respuesta estudiante n°9: TV b), Situacién Variacional 3, Primer Momento.

El estudiante n°8 utiliza el grafico como argumento para describir el cambio, construido a partir
de una curva continua, donde gradua y valoriza ambos ejes € identificando las variables de cada

eje.

b) éCémo podrias describir el cambio en pequefios intervalos de tiempo?
T a

; f » N .. A
W. 22 35 < Clvmpror (o}

llustracion 56: Respuesta estudiante n°8: TV b), Situacién Variacional 3, Primer Momento.
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El estudiante n° 3 sefiala que describiria el cambio con la diferencia de temperaturas entre

distintos tiempos.

b) ¢Cémo podrias describir et cambio en pequeiios intervalos de tiempo?

con o Ofrerenco. de rempero tucod  entce

dio% n+gs
M pos

llustracion 57: Respuesta estudiante n°3: TV b), Situacién Variacional 3, Primer Momento.

TV c): ; Como podrias describir el cambio un tiempo determinado?

Los estudiantes analizan el cambio desde el argumento de una vecindada en torno a un punto,
otros estudiantes sefialan que sélo se podria saber la de un instante determinado y otros sefialan
que se necesita de un tiempo inicial y final para poder obtener mediante dicha diferencia la
descripcion del cambio solicitado. Unos estudiantes también sostienen que no es posible describir
el cambio en un tiempo determinado. La grafica es utilizada como argumento que sostiene las

afirmaciones empleadas.

El estudiante n° 10 sefiala que buscando la temperatura en un punto y la temperatura en un
tiempo mas y otro menos, ambos iguales y lo mas cercano a la del punto central y buscar la
pendiente. Utiliza un grafico, sefialando que en el grafico la linea punteada representa una

aproximacion del cambio en el instante.

c) ¢éComo podrias describir el cambio un tiempo determinado?

BUSCANDO LA TERPERATOR L G vu pumro Y LA TGMPCARTVAN gn UV TieMPo  MIS Y OTRO Meuos | KWpe
S Jhwe,

L GORLGS Y LOMAS CORCANG Ak LADEL PUNTO “Cewmane v BUKIR CoA PemdiewTe

En eL GRAFico. LALWEN PUNTGADA  REPRLSENTA
‘LN &L 0.

UND APROXIMACION DEL CARB.O &¥ &b wNSTANTE

Tigmro

llustracion 58: Respuesta estudiante n°10: TV c), Situacién Variacional 3, Primer Momento.
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El estudiante n° 2 sostiene que solo es posible conocerla en un instante de tiempo.

c) ¢éCoémo podrias describir el cambio un tiempo determinado?

€y uA Mil’W\\*t

llustracion 59: Respuesta estudiante n°2: TV c), Situacion Variacional 3, Primer Momento.

El estudiante n°6 sefiala que hay un tiempo inicial y uno final. El punto final es restando al inicio

y da como resultado o que cambia aquel factor.

¢€) ¢éCémo podrias describir el cambio un tiempo determinado?
hay L Yoo 'sz.:ap-f Lo I/w"
dd Yo €inR g ?6h\b djha\_-'o’)u# 3g (o
ResuiD (o Quenlia Agual frcfr

llustracion 60: Respuesta estudiante n°6: TV c), Situacion Variacional 3, Primer Momento

El estudiante n°5 sostiene que solo se puede tomar la temperatura en un momento especifico.

¢) ¢éCémo podrias describir el cambio un tiempo determinado?

Tomond‘) e T en wn momero 6’5/'zeoifv~*ﬁ

llustracion 61: Respuesta estudiante n°5: TV ¢), Situacion Variacional 3, Primer Momento.

El estudiante n°7 sefiala que no es posible, ya que no hay que comprar.

c) éCémo podrias describir el cambio un tiempo determinado?

%Aﬁiwé\r:c, g G '”2“3 sk n iy et

llustracion 62: Respuesta estudiante n°7: TV c), Situacion Variacional 3, Primer Momento.
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Situacién Variacional 4:

TV a): Si poseemos un pollo asado, y lo metemos en el horno. Este se calienta a razén de
3°C/minutos. ¢Qué significa este valor?

Los estudiantes definen el valor de la razén sefialando que la temperatura aumenta 3°C cada
minuto. reconocen que el valor 3°C/minutos corresponde a la pendiente del modelo matematico

propuesto.

El estudiante n°4 sefiala que en cada minuto el pollo se va a calentar 3°C.

0,y lo me : .
3°C/minutos. »Y temos en el horno. Este se calienta a razén de

a) ¢équé significa este valor?

<

O e Yiroou of Pllo 1 o # Colinitor bc

llustracion 63: Respuesta estudiante n°4: TV a), Situacién Variacional 4, Primer Momento.

El estudiante n°3 sefiala que el valor 3°C/minutos corresponde a la pendiente que debe seguir a
partir de cierta temperatura.

Si poseemos un pollo asado, y lo metemos en el horno. Este se calienta a razén de
32C/minutos.

a) équé significa este valor?
lo pendente oue de'Rlmos  eeQuc poche
de oo Uerto  Yompea oo

llustracion 64: Respuesta estudiante n°3: TV a), Situacién Variacional 4, Primer Momento.

TV b): ;/Qué significa graficamente?

Los estudiantes interpretan la informacion entregada mediante el uso de la grafica para
argumentar sus respuestas. Seis estudiantes al realizar la grafica parten desde el cero para

modelar mediante la misma la situacion planteada, dos utilizan la representacion grafica, donde
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reconocen la existencia de una temperatura mayor a cero como medida inicial de la grafica.
Evidenciandose una problematica presente al considerar la temperatura inicial del pollo. Otros
recurren a una estrategia verbal para encontrar el significado grafico. Reconocen que la situacion

planteada tiende a ser lineal.

El estudiante n°4 representa el plano cartesiano, ubica las variables en los ejes pero sefiala que
la representacion grafica puede variar ya que no se sabe si estaba congelado o ya tenia una

temperatura inicial el pollo, por lo que no realiza la grafica.

b) éQué significa graficamente?

( . ‘ )
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llustracion 65: Respuesta estudiante n°4: TV b), Situacién Variacional 4, Primer Momento.

El estudiante n°3 recurre a una estrategia verbal para encontrar el significado grafico,
argumentando que la variacién en grados por cada minuto.
b) ¢Qué significa graficamente?
2 yuoaooon Qa gfoc\)OS R <wodo mine g

llustracion 66: Respuesta estudiante n°3: TV b), Situacién Variacional 4, Primer Momento.

El estudiante n°8 realiza una grafica lineal de la modelacién planteada, asumiendo que la

temperatura del pollo es de 0°C.

b) ¢éQué significa graficamente?

-T-rd

~X

e > X Egs
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llustracion 67: Respuesta estudiante n°8: TV b), Situacién Variacional 4, Primer Momento.

El estudiante n° 6 sefala que la grafica es lineal y representa la temperatura inicial del pollo como
un valor x.

b) ¢éQué significa graficamente?

. ¥ +3 A
- 7
Lth X2l
X3 = 1
' A
L 4 L’(a ; —t
X, 1 L

llustracion 68: Respuesta estudiante n°6: TV b), Situacién Variacional 4, Primer Momento.

TV c): ;Cuél es el valor de la pendiente de la grafica en un punto?

Los estudiantes calculan que la pendiente es 3, otros sefialan ademas que es necesaria la

informacion respecto de dos puntos. Aplican el modelo algebraicoy = 3x +t; 0 y = mx + n.

El estudiante n°4 sefiala que la respuesta es pendiente 3.

c) écudl es el valor de la pendiente de la grafica en un punto?

ol o =
20\ vy LF
J \ —/

llustracion 69: Respuesta estudiante n°4: TV c), Situacion Variacional 4, Primer Momento.

El estudiante n° 2 identifica que el valor de la pendiente corresponde al modelo algebraico i’z_i“ .
2741

c) écudl es el valor de la pendiente de la grafica en un punto?

~’

- A /'ﬂ.:'r-'/ :'//"é ¢ 2\

llustracion 70: Respuesta estudiante n°2: TV c), Situacion Variacional 4, Primer Momento.
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El estudiante n°5 aplica el modelo algebraico y = mx + n y reconoce que la pendiente es 3.

. ” ) ~ N -J
c) écuadl es el valor de la pendiente de la grafica en un punto?

\" J - My f h % = N :f”\\‘/\
y A vs°C.
X =M \2zpe-diote

llustracion 71: Respuesta estudiante n°5: TV c), Situacion Variacional 4, Primer Momento.

El estudiante n°8 reconoce el modelo algebraico y = mx + n, pero ademas utiliza la grafica como

argumento de su respuesta, asumiendo que el pollo tiene una temperatura inicial de 0°C.

c) écudl es el valor de la pendiente de la grafica en un punto?
) V=X tm /)’b"vn[awu&_ = j
Y -
/, . m= %<3

——nanna

llustracion 72: Respuesta estudiante n°8: TV c), Situacion Variacional 4, Primer Momento.

TV d): ¢A los cuantos minutos alcanza los 270°C?

Los estudiantes identifican e infieren que este tiempo dependera de la temperatura inicial del pollo,
suponen ademas que se demorara 90 minutos si su temperatura inicial es de 0°C. Aplican la regla

de tres para determinar que seran 90 minutos.

El estudiante n° 10 sefiala que dependera de su temperatura inicial.

d) ¢A los cuantos minutos alcanza los 270°C?

Deng,uoé DE SO TGEMAe RATVAN iNGAL

llustracion 73: Respuesta estudiante n°10: TV d), Situacion Variacional 4, Primer Momento.
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El estudiante n° 2 sefiala que sera de 90 minutos, si a temperatura inicial es 0°C.

d) ¢éAlos cuantos minutos alcanza los 270°C?
. /',: a@n

oy Ty Ay
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& S b'.a | inlgal ¢ 036

llustracion 74: Respuesta estudiante n°2: TV d), Situacién Variacional 4, Primer Momento.

El estudiante n°9 sefala que considera que la temperatura del pollo es 0°C ya que de otra manera
no se podria determinar.

d) ¢A los cuantos minutos alcanza los 270°C?

\ = Z X | : ) "
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llustracion 75: Respuesta estudiante n°9: TV d), Situacién Variacional 4, Primer Momento.

TV e): ;Cuél es su temperatura a los 30 minutos?

Los estudiantes calculan que en 30 minutos la temperatura sera de 90°C mas la temperatura

inicial del pollo. También sefalan que seria 90°C si la temperatura inicial del pollo fuera 0°C.

El estudiante n°7 sefiala que sera 90°C, si la temperatura inicial fuera 0°C.

e) ¢Cudl es su temperatura a los 30 minutos?

Ro’¢C.: n fa Mot g"““" 0%¢

llustracion 76: Respuesta estudiante n°7: TV e), Situacién Variacional 4, Primer Momento.
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El estudiante n°1 sefiala que sera 90°C mas de la temperatura inicial.

e) ¢éCudlessu temperatura a los 30 minutos?

‘/)‘< [/ v'/‘,b"j ) P

llustracion 77: Respuesta estudiante n°1: TV e), Situacién Variacional 4, Primer Momento.

TV f): ;Qué sucede con la grafica cuando el pollo lo sacamos del horno y se enfria a razén de

3°C/minuto?

Los estudiantes argumentan su respuesta desde la grafica, indicando que su inclinacion sera
hacia abajo y con la misma pendiente que cuando aumentaba, pero con valor negativo. También
sus argumentos son del tipo explicativas que disminuird hasta un punto de equilibrio, o sera

decreciente en la misma razon en la cual aumentaba.

El estudiante n°5 sefiala que decrece en la misma razén que aumenta.

f) éQué sucede con la grafica cuando el pollo lo sacamos del horno y se enfria
a razon de 3°2C/minuto?

4L z3n .'
SCecese exemepnc @ ot
4
Ce D O UrEA T .

llustracion 78: Respuesta estudiante n°5: TV f), Situacién Variacional 4, Primer Momento.

El estudiante n°10 sefala se inclina hacia abajo, teniendo pendiente negativa, ademas utiliza

como argumento una representacion grafica.

f) ¢éQué sucede con la gra
a grafica cuando el poll
. o lo m .
C a razén de 32C/minuto? P sacamos del horno y se enfria

. . i n W
Se INCLIN R hcin pgrge < TeNeNDa PENDIENTE N EGRT VA
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llustracion 79: Respuesta estudiante n°10 TV f), Situacién Variacional 4, Primer Momento.
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TV g): ¢ Cuanto se ha enfriado después de 7 minutos?
Los estudiantes sefalan que el calculo después de 7 minutos corresponde a 21°C.

El estudiante n°8 utiliza una proporcionalidad directa para justificar dicho calculo.

- Lo

g) éCudnto se ha enfriado después de 7 minutos?

3°C . xX’¢  x=21'C

:‘ W i‘/\'- } e, |

lustracién 80: Respuesta estudiante n°8: TV g), Situacion Variacional 4, Primer Momento.

En el segundo momento de la Situacion de Aprendizaje podemos encontrar las siguientes

respuestas por parte de los estudiantes:
Situacion Variacional 1:

TV a): Supdn que posees una bebida en lata, tienes mucha sed, pero esta esta tibia. Decides
colocar la bebida en el refrigerador para enfriarla. ;Cuanto tiempo debes esperar para poder

tomar la lata de bebida fria?

Los estudiantes infieren respecto del tiempo que deben esperar para poder beber la lata fria de
bebida que dependera de las distintas variables que influyen en ello, como la temperatura a la
cual se encuentra la bebida, la razén a la que enfria el refrigerador, de la potencia del mismo.

Justifican desde su lenguaje natural.

El estudiante n° 6 sefiala que depende de la temperatura de la bebida y de como enfria el

refrigerador.

Supdn que posees una bebida en lata, tienes mucha sed, pero esta estd tibia. Decides
colocar la bebida en el refrigerador para enfriarla.

bebida fria?

i Cud i r para poder tomar la lata de o
a) ¢Cuénto tiempo debes esperar para p e Vo dor

bpeche dlo Aptrtoe il b ,

“ At o

llustracion 81: Respuesta estudiante n°6: TV a), Situacién Variacional 1, Segundo Momento.
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TV b): ;Cbémo seria la curva que representa el enfriamiento de la lata de bebida a través del
tiempo en el plano cartesiano?

Los estudiantes argumentan desde la representacion grafica de la curva en el plano cartesiano.

El estudiante n°1 realiza una representacion grafica, modelando la situacion propuesta mediante

una curva, identificando las variables y graduando los ejes.

b) (.COITIO seria la curva que representa el enfriamiento de la lata de bebida a través
q‘el tiempo en el plano cartesiano?

llustracion 82: Respuesta estudiante n°1: TV b), Situacién Variacional 1, Segundo Momento.

El estudiante n°2 realiza una representacion grafica, modelando la situacion propuesta mediante

una curva, pero no identifica ni las variables, ni gradua los ejes.

. . .
b) ¢Coémo seria la curva que representa el enfriamiento de la lata de bebida a través
del tiempo en el plano cartesiano?

llustracion 83: Respuesta estudiante n°2: TV b), Situacién Variacional 1, Segundo Momento.

TV c): Realiza nuevamente esta curva sélo utilizando palitos, lo mas precisa posible. ;Cual es la

posicion mas conveniente al colocar los palitos?

Los estudiantes examinan la situacion planteada y proponen las graficas construidas utilizando

los palitos como herramienta para trazar la curva.
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El estudiante n°6 construye la siguiente grafica:

llustracion 84: Respuesta estudiante n°6: TV c), Situacion Variacional 1, Segundo Momento.

El estudiante n® 5 construye la siguiente grafica:

5 (\a

“
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llustracion 85: Respuesta estudiante n°5: TV c), Situacion Variacional 1, Segundo Momento.
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El estudiante n°3 construye la siguiente grafica:

llustracion 86: Respuesta estudiante n°3: TV c¢), Situacién Variacional 1, Sequndo Momento.

TV d): ;Qué representa el palito en esta situacion?

Los estudiantes utilizan argumentos que construyen a partir de la representacion realizada con
los palitos, identificando que corresponde a la variacion de la temperatura en el tiempo, como
esta disminuye en el tiempo. Sefialan que corresponde a la variacion de temperaturas en un
intervalo de tiempo delta y en un tiempo determinado, ademas que el palito corresponde a una

aproximacion del cambio y que esté representa a la pendiente.

El estudiante n°3 sefiala que corresponde al delta de la temperatura en intervalos de tiempo.

b) éQué representa el palito en esta situacion?

o |
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llustracion 87: Respuesta estudiante n°3: TV d), Situacién Variacional 1, Segundo Momento.

El estudiante n° 4 sefiala que es la variacion de temperatura en un determinado tiempo.

b) ¢éQué representa el palito en esta situacion?
[ { - \ondlo
e tr Yemguctvio o op Ydwiivodo dany

llustracion 88: Respuesta estudiante n°4: TV d), Situacién Variacional 1, Segundo Momento.

El estudiante n° 5 sefiala que corresponde a la disminucién de la temperatura en el tiempo.

b) ¢Qué representa el palito en esta situacién?

o Jismine®™ do la 7 g e T epnpo

llustracion 89: Respuesta estudiante n°5: TV d), Situacién Variacional 1, Segundo Momento.

El estudiante n°® 8 sefiala que corresponde al cambio de temperatura.

b) éQué representa el palito en esta situacién?

L i ol Kerspino Tearins

llustracion 90: Respuesta estudiante n°8 TV d), Situacién Variacional 1, Segundo Momento.

El estudiante n°® 9 sefiala que corresponde a la pendiente

b) éQué representa el palito en esta situacion?

lo. Venduiente

llustracion 91: Respuesta estudiante n°9: TV d), Situacién Variacional 1, Segundo Momento.
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El estudiante n°® 10 sefiala que el palito representa una aproximacion del cambio.

b) éQué representa el palito en esta situacién?

EL PALITO RePRESENTA UNA aAPROXIMACON DEL CAMB D

llustracion 92: Respuesta estudiante n°10: TV d), Situacion Variacional 1, Segundo Momento.

TV e): Elije tres palitos cualesquiera, (y marcalos en la hoja) ;cual es la pendiente de estos
palitos?

Los estudiantes al seleccionan tres palitos cualesquiera algunos elijen aquellos donde la
pendiente es cero, otros seleccionan palitos en distintas posiciones y argumentan que la
pendiente tiende a disminuir, pero no es posible calcular el valor exacto, porque este dependera
del sistema de referencia que se tenga, otros estudiantes valorizan los palitos y realizan un calculo
basados en esa valorizacién. Realizan un dibujo o bosquejo de los palitos seleccionados,
permitiéndoles representan y argumentar a través de esté sobre la pendiente de estos palitos,
estos dibujos son representados sin el plano cartesiano y con el plano cartesiano. Un solo
estudiante deja la respuesta en blanco.

El estudiante n® 1 bosqueja los palitos seleccionados con pendiente 0.

c) E":-e tr ‘;5 palitos cualesquiera, (y marcalos en la hoja) écudl es la pendiente de estos
palitos?

llustracion 93: Respuesta estudiante n°1: TV e), Situacién Variacional 1, Segundo Momento.
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El estudiante n° 5 bosqueja mediante un dibujo los palitos seleccionados y argumenta que la

pendiente tiende a disminuir, pero no es posible calcular un valor exacto, porque no este
dependeria de su sistema de referencia.

) /]
u g
C E" e tres palltos Cua'esq era (Y mar Calos en 'a |IOja) CCual es la per |d|e"te de estos

.. ) vol. PR
d) Elije dos puntos cualquiera de la grafica y calcula la pendiente entre ellos. " Crac o D

llustracion 94: Respuesta estudiante n°5: TV e), Situacién Variacional 1, Segundo Momento.

El estudiante n° 8 bosqueja los palitos seleccionados y los valoriza, para a partir de dicha
valorizacién calcular un valor para la pendiente.

ja) écud iente de estos
c) Elije tres palitos cualesquiera, (y marcalos en la hoja) icudl es la pendi 4

L)
palitos?
i 2 1
A v 5 | N { JU— o
m= Y L = L:"__x k_~—~—+
-241

1
L .+ i ———diante ontre elloS.

llustracion 95: Respuesta estudiante n°8: TV e), Situacién Variacional 1, Segundo Momento.
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El estudiante n® 9 bosqueja los palitos seleccionados y justifica que si la pendiente es negativa

disminuira la temperatura y que el valor de la pendiente dependera de cual sea su sistema de

referencia.
c) Elije tres palitos cualesquiera, (y marcalos en la hoja) écudl es la pendiente de estos
palitos? r(r‘,_"ko( i Co ‘ e
m <L O m=0 — -
lo Peadientz DePeade ~—_
- De . Guol_Seo mi Sireee e Rele

llustracion 96: Respuesta estudiante n°9: TV e), Situacién Variacional 1, Segundo Momento.

El estudiante n°® 10 realiza una representacién en el plano cartesiano de los palitos seleccionados
y realiza sus argumentos a partir de la grafica construida sefialando que la pendiente de los palitos
1y 2 es negativa, pero que 1 representa un mayor cambio que 2, y que el palito 3 su pendiente

es 0, por lo que no hay cambio.

c) Elije tres palitos cualesquiera, (y marcalos en la hoja) écudl es la pendiente de estos

i ?
pahtos. \ _'2 SoM  Un NUMGRo NEGATIVR
AN .
VN = == | RePREzEN T Mpvo R, CAMBo QVE L

3 suPewdeNTE 660 No WAy CAWg>

llustracion 97: Respuesta estudiante n°10: TV e), Situacién Variacional 1, Segundo Momento.

TV f): Elije dos puntos cualquiera de la grafica y calcula la pendiente entre ellos.

Los estudiantes seleccionan dos palitos cualesquiera sefialan que es necesario valorizar dichos
puntos para poder realizar el calculo seleccionado, otros estudiantes representan el valor de los
puntos como (x;,y;) Y (x,,¥,) Yy representan el calculo solicitado con la férmula de la pendiente

entre los puntos.

El estudiante n°10 representa el valor de los puntos como (x;,y,) Y (x,,¥,) y representa el

calculo solicitado mediante la férmula de la pendiente.
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d) Eliie d 2 OU PeNDeNTe @5 U, No way chwmg:»
!Jé dos puntos cualquiera de la gréfica y calcula la pendiente entre ellos.

\ ® SC 03 TieNen ValoRes APROYIM\den
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llustracion 98: Respuesta estudiante n°10: TV f), Situacién Variacional 1, Segundo Momento.

Situacioén Variacional 2:

TV a): ; Qué pasa con la pendiente a medida que dejo uno de los puntos fijos y comienzo acercar
el otro?

Los estudiantes argumentan con frases en lenguaje natural como al acercarse mucho van a tener
la misma pendiente, que el valor de la pendiente dependera, ya que el valor absoluto puede
aumentar o disminuir, dependiendo de cual palito acerquemos al otro; también sefalan que si se
acerca hasta quedar paralelo al eje X o Y se pendiente seria 0 e o respectivamente, este

argumento lo representan del apoyo de la grafica en el plano cartesiano.

El estudiante n°2 sefiala que palitos tendran la misma pendiente.

a) ¢Qué pasa con la pendiente a medida que dejo uno de los puntos fijos y comienzo

acercar el otro? 1 r.o¢ ofihy ain o BSe I Tma,  gedsrS

llustracion 99: Respuesta estudiante n°2: TV a), Situacién Variacional 2, Segundo Momento.

El estudiante n°3 sefala que el valor de la pendiente dependera, pues su valor absoluto puede

aumentar o disminuir dependiendo de que punto acercamos al otro.

a) ¢Qué pasa con la pendiente a medida que dejo uno de los puntos fijos y comienzo
acercar el otro?

Legrnds O )

llustracion 100: Respuesta estudiante n°3: TV a), Situacién Variacional 2, Segundo Momento.
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El estudiante n°1 sefiala que tiende a aumentar o disminuir, y apoya su argumento verbal apoyado
de la una representacion grafica de lo que sucede con los palitos en distintos momentos del

movimiento.

a) ¢Qué pasa con la pendiente a medida que dejo uno de los puntos fijos y comienzo
acercar el otro? . : . 5 O €

B

llustracion 101: Respuesta estudiante n°1: TV a), Situacién Variacional 2, Segundo Momento.

TV b): Marca en la hoja, la pendiente cuando ambos puntitos son uno. Qué significa acercar un

palito al otro fijo, en el problema de la lata de bebida?

Los estudiantes sefalan que cuando se cercan ambos puntitos la recta secante pasa a ser
tangente, apoyan esta justificacion desde el argumento grafico de lo que sucede en distintos
instantes con los puntitos seleccionados. Otro argumento que emerge del tipo linglistico es que
la derivada, cuando los la distancia entre dos puntos se vuelve 0, se describe la derivada de la
recta.

El estudiante n°2 sefiala cuando los dos puntos se van juntando hasta ser una, ya que va a ser
recta secante pasa a recta tangente y apoya su justificacion desde el argumento de la

construccion de sus sucesivas graficas.

Marca en la hoja, la pendiente cuando ambos puntitos son uno.

FOra e niC
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b) équé significa acercar un palito al otro fijo, en el problema de la lata de
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llustracion 102: Respuesta estudiante n°2: TV b), Situacion Variacional 2, Segundo Momento.
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El estudiante n°3 sefiala que la recta secante se vuelve tangente y apoya su justificacion desde

el argumento de la construccion de sus sucesivas graficas.

b) ¢qué significa acercar un palito al otro fijo, en el problema de la lata de bebida?

La coctan Seconn e e yeeluve Y+ancen +e

llustracion 103: Respuesta estudiante n°3: TV b), Situacién Variacional 2, Segundo Momento.

El estudiante n°4 sefala que se vuelve recta tangente y apoya su justificacion desde el argumento

de la construccién de sus sucesivas graficas.

onuno.'/ Jude, Wl ‘m‘

Marca en la hoja, la pendiente cuando amboi puntitos s ; v o
e ke YOMaCF de bebida?
Wy o | i ade lalata
b) équé significa acercar un palito al otro fijo, en el problem

llustracion 104: Respuesta estudiante n°4: TV b), Situacioén Variacional 2, Segundo Momento.
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El estudiante n°6 responde por medio del argumento de la construccién de sus sucesivas graficas.

b) équé significa acercar un palito al otro fijo, en el problema d

|a lata de bebida?
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llustracion 105: Respuesta estudiante n°6: TV b), Situacioén Variacional 2, Segundo Momento.

El estudiante n°7 sefiala que la recta se vuelve tangente a la curva, cuando los la distancia entre
dos puntos se vuelve 0, se describe la derivada de la recta.

Marca en la hojapla penaiente cuanuy amw r=

ida?
en el problema de la lata de bebida?

b) équé significa acercar un palito al otro fijo,
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llustracion 106: Respuesta estudiante n°7: TV b), Situacion Variacional 2, Segundo Momento
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El estudiante n°8 sefiala cuando los puntos se vuelven uno, pasa de una recta secante a una

recta tangente.

Y Vv

Marca en la hoja, la pendiente cuando ambos puntitos son uno.

. ida?
b) équé significa acercar un palito al otro fijo, en el problema de la lata de bebi
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llustracion 107: Respuesta estudiante n°8: TV b), Situacion Variacional 2, Segundo Momento.

En el tercer momento de la Situacion de Aprendizaje podemos encontrar las siguientes

respuestas por parte de los estudiantes:

Situacioén Variacional 1:

TV a): Tienes una taza de café, y este se encuentra a 80°C, la temperatura ambiente del lugar
donde te encuentras es de 24°C, cuando transcurrieron 4 minutos desde que se sirvio, la
temperatura del café es de 68°C. A los 15 minutos de servido el café se encuentra a los 48°C.

Esta situacion se puede observar en la siguiente grafica:
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Temperatura (°C)

(34,32)

(88,24)

Tiempo (minutos)

0
0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 34 56 56 60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80 82 84 86 88 90 92 94 96 98

llustracién 108: Gréafica propuesta para Situacién Variacional 1, Tercer Momento.

¢ Cuanto disminuyo la temperatura entre el minuto 2y 15?

Los estudiantes identifican que entre los minutos 2 y 15 la temperatura disminuyo 26°C, identifican
la temperatura en los puntos 2 y 15 y realizan la diferencia mediante la operacion resta y no
realizan ningun argumento grafico para responder a la pregunta.

El estudiante n°6 sefiala que el promedio de la variacién fue de 26°C.

a) ¢Cuanto disminuyo la temperatura entre el minuto 2y 15?
S 215D B Les RIS 2|
Doy D10 e a-48 22462

llustracion 109: Respuesta estudiante n°6: TV a), Situacion Variacional 1, Tercer Momento.

TV b): ; Cuanto tiempo tardo en ello?

Los estudiantes calculan el tiempo que tarda en disminuir 26°C corresponde a 13 minutos,

asociando la disminucion con la resta de los tiempos.

El estudiante n°4 sefiala que el delta tiempo es igual a 13 minutos.
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b) ¢Cuanto tiempo tardo en ello?

L\-‘ (L) o- AE JiR

llustracion 110: Respuesta estudiante n°4: TV b), Situacion Variacional 1, Tercer Momento.

TV c): ;Cuél fue la variacién en ese periodo?

Los estudiantes asociaran la variacién en este periodo con el calculo de la pendiente de dicho

. . . . Temperatura °C variaciéon enejeY
periodo, asociando la razén entre temperatura y tiempo . =— =— — =
TLempo minutos variacion eneje X
26°C .
— = 22C /min.
13 min

El estudiante n°2 reconoce que la variacion en ese periodo corresponde a la razén entre

Temperatura °C
- =— y que esta es 2°C.
TLempo minutos
c) ¢Cual fue la variacién en ese periodo? dinloy <

) o /

llustracion 111: Respuesta estudiante n°2: TV c), Situacién Variacional 1, Tercer Momento.

El estudiante n° reconoce que la variacion en ese periodo corresponde al valor de la pendiente

c€) ¢éCuél fue la variacién en ese periodo?—

ST 2 [ o
- /]3 16 -

llustracion 112:Respuesta estudiante n°6: TV c), Situacion Variacional 1, Tercer Momento.

TV d): Elijje dos puntos de la grafica, coloca un palito en cada punto. ;Cual es la variacién entre

ambos puntos?
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Los estudiantes seleccionan puntos pertenecientes a la grafica propuesta y realizan los calculos

para determinar el valor de la variaciéon entre ambos puntos.

El estudiante n°8 selecciona dos puntos y calcula la variacion entre ambos puntos.

d) Elije dos puntos de la grafica, coloca un palito en cada punto. ¢{Cual es la variacion
entre ambos puntos?

Pi-32 w2 oC/
4 « 2 éﬂz 7 /)1!«

llustracion 113: Respuesta estudiante n°8: TV d), Situacion Variacional 1, Tercer Momento.
El estudiante n°7 selecciona dos puntos y calcula la variacion entre dichos puntos.

Elije dos puntos de la grafica, coloca un palito en cada punto. ¢Cual es la variacion

entre ambos puntos? P ('
( [0/_’\6) pz [2{—{/ ?Z)

e AP TR
a4 ~\2 a4

llustracion 114: Respuesta estudiante n°7: TV d), Situacion Variacional 1, Tercer Momento.

TV e): Deja uno fijo y el otro comienza a acercarlo lentamente. ;Qué sucede con la variacion a
medida que acerco los palitos?

Los estudiantes utilizan argumentos linguisticos para senalar que la variacién a medida que
acerco los palitos disminuye o aumenta dependiendo de que punto mantenga fijo, especificando

que se obtiene una pendiente mas pequefia si se mueve el punto hacia el eje Y.

El estudiante n° 8 sefiala que la variacion aumenta o disminuye dependiendo de que punto

mantenga fijo y si al final son paralelas al eje X0 Y.
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e) Deja uno fijo y el otro comienza a acercarlo lentamente. ¢Qué sucede con la
variacion a medida que acerco los palitos?

6J4 '.’.‘,(/yv(/)\- & O /,'/ DA YIN '7(, A8 WL P ,(J\f oA if/""JL ";« Vs S SO~
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llustracion 115: Respuesta estudiante n°8: TV e), Situacion Variacional 1, Tercer Momento.

El estudiante 10 sefala que se obtiene una pendiente mas pequena si se mueve hacia el eje Y.

e) Deja uno fijo y el otro comienza a acercarlo lentamente. ¢ Qué sucede con la
variacion a medida que acerco los palitos?

C

D OBT.eNE UNA PENDIENTL MAAS PeQuelt S8 Mueve &L PUNTS Wi h 20 o Yy

llustracion 116: Respuesta estudiante n°10: TV e), Situacion Variacional 1, Tercer Momento.

TV f): ;Cual es el valor de la variacién cuando ambos palitos se juntan?

Los estudiantes estiman que el valor de la variacion cuando ambos palitos se juntos tiende a estar
partido por cero, especifican ademas que si se juntan y son paralelos al eje X la variacion es de
0°C/min. Unos estudiantes sefalan que, si es paralela al eje Y, la variacion también es 0°C/min,
y manifiestan que tiende a expresarse como 0/0 lo que se indefine, pero valorizan unos puntos,
realizan los calculos, emanando que existe una situacion problematica en este punto. Dos

estudiantes no responden a la pregunta.

El Estudiante n°8 sefala que su estan juntas y paralelas al eje X es 0°C/min y su es paralela al

eje Y, también es 0°C/min.

) ¢Cudl es el valor de la variacién cuando ambos palitos se juntan?

A A an s e B e ) N °r/
A Npuwlo prnhkide v “Ah X 2y () C/w//, 7 POy A
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llustracion 117: Respuesta estudiante n°8: TV f), Situacion Variacional 1, Tercer Momento.
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EL Estudiante n°10 sefiala que tiende a expresarse como 0/0 lo que se indefine, pero selecciona
dos puntos y realiza los calculos correspondientes con el valor de dichos puntos.

00 . iuntan?
f) ¢Cudl es el valor de la variacion cuando ambos palitos se junta
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llustracion 118: Respuesta estudiante n°10: TV f), Situacion Variacional 1, Tercer Momento.

TV g): Si comparo el resultado de la pregunta d), con los resultados de la pregunta f) ;qué
obtengo?

Los estudiantes sefialan que mientras mas cerca o lejos esta el punto fijo, la variacién aumenta
o disminuye, sefialando ademas que se obtiene la pendiente. Cinco estudiantes no contestan la
pregunta.

Estudiante n°8 sefiala que mientras mas cerca o lejos esta el punto del punto fijo, la variacion

aumenta o disminuye.

g) Si comparo el resultado de la pregunta d), con los resultados de la pregunta f) ¢qué
obtengo?

7;"1"" Vv MO (ikeo O /y"- M/C;. .A:/: / .-.\,/)./,v- ol //".,vm/to\

7 /Z’J‘ AUV INAA P\ O L,;'/{d', & Gl A

llustracion 119:Respuesta estudiante n°8: TV g), Situacién Variacional 1, Tercer Momento.

Situacién Variacional 2:

TV a): Al observar la siguiente grafica:
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Temperatura (°C)

Tiempo (minutos)

llustracion 120: Gréfica propuesta para Situacion Variacional 2, Tercer Momento.

¢£como sera la situacion que esta vinculada con ella?

Los estudiantes proponen y producen los siguientes ejemplos relacionados con la situacion
planteada, un auto se calienta y luego se enfria muy rapido, se vuelve a calentar, una bebida se
calienta luego se enfria y luego se vuelve a calentar, esta ultima situacion sefialan que se puede
aplicar a cualquier liquido, o puede representar un cambio en la temperatura que sube, baja y

sube.

El estudiante n°2 sefiala que corresponde a una taza de café que se calienta luego se enfria y

luego se vuelve a calentar, o un liquido cualquiera.

a) ¢écémo serd la situacion que est4 vinculada con ella?

Jt 0 (slienin p :
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llustracion 121: Respuesta estudiante n°2: TV a), Situacion Variacional 2, Tercer Momento.

TV b): ;Cual es la temperatura inicial del mévil?

Los estudiantes observan y conjeturan que la temperatura inicial del moévil es mayor que cero o

que es igual a la del punto G.
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El estudiante n°1 sefiala que la temperatura es mayor a cero.

b) ¢Cual es la temperatura inicial del mévil?

llustracion 122: Respuesta estudiante n°1: TV b), Situacion Variacional 2, Tercer Momento.

EL Estudiante n°10 sefala que la temperatura es igual que en “G”.

b) ¢éCudl es la temperatura inicial del movil?

Lanse queev G

llustracion 123: Respuesta estudiante n°10: TV b), Situacion Variacional 2, Tercer Momento.

TV c): ;Donde es mayor la variacion de temperatura, en F o en H?

Los estudiantes comparan el valor de la temperatura alcanzada en los puntos F y H e identifican
que son muy parecidas, pero en H es ligeramente mayor.

El estudiante n°2 sefiala que la variacion corresponde a la pendiente y que en el punto H es

ligeramente mayor.

c) éDénde es mayor la variacion de temperatura, en F 0 en H?

000 (e i P, 16 L0 € ple
\

llustracion 124: Respuesta estudiante n°2: TV c), Situacién Variacional 2, Tercer Momento.

TV d): Describe lo que sucede entre cada par de punto.

Los estudiantes sefalan que en cada par de puntos varia la pendiente, y que la variacién toma
distintos valores a lo largo de la grafica en el plano cartesiano.

Estudiante n°9 sefiala que varia la pendiente.
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d) Describe lo que sucede entre cada par de punto.

vecie o pendiiente

llustracion 125: Respuesta estudiante n°9: TV d), Situacion Variacional 2, Tercer Momento.

Estudiante n°10 sefiala que la variacion toma distintos valores a lo largo del plano.

d) Describe lo que sucede entre cada par de punto.

|
\
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llustracion 126: Respuesta estudiante n°10: TV d), Situacion Variacional 2, Tercer Momento.

Situacién Variacional 3:

TV a): En base a la grafica de la actividad anterior. ;Podemos predecir lo que ocurrira con el

liquido respecto del tiempo y su temperatura, silo sometemos a condiciones similares? ;por qué?

Los estudiantes justifican lo que ocurrira con el fenémeno respecto del tiempo y la temperatura
sefialando que si es posible predecir lo que ocurrird pues es una experiencia ya realizada,
precisando ademas que esto dependera de que tan parecidas sean las condiciones del liquido y
que se puede obtener valores cercanos si se obtiene la funcién que define la temperatura en base

a puntos dados.

El estudiante n°4 sefiala que si ya que ya se aplico el experimento.

a) ¢éPodemos predecir lo que ocurrira con el liquido respecto del tiempo y su
temperatura, si lo sometemos a condiciones similares? ¢por qué?

oo

llustracion 127: Respuesta estudiante n°4: TV a), Situacion Variacional 3, Tercer Momento.

El estudiante n°9 sefala que depende de que tan parecido sean las condiciones del liquido, si

son iguales se puede predecir su comportamiento ya que existen datos que lo comprueban
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a) ¢Podemos predecir lo que ocurrira con el liquido respecto del tiempo y su
temperatura, si lo sometemos a condiciones similares? ¢ por qué?
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llustracion 128: Respuesta estudiante n°9: TV a), Situacion Variacional 3, Tercer Momento.

El estudiante n°10 sefiala que se puede obtener valores cercanos si se obtiene la funciéon que
define la temperatura en base a puntos dados.

a) éPodemos predecir lo

que ocurrira con el liquido respecto del ti
temperatura, silo so e Salore -

metemos a condiciones similares? épor qué?
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llustracion 129: Respuesta estudiante n°10: TV a), Situacion Variacional 3, Tercer Momento.

TV b): Si sélo cambiaramos la variable Temperatura por Distancia (metros). ;qué describiria esta

situacion?

Los estudiantes sustituyen la variable solicitada determinando que describiria a la velocidad y

describen que la velocidad corresponde a la distancia recorrida partido por tiempo.

El estudiante n°2 realiza un plano cartesiano donde ubica las variables, para apoyar su respuesta.

; : s). équé
b) Si sélo cambiéramos la variable Temperatura por Distancia (metros). &4
> ] -

describiria esta situaciéon? / d
Fln 1Yo

llustracion 130: Respuesta estudiante n°2: TV b), Situacion Variacional 3, Tercer Momento.

TV c): ;Donde es mayor la velocidad en B o en C?

Los estudiantes suponen lo que ocurre en cada punto, en base a las observaciones realizadas

para concluir que la mayor velocidad se da en el punto C, pues su pendiente es mayor.
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El estudiante n°6 sefiala que en el punto C, ya que la pendiente es mayor en dicho punto.

c) ¢éDdnde es mayor la velocidad en B o en C?

4V - Mo b 0 1 \.)/,'}‘b'.‘}c DL oA MY

llustracion 131: Respuesta estudiante n°6: TV c), Situacién Variacional 3, Tercer Momento.

TV d): Describe dénde aceleraba o desaceleraba el mévil, ;en A, Bo C?

Los estudiantes en base a la observacion de la grafica presentada describen que en el punto C
acelera, y en los puntos B y C desacelera.

El estudiante n°1 sefiala que acelera en Ay desaceleraen By C.

d) Describe dénde aceleraba o desaceleraba el mévil, éen A, B, C?

r

7

. ~
Vv -

llustracion 132: Respuesta estudiante n°1: TV d), Situacion Variacional 3, Tercer Momento.

TV e): ;Qué paso entre F, G y H?

Los estudiantes conjeturan que en los puntos F, G y H hubo un leve crecimiento en su velocidad,
que la velocidad aumenta, especificando que en F y H el movil acelera y en G su velocidad cambia
poco. Los estudiantes n°1, n°2 y n°3 sefialan que la velocidad disminuyo.

El estudiante n°10 sefiala que acelera en F y H, en G su velocidad cambia poco.

e) éQué paso entre F, Gy H?

:»~~'f.f, cn Fy R ,env B Su Verocioro cameir voco

llustracion 133: Respuesta estudiante n°10: TV e), Situacion Variacional 3, Tercer Momento.

El Estudiante n°5 sefiala que hubo un leve crecimiento de la velocidad.
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e) ¢Qué paso entreF, G y H?

q,'wéo en eve coecineen® A\ ebadsd

llustracion 134: Respuesta estudiante n°5: TV e), Situacion Variacional 3, Tercer Momento.

TV f): En que otra situacion, distinta al enfriamiento o calentamiento del agua, ¢podriamos

analizar el cambio? ;como?

Los estudiantes reconocen posibles aplicaciones del modelo anteriormente presentado en los
modelos como posicion/ tiempo, fuerza/tiempo, el gasto en un mes, al realizar el pago de la luz,
eficiencia de una maquina segun la temperatura de la misma, midiendo los datos segun las

variables y graficandolas.

El estudiante n°10 sefiala que, en la eficiencia de una maquina segun la temperatura, midiendo

datos segun las variables y graficar.

f) En que otra situacion, distinta al enfriamiento o calentamiento del agua,

¢podriamos analizar el cambio? écomo?

E CLCENCIA DE UNA  WIRVAA  SEGUY LA TemmeRAToR\ MIDIENDO DITOy secw LIS VARUDGs § GRAF cAwoseet

llustracion 135:Respuesta estudiante n°10: TV f), Situacion Variacional 3, Tercer Momento.

El estudiante n°2 sefiala que en la situacion posicion /tiempo y fuerza/tiempo se podria analizar

el cambio.

f) En que otra situacion, distinta al enfriamiento o calentamiento del agua,
¢épodriamos analizar el cambio? écémo?

o s T

Tt ‘1\3\ e ih
llustracion 136: Respuesta estudiante n°2: TV f), Situacion Variacional 3, Tercer Momento.
El estudiante n° 1 sefiala que en la situacion del como se calcula para pagar la luz en el mes se

podria analizar el cambio.
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f) En que otra situacién, distinta al enfriamiento o calentamiento del agua
épodriamos analizar el cambio? écémo?

e -~ S¢ (nf(,,;@ P

Can e/p L9 g
llustracion 137: Respuesta estudiante n°1: TV f), Situacion Variacional 3, Tercer Momento.

5.4. Analisis a Posteriori.

Al construir el analisis a Posteriori al contrastar el Analisis a Priori y la Experimentacion
evidenciamos que, en el Primer Momento, en la Situacién de Variacién 1 nos encontramos con

las siguientes conclusiones:

TV a): Los estudiantes observaron desde su entorno los cambios que se producen en su
cotidiano, identificando variables cuantitativas y cualitativas, dependientes e independientes.

Utilizando cédigos variaciones en lenguaje natural con tecnicismos matematicos.

TV b): Los estudiantes describen cuando algo cambia, reconociendo un antes y un después,
explorando dos estados, la comparacién la realizan utilizando como medidas lo que ellos

observan y a través de sus vivencias.

TV c): Los estudiantes explican mediante argumentos variaciones como caracterizar el antes y el
después, describiendo el cambio e identificando caracteristicas comunes. Nombran la grafica
como uno de los recursos que utilizarian para representar el cambio, ademas de tablas
comparativas, lineas de tiempo, e imagenes. Determinan caracteristicas que son percibidas

sensorialmente por ellos.

TV d): Los estudiantes representan el cambio ademas de identificar distintas formas para
representar dicho cambio. Identifican el tiempo como variable independiente y determinan que la
grafica debe estar en funcion del tiempo, atribuyéndole al eje X el tiempo y al eje Y la variable en

estudio.

En la Situacion Variacional 2 del Primer momento nos encontramos con las siguientes

conclusiones:

TV a): Los estudiantes seleccionan cual de las alternativas planteadas mejor representa la
situacion, hallando el patron de comportamiento que es coherente con la situacién en cuestion,

desarrollando un analisis global, sin embargo, ninguno de ellos raya las graficas presentadas.
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TV b): Los estudiantes justifican el por qué de la eleccién realizada identificando maximos y
minimos, comparando los graficos, por medio de un analisis local hablan de la seriacién de los
dias del mes, desde la variacion de los maximos y minimos, explicando el por qué del patrén de

comportamiento que seleccionaron explica la situacién de modelacion propuesta.

En la Situacion Variacional 3 del Primer momento nos encontramos con las siguientes

conclusiones:

TV a): Los estudiantes describen las variables presentes en el fendmeno de cambio planteado,
reconociendo dos estados (antes y el después) y reconociendo la existencia de una temperatura
ambiente, un estado de equilibrio, la perdida de calor en el tiempo, la mediciéon de este fendmeno
y reconocen que la taza en donde se encuentra el café absorbe energia. Elementos que no fueron

considerados en el analisis a priori, situados desde su experiencia.

TV b): Los estudiantes describen los cambios que se producen en pequefios intervalos de tiempo,
esbozan y representan dicho cambio argumentando desde el uso de la grafica, emanando lo
continuo y por intervalos de tiempo. reconocen la utilizacién de instrumentos con los cuales
podrian medir el cambio en la temperatura de dicho fenémeno. Identifican que en el infinito la
temperatura tiende a ser constante, reconociendo que se estabiliza en un punto. Ninguno de los

estudiantes utiliza una tabla para describir los cambios en pequefos intervalos de tiempo.

TV c): Los estudiantes analizan la situacion planteada y describen la misma para llegar a
argumentar el cambio en el tiempo determinado, construyendo la idea de un tiempo muy cercano,
de que solo es posible conocer la de un instante determinado, que es necesario conocer la
temperatura en un tiempo antes y después, como también responden que no es posible de

determinar. La grafica la utilizan como argumento que sostiene sus afirmaciones.

En la Situacion Variacional 4 del Primer momento nos encontramos con las siguientes

conclusiones:

TV a): Los estudiantes definen el significado del valor de la razén de calentamiento del pollo en
el horno, sefialando que la temperatura aumenta 3°C cada minuto, reconociendo en este el valor

de la pendiente del modelo matematico propuesto desde el cotidiano.

TV b): Los estudiantes interpretan la informacién entregada mediante el uso de la grafica pera
argumentar sus respuestas, algunos reconocen como temperatura inicial del pollo los 0°C y otros
le atribuyen una temperatura mayor a cero, donde se evidencia una problematica al considerar la
temperatura inicial del pollo. Su respuesta es expresada mediante la construccion de una grafica
construida en base a los conocimientos de la funcién lineal y afin, pero también recurren a

argumentos linguisticos para describir la situacion solicitada.
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TV c): Los estudiantes infieren acerca del valor de la pendiente, calculando que es 3, aplicando

el modelo algebraico y = 3x +t; 0 y = mx +n.

TV d): Los estudiantes identifican e infieren que el tiempo dependera de la temperatura inicial del
pollo, suponen que demorara 90 minutos si su temperatura inicial es de 0°C.

TV e): Los estudiantes calculan que en 30 minutos la temperatura sera de 90°C mas la

temperatura inicial del pollo, infieren que la temperatura final dependera de su temperatura inicial.

TV f) Los estudiantes argumentan su respuesta desde la grafica, encontrando un modelo lineal
inverso de la situacion de modelacion planteada, esbozan sus resultados mediante una
representacion grafica. Reconocen ademas la existencia de un punto de equilibrio en la
temperatura del pollo, aunque identifican que la razén en la cual disminuye la temperatura es la

misma en la cual aumenta.
TV g): Los estudiantes sefialan que el calculo después de los 7 minutos corresponde a 21°C.

En el Segundo Momento, en la Situaciéon de Variacion 1 nos encontramos con las siguientes

conclusiones:

TV a): Los estudiantes infieren respecto del tiempo que deberian esperar para poder beber la lata
fria de bebida y que este tiempo dependera de variables como la temperatura a la cual se

encuentra la bebida, la razén a la que enfria el refrigerador y la potencia del mismo.

TV b): Los estudiantes argumentan desde la representacion grafica de la curva en el plano
cartesiano, algunos identifican las variables en los ejes coordenados como también graduan los

ejes.

TV c): Los estudiantes examinan la situaciéon planteada y proponen las graficas construidas

utilizando los palitos entregados como una herramienta para trazar la curva.

TV d): Los estudiantes utilizan argumentos que construyen a partir de la representacion realizada
con los palitos, identificando que corresponde a la variacion de la temperatura en el tiempo.
Sefalan el palito corresponde a la variacion de temperaturas en un tiempo delta, y en un tiempo
determinado. Otra de las representaciones asignada por los estudiantes al palito es que este
corresponde a una aproximacion del cambio y a la pendiente.

TV e): Los estudiantes seleccionan tres palitos cualesquiera, algunos seleccionan tres palitos con
pendiente cero, otros seleccionan palitos en distintas posiciones y argumentan que la pendiente
de estos palitos tiende a disminuir, pero no es posible realizar un calculo exacto, porque esta

dependera del sistema de referencia que se tenga, otros estudiantes valorizan los palitos y
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realizan un calculo basados en dicha valorizacion. Los estudiantes realizan un bosquejo o dibujo
de los palitos seleccionados permitiéndoles representar y argumentar a través de esté sobre la
pendiente de los palitos; estas representaciones se presentan en un plano cartesiano y fuera de

este.

TV f). Algunos estudiantes seleccionan dos palitos cualesquiera sefialando que es necesario
valorizar dichos puntos para poder realizar los calculos solicitados. Otros estudiantes representan
el valor de los puntos como (x;,y,) v (x,,y,) representando el calculo por medio de la formula de

la pendiente de la recta a la cual pertenecen dichos puntos.

En la Situacién Variacional 2 del Segundo Momento nos encontramos con las siguientes

conclusiones:

TV a): Los estudiantes argumentan con frases en lenguaje natural como que al acercarse mucho
van a tener la misma pendiente y que este dependera pues puede aumentar o disminuir,
dependiendo de cual de los palitos dejemos fijo y cual acerquemos al otro; también sefialan que
si el palito se acerca hasta un punto donde queden paralelos al eje X su pendiente sera cero y si
el palito se acerca hasta un punto donde quede paralelo al eje Y su pendiente no se podra
determinar, este argumento es presentado con el apoyo de las graficas construidas en el plano

cartesiano.

TV b): Los estudiantes argumentan que cuando ambos puntitos comienzan a acercase la recta
secante pasa a ser tangente, apoyan esta justificacion desde el argumento de lo que sucede en
distintos instantes con los puntitos seleccionados. Otro argumento que emerge es del tipo
lingUistico con respecto de la derivada, reconociéndose que corresponde al valor de la recta

tangente en dicho punto, cuando acerco los puntitos.

En el Tercer Momento, en la Situacién de Variaciéon 1 nos encontramos con las siguientes

conclusiones:

TV a): Los estudiantes identifican la temperatura en minutos 2 y 15, realizan la operacion resta
entre dichos instantes, para luego calcular que la temperatura disminuyo 262C. No realizan ningun
argumento grafico en la pregunta. No manifiestan explicitamente que dicha diferencia

corresponde a las diferencias en el eje Y.

TV b): Los estudiantes calculan el tiempo que tarda en disminuir 262C corresponde a 13 minutos,
asociando la disminucion en el tiempo con la diferencia en el periodo. No manifiestan

explicitamente que dicha diferencia corresponde a las diferencias en el eje X.
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TV c): Los estudiantes asocian la variacion en este periodo con el calculo de la pendiente
utilizando, considerando y explicitando la informacion de las preguntas anteriores, de la variacion

en el eje X e Y, con el célculo de la pendiente en dicho periodo, asociando la razén entre la

. . Temperatura °C variaciéon en ejeY 26°C
temperatura y tiempo: = = =

Tiempo minutos variacién en eje X 13 min

= 22C /min.

TV d): Los estudiantes seleccionan puntos pertenecientes a la grafica propuesta y realizan
célculos para determinar el valor de variacion entre ambos puntos, llegando cada uno a distintos
resultados, esto permite comparar los palitos posicionados, observan que los palitos tienen
distinta variacion, pues dependera de la pendiente que ellos tengan, a mayor pendiente, mayor

variacion.

TV e): Los estudiantes comparan los palitos seleccionados, y distinguen las diferencias entre los
distintos estados de estos, utilizan argumentos lingUisticos para sefialar que la variacion a medida
que acerco los palitos aumenta o disminuye dependiendo de que punto mantengo fijo,
especificando que se obtiene una pendiente mas pequefia si se mueve el punto hacia el gje Y.
Concluyen en esta pregunta implicitamente que ambas pendientes son la misma cuando ambos
palitos se juntan.

TV f): Los estudiantes estiman que el valor de la variacion cuando ambos palitos se juntan tiende
0 epn .. , . . -z
a ser, especifican que si juntan y estan paralelas al eje X la variacion corresponde a 0. Uno de

los estudiantes manifiesta una situacién problematica que sefialando que cuando ambos se
juntan y estan paralelos al eje Y, entonces su variacion también es 0, seguido a ello realiza
célculos, considerando dos puntos para ello, que le da distinto de 0. Los estudiantes distinguen
la diferencia entre los estados, estiman la diferencia entre las pendientes sucesivas y como esta

aumenta o disminuye dependiendo de que puntito dejo fijo.

TV g): Los estudiantes sefialan que entre mas cerca o lejos este el punto fijo, la variacién aumenta
o disminuye, sefialando ademas que se obtiene la pendiente. No llegan a concluir que en la
pregunta d) la variacion corresponde al valor de la pendiente de los palitos y ambos tienen distinto

valor, en cambio en la pregunta f) ambos palitos tienen el mismo valor.

En la Situacion Variacional 2 del Tercer Momento nos encontramos con las siguientes

conclusiones:

TV a): Los estudiantes proponen y ejemplifican distintas situaciones en relacion al modelo

planteado en la grafica propuesta.

TV b): Los estudiantes observan y conjeturan que la temperatura inicial es mayor que cero o es
aproximadamente igual al valor de la del punto G.
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TV c): Los estudiantes comparan el valor de la temperatura alcanzada en los puntos F y H,

identificando que son muy parecidas, pero que en H es un tanto mayor.

TV d): Los estudiantes sefialan que en cada par de puntos la pendiente varia y que esta toma
distintos valores a lo largo de la grafica en el plano cartesiano, pero no realizan la descripcion

especifica para cada par de puntos.

En la Situacion Variacional 3 del Tercer Momento nos encontramos con las siguientes

conclusiones:

TV a): Los estudiantes justifican lo que ocurrira con el fendmeno respecto del tiempo vy la
temperatura sefialando que si es posible predecir lo que ocurrira pues esta experiencia ya ha sido

realizada, pues corresponde a un modelo de dicho fenédmeno.

TV b): Los estudiantes sustituyen la variable solicitada determinando que describan la velocidad,

especificando que esta corresponde a la distancia partido por tiempo.

TV c): Los estudiantes suponen que ocurre en cada punto en base a las observaciones realizadas
desde el grafico, aplicando los conocimientos y experiencias previas, concluyendo que en el punto

C la pendiente es mayor que en B.

TV d): Los estudiantes en base a la observacion de la grafica presentada describen que en el

punto C acelera y en los puntos B y C desacelera el movil.

TV e): Los estudiantes conjeturan que en los puntos F, G y H hubo un leve crecimiento en su
velocidad, que la velocidad aumenta, especificando que en F y H el movil acelera y en G su
velocidad cambia un poco. No sefialan explicitamente que la velocidad es siempre positiva en

estos puntos.

TV f): Los estudiantes reconocen posibles aplicaciones del modelo anteriormente presentado,
distinguen que, aunque cambie el nombre de las variables se sigue representado el cambio y la
variacion. Que es posible predecir en que otra situacion se podria aplicar el modelo anteriormente

visto, analizando las posibles aplicaciones.
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6. Conclusiones.

Consideramos que existe una desarticulacion entre la matematica de la escuela y la matematica
presente en primer afio de universidad, existen dos lenguajes que no dialogan entre ellos,
generandose un discurso matematico imperante en ambos mundos. La matematica escolar de cada

nivel se encuentra centrada en los objetos matematicos propios.

De acuerdo con lo sefialado por Cordero, Gémez, Silva-Crocci & Soto (2015) la epistemologia
dominante de cada nivel no considera el conocimiento matematico de la gente, por ende, de los
estudiantes, generandose una exclusion de la construccion social del conocimiento matematico, se
supone que ensefiamos para que los jovenes mejoren su cotidiano, pero lo que ensefiamos no
responde a situaciones de la su vida diaria. Peor aun, el conocimiento del cotidiano no se parece al
conocimiento entregado en las instituciones educacionales, reconociéndose que existen dos
epistemologias: la vida y la de la matematica escolar. Estas epistemologias no dialogan entre ellas,
legitimando que el conocimiento entregado en la escuela, en consecuencia, se genera la opacidad
del conocimiento de la vida. Los actores del sistema educacional se adhieren al dME legitimado, no

atreviéndose a trastocarlo.

Con nuestra situacion de aprendizaje pretendimos redisefiar el dME incluyendo el conocimiento
cotidiano de la gente, por medio de la Ley del Enfriamiento de Newton, socializando el
conocimiento que emerge de esta situacion, par asi generar una identidad entre la dialéctica del

conocimiento matematico y la del cotidiano del aula, la vida.

En la sociedad presente hoy en dia comienza a surgir, sobre todo en los jovenes que cursan
dichos niveles, respuestas a las preguntas obvias que surgen en forma natural como, por ejemplo:
¢y esto para qué me sirve?, i me va a servir cuando ejerza mi profesion? Por consiguiente, urge
cambiar la forma en la que estamos presentando la matematica, no se puede seguir haciendo
como se hacia tan sélo hace un par de décadas atras; los jévenes han cambiado, estamos en
una sociedad del conocimiento. Se evidencia la necesidad de un puente entre la matematica de
la escuela con la matematica de primer afio de la universidad, para ello se debe construir una
articulacion que permita este transito, de esta forma redisefiar el discurso matematico escolar.
Para poder crear dicha articulaciéon se hace necesaria la creacién de situaciones de aprendizaje,

que permitan desarrollar las habilidades que permitan afrontar la matematica de nivel superior.

La variacion es una nocién fundamental en la ensefianza superior, resulta ser esencial en el
calculo de primer afio de Ingenieria, pero este debe ser resignificado por los estudiantes, para
dar mayor significacion a conceptos mas complejos como lo son: el limite, la integral y la misma

derivada.
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Es de conocimiento que la universidad asume que los estudiantes vienen con algunos
conocimientos de base desde el colegio. En este nivel, por ejemplo, en el programa de estudio
de Calculo | perteneciente a la malla curricular de Ingenieria, de la Facultad de Ciencias de la
Universidad de Santiago de Chile, en el plan comun, encontramos los siguientes contenidos que
deben ser abordados en el curso, como la interpretacion geométrica de la funcién derivada como
razén de cambio y la utilizacién de la interpretacion geométrica de la derivada en un punto de la

curva, para calcular la pendiente de la recta tangente

En el nivel medio, de acuerdo a la propuesta curricular que no fue aprobada, especificamente en
el programa de estudio para tercero y cuarto medio, se pide que los estudiantes sean capaces de
identificar la nocién de cambio como rapidez instantanea, la razén de cambio en Economia o
Biologia, la recta tangente a una curva y la aceleracion como un caso de la segunda derivada,
con ello se debe profundizar en la importancia de modelar situaciones que involucran razones de
cambio promedio e instantaneo (aplicaciones a la fisica y casos de optimizacién), derivada de
una funcién y sus propiedades, para resolver problemas propios de la disciplina, de las ciencias

sociales y relacionados con la ciencia.

La evidencia internacional, como por ejemplo en la prueba PISA, encontramos que le cambio
debe ser descubierto y debe ser utilizado como predictivo de fendmenos de la naturaleza, ya que

es en esto fendomenos donde se evidencia la manifestacién del cambio.

Al comienzo de esta investigacion nos dimos cuenta de la importancia que ha tenido la
matematica en nuestra sociedad, invirtiéndose recursos y tiempo para intentar perfeccionar su
ensefianza. Son muchas las personas que dia a dia realizan numerosas investigaciones
referentes a la matematica, evidenciamos especificamente ello en las investigaciones referentes

a la derivada y que formaron parte de la inspiracion y guia para esta misma.

Por ejemplo, la investigacion de Vrancken y Engler (2014) Una Introduccién a la Derivada desde
la Variacién y el Cambio: resultados de una investigacion con estudiantes de primer afio de la
universidad que hace referencia al estudio del calculo, que juega un rol importante cuando es
necesario medir algun fenémeno y las variaciones que se producen en el mismo. La investigacion
de Garcia y Dolores (2011) Derivada: Una propuesta para su comprension en donde exponen los
principales elementos del disefio y puesta en escena de una propuesta para la ensefianza de la
derivada en estudiantes principiantes universitarios. La investigacion El lenguaje variacional en el
discurso de la informacion de Dolores (2010) donde analiza desde la Socioepistemologia, como
se usa el lenguaje variacional en el discurso de la informacién. La investigacion Una mirada a
investigaciones sobre la derivada desde la perspectiva del pensamiento y lenguaje variacional de
Engler y Camacho (2012) quienes se centran en las investigaciones sobre la ensefianza y el

aprendizaje de la derivada desde la perspectiva del pensamiento y lenguaje variacional.
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Distintas teorias intentan responder al entendimiento de la construccién del conocimiento
matematico, una de ellas es la Socioepistemologia que tiene por objetivo explorar las formas de
pensamiento matematico, fuera y dentro del aula. Esta perspectiva reconoce la importancia de
cuatro dimensiones: epistemoldgica, didactica, cognitiva y sociocultural. Desde donde se

cuestiona el qué, a quién y por qué ensefar las cuestiones matematicas.

Considerando todos aquellos antecedentes, nos fijamos como objetivo general de esta

investigacion:

Disenar y aplicar una situacion de aprendizaje, que permita introducir la nocién de la
derivada como razén de cambio, a partir del desarrollo del pensamiento y lenguaje
variacional, permitiendo articular los conocimientos y habilidades provenientes del nivel

medio con los conocimientos necesarios para el nivel superior.

Para disenar y aplicar la situacion dé aprendizaje, que permita introducir la nocién de la derivada
como razén de cambio, tomamos la mirada de la Socioepistemologia la cual permite brindar un
soporte tedrico para nuestra propuesta considerando al aprendiz, el saber mismo, permitiendo

resignificar los objetos matematicos en los niveles medio y superior.

Consideramos que los modelos educativos se olvidaron de las personas; cuando tomamos la
construccion social del conocimiento matematico y posicionamos nuevamente a las personas
desde ese lugar olvidado generamos que dicha ausencia, emanado desde el dME, genere tres
fenémenos entrelazados: la adherencia, la exclusién y la opacidad. Cuya base epistemolégica se
encuentra en los usos del conocimiento matematico, para asi lograr redisefiar el discurso
matematico escolar Esta investigacion se desarrolla a la luz del pensamiento y lenguaje
variacional, tomando el escenario sociocultural en el cual se centrara la situacion de aprendizaje,
por medio de la creacién de actividades, las practicas de referencia y la practica social, para asi
elaborar Situaciones Variacionales compuestas por Tareas Variacionales, que se explican por los
Argumentos Variacionales, que son articulados por medio de los Codigos Variacionales, que
generan una Estrategia Variacional recurriendo a las Estructuras Variacionales especificas.

Teniendo en cuenta los usos de la grafica y de la modelacion.

Para lograr nuestro objetivo general de investigacion nos propusimos los siguientes objetivos

especificos:

e Desarrollar una epistemologia de la derivada como razén de cambio a partir del
pensamiento y lenguaje variacional y el uso de la grafica.
o Disenar una propuesta de situacion de aprendizaje en un contexto de la ley del

enfriamiento de Newton y con utilizacién de la epistemologia de la derivada.
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e Aplicar la situacion de aprendizaje en un contexto particular de aula.
¢ Analizar los resultados de la aplicacion de la situacion a partir de una ingenieria
didactica.

¢ Rediseiiar la situacion de aprendizaje a partir de los datos obtenidos.

Todos estos objetivos se han cumplidos, desarrollamos una epistemologia de la derivada como
razén de cambio a partir del pensamiento y lenguaje variacional y el uso de la grafica. Disefiamos
una propuesta de situacion de aprendizaje en un contexto de la ley del enfriamiento de Newton y
por medio de la utilizacion de la epistemologia de la derivada. Aplicamos esta situacion de
aprendizaje en un contexto de aula a alumnos de un cuarto medio de un liceo cientifico humanista,
con perfil matematico y con intenciones de seguir estudiando alguna ingenieria. Analizamos los
resultados de la aplicacion de la situacion a partir de una ingenieria didactica y finalmente
redisefiamos la situacion a partir de los datos obtenidos, como se puede ver en el Anexo 7.2.

Consideramos en la construccion de la situacién de aprendizaje el analisis epistemoldgico
histérico. Pues para llegar a lo que hoy conocemos por derivada, tuvieron que transcurrir siglos
desde las primeras ideas relacionadas con la variacion, infinitesimales y tangentes. Evidenciamos
por medio de la epistemologia de la derivada, como esta es el concepto matematico que permite
cuantificar, describir y pronosticar la rapidez de la variacion en todos los fenédmenos de la
naturaleza o de las practicas humanas. Reconocimos que la derivada esta relacionada con tres
nociones fundamentales: el cambio, la razén promedio de cambio y la razén instantanea de
cambio. Siendo innumerables las aplicaciones de la derivada, todo lo relacionado con ella resulta
abstracto y complejo para los estudiantes, generandose serias dificultades al intentar comprender

de manera optima este concepto en el campo disciplinar.

Basandonos en el Estudio de la derivada desde la variaciéon y el cambio. Analisis historico-
epistemologia de Vrancken y Engler (2013), propusimos una presentacion de su evolucion
histérica, en relacién con las diferentes problematicas con respecto a la variacion en los diferentes
periodos de tiempo. Consideramos lo que sucede con ser humano en la pre-historia, y como en
la edad media representaban la vida cotidiana, contemplamos los trabajos de Oresme (1323 -
1382) y de Fermat (1601 — 1665) quienes utilizan elementos tipo grafico visual, asi como ideas
intuitivas del cambio, y lo que pasa con estos cuando se hacen muy pequefios. Tomamos,

ademas las ideas de Newton (1641 — 1727) quien trabaja con cantidades que varian en el tiempo.

El contexto que utilizaremos para el disefio la situacion de aprendizaje es La Ley del Enfriamiento
de Newton, brindado a los estudiantes participes de la situacién, el uso de herramientas y
situaciones en un contexto social, real y acercando la cotidianidad desde este ambito. Ademas,

utilizamos la idea que esta ley es un claro ejemplo de aplicacion de la razén de cambio.
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Para disefar y construir la situacion de aprendizaje se consideraron la prediccion, graficacion,
modelacion y el pensamiento y lenguaje variacional. Ademas, nos basamos en la construccion
de los momentos que realiza Zaldivar (2014) en su tesis doctoral. La situacion de aprendizaje se
conformo por nueve Situaciones Variacionales (SV), cuatro correspondientes al primer momento,
dos al segundo momento y tres al tercer momento. Cada una de las SV se compusieron de

dieciséis, ocho y diecisiete Tareas Variacionales respectivamente.

La situacion fue aplicada en un contexto de aula, y no pretendia ensefiar los resultados de la
misma, sino se brinda la oportunidad de que los estudiantes de cuarto medio, con alto interés por
la asignatura y con interese futuros de seguir estudiando alguna ingenieria, aprendieran

matematizando, organizando y reorganizando su realidad.

Para analizar los resultados se la aplicacion de la situacién se utilizo la ingenieria didactica, con
sus cuatro fases: analisis preliminar, concepcion y analisis a priori, experimentacion y analisis

posteriori.

En el analisis a priori, experimentaciéon y analisis posteriori fueron analizadas uno a uno los
momentos, las situaciones variacionales y cada una de las tareas variacionales. Evidenciando si
bien los jovenes responden de la manera que se esperaba, no logra quedar de manera explicita
el concepto de variacion claro. Los jovenes comienzan a experimentar con la idea del cambio,
luego con las ideas de variacion y pendiente, para continuar con la idea de razén de cambio, pero
la idea de derivada no se alcanza a desarrollar de una manera formal, s6lo queda implicito en el
estudiante. Quedando nuevamente este conocimiento soslayado. Trabajan con la idea de

movimiento y finalmente con la idea de prediccion.

En la situacion de aprendizaje cada uno de los momentos tenia una finalidad, es asi como
podemos pesquisar en la situacién variacional uno, del primer momento, que los estudiantes
abordaron el cambio logrando observar desde su entorno los cambios que se producen en su
cotidiano, identificando las variables, utilizando codigos variacionales en lenguaje natural, con
tecnicismos matematicos, pero ademas describiendo cuando algo cambia, reconociendo y
caracterizando un antes y un después, explorando dos estados, describiendo el cambio e
identificandolo con caracteristicas comunes, la grafica es nombrada como uno de los recursos
para representar el cambio. Determinan caracteristicas que son percibidas sensorialmente por
ellos. En la segunda y tercera situacion variacional los estudiantes lograron caracterizar la
variacion, hallando un patron de comportamiento coherente con la situacién planteada,
desarrollando un analisis global, para luego justificar el por qué de la eleccién identificando la
variacion de los maximos y minimos, comparando las representaciones graficas presentadas, por
medio de un analisis local de la seriacién de los dias del mes, explicando el por qué del patrén de

comportamiento que seleccionaron explica la situacion propuesta, ademas reconocen la
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existencia de una temperatura ambiente, de un estado de equilibrio, identificando que en el
infinito la temperatura tiende a ser contante, reconociendo la estabilidad en un punto, la perdida
de calor, la medicién del fenomeno y esbozan dicho cambio desde las argumentaciones nacidas
de la grafica, emanando el continuo y describiendo los cambios que se producen en pequefios
intervalos de tiempo. En la situacion variacional cuatro encontramos que los estudiantes
identifican la pendiente definiendo primeramente el valor de la razén de calentamiento del pollo
en el horno, interpretando la informacién entregada mediante el uso de la grafica para argumentar
sus respuestas, problematizando lo referente a la temperatura inicial del pollo, en cero o en una
temperatura mayor a cero; expresando su respuesta mediante la construccion de una grafica en
base a los conocimientos que poseen de la funcién lineal y afin, pero también recurriendo a
argumentos linglisticos para describir dicha situacion. Infieren a cerca del valor de la pendiente
y aplicandola al modelo algebraico. Reconocen que la variacion en la temperatura y el tiempo,
dependera de las condiciones iniciales del pollo, y que la pendiente tendra relacion con dichas
variaciones. Argumentan su respuesta desde la grafica, encontrando un modelo lineal de la

situacion de modelacién planteada.

En el segundo momento, conducia al estudiante a reconocer la nocion de cambio como la
pendiente de la recta tangente a la curva, induciendo a este para que transitara desde la
pendiente a la razén de cambio, como se puede encontrar en lo que construyeron en la situacion
variacional uno, donde estos infieren respecto del tiempo que deben esperar para beber la lata
fria, y como este tiempo dependera de variables como la temperatura a la cual se encuentra la
bebida, la potencia del refrigerador y la razén a la cual enfria. Argumentan desde la
representacion grafica de la curva en el plano cartesiano, identificando las variables en los ejes
cartesianos y graduandolos, examinan la situacion planteada y proponen graficas construidas
utilizando solo los palitos entregados como una herramienta para trazar la curva. Los estudiantes
utilizan argumentos que construyen a partir de la representacion realizada, identificando que los
palitos corresponden a la variacion de temperaturas en un tiempo delta, y en un tiempo
determinado. Otra de las representaciones asignada por los estudiantes al palito es que este
corresponde a una aproximacién del cambio y a la pendiente. Al seleccionar los palitos solicitados,
los estudiantes determinan que la pendiente tiende a disminuir, pero que no es posible realizar
un calculo exacto del valor de la misma, porque dependera del sistema de referencia que se este
utilizando, algunos valorizan estos puntos para poder realizar los célculos seleccionados y otros
representan el valor de los puntos como (x;,y;) Y (x,,y,) representando el calculo por medio de
la formula de la pendiente de la recta. En la situaciéon variacional dos se esperaba que los
estudiantes interpretaran geométricamente la derivada como razén de cambio, trabajando
implicitamente con la derivada, argumentando con frases en lenguaje natural como que al
acercarse mucho van a tener la misma pendiente y este valor dependera de cual palito fijemos y

cual sea el que acerquemos, especificando que si el palito que se acerca hasta un punto que
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quede paralelo al eje Y su pendiente no se podra determinar y si el palito se acerca hasta un
punto donde quede paralelo al aje X, su pendiente sera cero. Los estudiantes ademas
argumentan que cuando ambos palitos comienzan a acercarse la recta secante pasa a ser
tangente, apoyando dicha justificacion desde el argumento de lo que sucede en distintos

momentos con los puntitos seleccionados.

En la situacion variacional uno, del tercer momento encontramos que se pretendia llevar al
estudiante a trabajar la derivada como rapidez instantanea, reconociendo la nocién de cambio
como la rapidez instantanea en el enfriamiento o calentamiento del agua. Para ello los estudiantes
identifican la temperatura en dos instantes de temperatura, para luego calcular la variacion de la
temperatura en dichos instantes. En un segundo momento se pretende que los estudiantes
calculen la variacion en el tiempo para alcanzar una temperatura. los estudiantes calculan la
variacion en ese periodo, calculando la pendiente asociada a la razén en la variacion de
temperatura/tiempo. En una segunda instancia los estudiantes observan que los palitos tienen
distinta variacion, pues esta depende de la pendiente que ellos tengan, a mayor pendiente, mayor
variacion; comparando los palitos seleccionados distinguiendo las diferencias entre los distintos
estados de estos, utilizando argumentos linguisticos para describir que la variacién a medida que
acerco los palitos aumenta o disminuye dependiendo del punto que deje fijo. Concluyendo que

ambas pendientes seran las mismas cuando ambos palitos se juntan. Los estudiantes estiman
. 1 . . . 0 . .
que el valor de la variacion cuando ambos palitos se juntan tiende a ser p espeficando que si se

juntan y estan paralelas al eje X la variacion es cero. Uno de los estudiantes manifiesta una
situacion problematica respecto de lo que pasa cuando ambos palitos se juntan y quedan
paralelos al eje Y. los estudiantes distinguen las diferencias entre los estados de los palitos,
estimando la diferencia entre las pendientes sucesivas y como esta aumenta o disminuye
dependiendo del punto que deje fijo. No llegan a concluir que la en la pregunta d) la variacion
corresponde al valor de la pendiente de los palitos y ambos tienen distinto valor, en cambio en la

pregunta f) ambos palitos tienen el mismo valor.

En la situacion variacional dos se pretendia que el estudiante se enfrente con el movimiento,
siendo un fenémeno previo a la velocidad, rapidez y aceleracion del un mévil. Estos proponen y
ejemplifican distintas situaciones en relacion al modelo planteado en la grafica propuesta, ademas
observan y conjeturan como la temperatura inicial es mayor que cero o aproximadamente igual
al valor de la del punto G, comparan el valor de las temperaturas en algunos puntos seleccionados
de la grafica, identificando que la pendiente en cada par de puntos la pendiente varia y que esta
toma distintos valores a lo largo de la grafica en el plano cartesiano, pero no realizan la

descripcioén especifica para cada par de puntos.
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En la situacion variacional tres se esperaba que los estudiantes describan la velocidad, rapidez y
aceleracion de un movil en un periodo de tiempo para llegar a la prediccion del cambio
justificando lo que ocurrira con el fenédmeno respecto del tiempo y la temperatura, sefialando que
es posible predecir lo que ocurrira puesta esta experiencia ya ha sido realizada, pues corresponde
a un modelo de dicho fenémeno. Los estudiantes sustituyen las variables solicitadas
determinando que describen a la velocidad, ademas estudian lo que sucede en distintos puntos
de la grafica, donde acelera y desacelera el movil, conjeturan respecto de la velocidad y como
esta cambia. Reconocen posibles aplicaciones del modelo anteriormente presentando cambiando

el nombre de las variables, pues contintia representando el cambio y la variacion.

Es importante perfeccionar la guia de trabajo que materializa la situacion de aprendizaje
planteada, en la cual los estudiantes evidencian los significados construidos en cada etapa,
incluyendo formalizaciones de cada uno de los contenidos vistos. Esto con el afan de robustecer
la articulaciéon entre los conocimientos matematicos de nivel medio con los conocimientos
matematicos de nivel superior, por ello proponemos el siguiente redisefio de la situacion de

aprendizaje a partir de los datos obtenidos:
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8. Anexos.

8.1. Situacion de Aprendizaje Aplicada

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE

FACULTAD DE CIENCIA

DEPTO. DE MATEM. Y CIENCIA DE LA COMPUTACION

St

Situacion de aprendizaje

Primer Momento:

Actividad 1: Analizar el cambio a través del tiempo.

a) ¢Podrias identificar elementos de tu entorno que sufren alguna modificacién a través
del tiempo?

b) ¢Cdémo notas estos cambios?

c) ¢Cuales son las caracteristicas antes y después del cambio?

d) ¢Como podrias representar este cambio?

Actividad 2: Determinar procesos para el cambio.

Ernesto esta estudiando como cambia la temperatura a lo largo de los dias en un mes en la ciudad
de Santiago.

a) ¢Cual de estos graficos representa mejor esta situacion?
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A) B)

Q) , D) .

b) ¢por qué?

Actividad 3: Determinar la variacion en una cantidad de tiempo
Si dejas enfriando una taza de café para poder beberla, ya que se encuentra muy calienta.

a) ¢Como podrias describir el cambio?
b) ¢Cdémo podrias describir el cambio en pequefios intervalos de tiempo?
c) ¢Como podrias describir el cambio un tiempo determinado?

Actividad 4: Identificar la pendiente como el cociente entre la variacion de la ordenada y la
variacion de la abscisa.

Si poseemos un pollo asado, y lo metemos en el horno. Este se calienta a razon de 3°C/minutos.

¢ Qué significa este valor?

¢ Qué significa graficamente?

¢, Cual es el valor de la pendiente de la grafica en un punto?

¢ A los cuantos minutos alcanza los 270°C?

¢, Cual es su temperatura a los 30 minutos?

¢ Qué sucede con la grafica cuando el pollo lo sacamos del horno y se enfria a razon de
3°C/minuto?

-
222022
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g) ¢Cuanto se ha enfriado después de 7 minutos?

Segundo Momento:

Actividad 1: Reconocer la nocién de cambio como la pendiente de la recta tangente a la
curva.

Supon que posees una bebida en lata, tienes mucha sed, pero esta esta tibia. Decides colocar la
bebida en el refrigerador para enfriarla.

a) ¢Cuanto tiempo debes esperar para poder tomar la lata de bebida fria?
b) ¢Cbmo seria la curva que representa el enfriamiento de la lata de bebida a través del
tiempo en el plano cartesiano?

Realiza nuevamente esta curva solo utilizando palitos, lo mas precisa posible.

a) ¢Cual es la posicion mas conveniente al colocar los palitos?

b) ¢Qué representa el palito en esta situacion?

c) Elije tres palitos cualesquiera, (y marcalos en la hoja) ¢ cual es la pendiente de estos
palitos?

d) Elije dos puntos cualquiera de la grafica y calcula la pendiente entre ellos.

Actividad 2. Interpretar geométricamente la derivada como razén de cambio.

e) ¢Qué pasa con la pendiente a medida que dejo uno de los puntos fijos y comienzo

acercar el otro?

Marca en la hoja, la pendiente cuando ambos puntitos son uno.

f)  ¢qué significa acercar un palito al otro fijo, en el problema de la lata de bebida?
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Tercer Momento:

Actividad 1: Reconocer la nocion de cambio como la rapidez instantanea en el enfriamiento
o calentamiento del agua.

Tienes una taza de café, y este se encuentra a 80°C, la temperatura ambiente del lugar donde te
encuentras es de 24°C, cuando transcurren 4 minutos desde que se sirvid, la temperatura del café
es de 68°C. A los 15 minutos de servido el café se encuentra a los 48°C. Esta situacion se puede
observar en la siguiente grafica:

. Temperatura (°C)

(34,32)

(88,24)

Tiempo (minutos)

0
0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 S0 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80 82 84 86 88 90 92 94 96 98

¢, Cuanto disminuyo la temperatura entre el minuto 2 y 15?

¢, Cuanto tiempo tardo en ello?

¢ Cual fue la variacion en ese periodo?

Elije dos puntos de la grafica, coloca un palito en cada punto. ¢ Cudl es la variacion

entre ambos puntos?

e) Deja uno fijo y el otro comienza a acercarlo lentamente. ;Qué sucede con la variacion a
medida que acerco los palitos?

f) ¢ Cual es el valor de la variacion cuando ambos palitos se juntan?

g) Sicomparo el resultado de la pregunta d), con los resultados de la pregunta f) ¢ qué

obtengo?

O 0 0o
— — = —
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Actividad 2: Describir la velocidad, la rapidez y la aceleracion de un mévil en un periodo
de tiempo.

Al observar la siguientes grafica:

Temperatura (°C)

\ Tiempo (minutos)

¢,cOmo sera la situacion que esta vinculada con ella?

¢, Cual es la temperatura inicial del movil?

¢, Donde es mayor la variacion de temperatura, en F o en H?
Describe lo que sucede entre cada par de punto.

O 0T
_— = —

Actividad 3: Predecir el cambio

En base a la grafica de la actividad anterior.

a) ¢Podemos predecir lo que ocurrira con el liquido respecto del tiempo y su temperatura,
si lo sometemos a condiciones similares? ¢ por qué?

b) Si sélo cambiaramos la variable Temperatura por Distancia (metros). ¢ qué describiria
esta situacion?

c) ¢Donde es mayor la velocidad en B o en C?

d) Describe dénde aceleraba o desaceleraba el mévil, jen A, B o C?

e) ¢Qué pasoentre F, GyH?

f) En que otra situacion, distinta al enfriamiento o calentamiento del agua, ¢ podriamos
analizar el cambio? ¢cémo?
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8.2. Situacion de Aprendizaje Redisenada.

UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE

FACULTAD DE CIENCIA

DEPTO. DE MATEM. Y CIENCIA DE LA COMPUTACION

St

Situacion de aprendizaje

Primer Momento:

Actividad 1: Responde a las siguientes preguntas.
a) ¢Podrias identificar elementos de tu entorno que sufren alguna modificacién a través
del tiempo?
b) ¢Cbémo notas estos cambios?
c) ¢Cuales son las caracteristicas antes y después del cambio?
d) ¢Como podrias representar este cambio?

Actividad 2:

Ernesto esta estudiando como cambia la temperatura a lo largo de los dias en un mes en la ciudad
de Santiago.

a) ¢Cual de estos graficos representa mejor esta situacion?

A) B)

o o™

b) ¢por qué?
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Actividad 3: Si dejas enfriando una taza de café para poder beberla, ya que se encuentra muy
caliente.

a) ¢Como podrias describir el cambio?
b) ¢Cdémo podrias representar el cambio en pequefios intervalos de tiempo?
c) ¢Como podrias analizar el cambio un tiempo determinado?

Actividad 4: Si poseemos un pollo asado, y lo metemos en el horno. Este se calienta a razén de
3°C/minutos.

a) ¢Qué significa este valor?

b) ¢Qué significa graficamente?

c) ¢Cual es el valor de la pendiente de la grafica en un punto?

d) ¢A los cuantos minutos alcanza los 270°C?

e) ¢Cual es sutemperatura a los 30 minutos?

f) ¢ Qué sucede con la grafica cuando el pollo lo sacamos del horno y se enfria a razén de
3°C/minuto?

g) ¢Cuanto se ha enfriado después de 7 minutos?

Segundo Momento:

Actividad 1: Supdn que posees una bebida en lata, tienes mucha sed, pero esta esta tibia.
Decides colocar la bebida en el refrigerador para enfriarla.

a) ¢Cuanto tiempo debes esperar para poder tomar la lata de bebida fria?
b) ¢Cbmo seria la curva que representa el enfriamiento de la lata de bebida a través del
tiempo en el plano cartesiano?

Considerando que el tiempo es una variable continua. Realiza nuevamente esta curva sélo
utilizando palitos, lo mas precisa posible.

c) ¢Cual es la posicion mas conveniente al colocar los palitos?

d) ¢Qué representa el palito en esta situacion?

e) Elije tres palitos cualesquiera, (y marcalos en la hoja) ¢ cual es la pendiente de estos
palitos?

Actividad 2. En base a la situacion anterior.

a) Elije dos puntos cualquiera de la grafica y calcula la pendiente entre ellos.

b) ¢Qué pasa con la pendiente a medida que dejo uno de los puntos fijos y comienzo acercar
el otro?

c) Marca en la hoja, la pendiente cuando ambos puntitos son uno. ¢ Qué significa acercar
un palito al otro fijo, en el problema de la lata de bebida?
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Tercer Momento:

Actividad 1: Tienes una taza de café, y este se encuentra a 80°C, la temperatura ambiente del
lugar donde te encuentras es de 24°C, cuando transcurren t4 minutos desde que se sirvid, la
temperatura del café es de 68°C. A los 15 minutos de servido el café se encuentra a los 48°C.
Esta situacion se puede observar en la siguiente grafica:

. Temperatura (°C)

(34,32)

(88,24)

Tiempo (minutos)

0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 S0 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80 82 84 86 88 90 92 94 96 98

¢, Cuanto disminuyo la temperatura entre el minuto 2 y 15?

¢, Cuanto tiempo tardo en ello?

¢ Cual fue la variacion en ese periodo?

Elije dos puntos de la grafica, coloca un palito en cada punto. ¢ Como es la variacion

entre ambos puntos?

e) Deja uno fijo y el otro comienza a acercarlo lentamente. ;Qué sucede con la variacion a
medida que acerco los palitos?

f) ¢ Como es el valor de la variacién cuando ambos palitos se juntan?

g) Sicomparo el resultado de la pregunta d), con los resultados de la pregunta f) ¢ qué

obtengo?

O 0 T
— — = —
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Actividad 2: Al observar la siguiente grafica:

O 0 T
_— = —

Temperatura (°C)

\ Tiempo (minutos)

¢,cOmo sera la situacion que esta vinculada con ella?

¢, Cual es la temperatura inicial del movil?

¢, Donde es mayor la variacion de temperatura, en F o en H?
Describe lo que sucede entre cada par de punto.

Actividad 3: En base a la grafica de la actividad anterior.

¢,Podemos predecir lo que ocurrira con el liquido respecto del tiempo y su temperatura,
si lo sometemos a condiciones similares? ¢ por qué?

Si s6lo cambiaramos la variable Temperatura por Distancia (metros). ¢ qué describiria
esta situacion?

¢ Dénde es mayor la velocidad en B o en C?

Describe dénde aceleraba o desaceleraba el mévil, jen A, B o C?

¢, Qué paso entre F, Gy H?

En que otra situacion, distinta al enfriamiento o calentamiento del agua, ¢ podriamos
analizar el cambio? ¢como?
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