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Resumen

Este proyecto de tesis tiene como objetivo redisefiar una situacion de aprendizaje orientado a la
resignificacién de la ecuacidn diferencial en una comunidad de Ingenieros Comerciales a través
de los usos de la Economia en la ley de oferta y la demanda, fundamentada con argumentos
tedricos entregados por la teoria socioepistemoldgica de la Matematica Educativa. En particular,
la fuente de los argumentos es el libro “El comportamiento con tendencia, lo estable y las
ecuaciones diferenciales lineales. Una argumentacion grafica” de Cordero, Solis, Buendia,
Mendoza y Zaldivar (2016).

Con los argumentos se pretende que el estudiante de Ingenieria Comercial identifique y analice
las relaciones que posibiliten la interaccién entre los contextos algebraico y gréafico, y que
posteriormente pueda usar esta epistemologia en el estudio de un fenémeno econémico como
es el de oferta y demanda. En este sentido, el redisefio de situacion consiste en una serie de
actividades que tienen como objetivo general desarrollar relaciones entre el contexto algebraico
y el contexto grafico de las funciones que componen la ecuacion diferencial lineal de la forma
y'(t) +ay(t) =F(), ay'(t) +y(t) = F(t). Dicho comportamiento implica la variacion del
parametro a en lugar de resolver la ecuacién diferencial para hallar las soluciones, y ademas
considerar dichas soluciones ahora como un modelo que determina comportamientos y

tendencias.

Esta categoria del comportamiento tendencial quiere decir que se analizan las ecuaciones
diferenciales desde una mirada cualitativa, es decir, la preocupacién no esta en la resolucién de
la ecuacién diferencial, sino que en el comportamiento de las soluciones que tienden a la funcién
a la cual estéa igualada la ecuacion. Con esta epistemologia se busca la relacion funcional de la

ecuacion diferencial en un modelo dinamico de mercado (ley de oferta y demanda).

Las ecuaciones diferenciales es una rama de la matematica que carece de sentido en el
aprendizaje de los estudiantes de ingenieria comercial ya que, tanto en los libros de texto como
en la ensefianza tradicional, se centran principalmente en métodos algebraicos. Esto involucra
un proceso analitico que cuando se experimentan las ecuaciones diferenciales con algin

problema aplicado, este se hace a través de un problema alejado de su contexto disciplinario.



Abstract

The objective of this thesis project was to design a learning situation oriented towards the
resignification of the differential equation in a community of Commercial Engineers through the
uses of the Economy in the law of supply and demand, based on theoretical arguments delivered
by the socioepistemological theory of Educational Mathematics. In particular, the source of the
arguments is the book "The trend behavior, the stable and linear differential equations. A graphic

argument " from Cordero, Solis, Buendia, Mendoza y Zaldivar (2016).

It is intended that the student of Commercial Engineering identify and analyze the relationships
that enable the interaction between the algebraic and graphic contexts, and that later he can use

this epistemology in the study of an economic phenomenon such as supply and demand.

In this sense, the situation redesign consists of a series of activities whose general objective is to
develop relationships between the algebraic context and the graphic context of the functions that
make up the linear differential equation of the form y'(t) + ay(t) = F(t), ay'(t) + y(t) = F(t).
This behavior implies the variation of the parameter a instead of solving the differential equation
to find the solutions, and also consider these solutions now as a model that determines behaviors
and trends.

This category of trend behavior means that differential equations are analyzed from a qualitative
perspective, that is, the concern is not in the resolution of the differential equation, but in the
behavior of the solutions that tend to the function to which the equation is equated. This
epistemology seeks the functional relationship of the differential equation in a dynamic market
model (law of supply and demand).

Differential equations is a branch of mathematics that has no meaning in the learning of
commercial engineering students since, in both textbooks and traditional teaching, they focus
mainly on algebraic methods. This involves an analytical process that when differential equations
are experienced with some applied problem, this is done through a problem far from its

disciplinary context.



Introduccion

Este proyecto de tesis tiene como objetivo redisefiar una situacion de aprendizaje orientado a la
resignificacién de la ecuacién diferencial en una comunidad de Ingenieros Comerciales a través
de los usos de la Economia en la ley de oferta y la demanda, fundamentada con argumentos

tedricos entregados por la teoria socioepistemoldgica de la Matematica Educativa.

Lo que se busca es que el estudiante de Ingenieria Comercial por medio de elementos didacticos
identifique y analice las relaciones que posibiliten la interaccion entre los contextos algebraico?! y
gréfico, y que posteriormente pueda usar esta epistemologia en el estudio de un fenébmeno
econdmico como es el de oferta y demanda. Esta interaccién se dara a partir de considerar

nociones de comportamiento de las funciones con cierta tendencia.

En este sentido, el redisefio de situacion consiste en una serie de actividades que tienen como
objetivo general desarrollar relaciones entre el contexto algebraico y el contexto grafico de las
funciones que componen la ecuacion diferencial lineal de la forma y'(t) + ay(t) = F(t), ay'(t) +
y(t) = F(t). Dicho comportamiento implica la variacion del pardmetro a en lugar de resolver la
ecuacion diferencial para hallar las soluciones, y ademas considerar dichas soluciones ahora

como un modelo que determina comportamientos y tendencias.

Esta categoria del comportamiento tendencial quiere decir que se analizan las ecuaciones
diferenciales desde una mirada cualitativa, es decir, la preocupacién no esta en la resolucién de
la ecuacién diferencial, sino que en el comportamiento de las soluciones que tienden a la funcién
a la cual esté igualada la ecuacion. Con esta epistemologia se busca la relacion funcional de la

ecuacion diferencial en un modelo dindmico de mercado (ley de oferta y demanda).

Hoy la matematica escolar manifiesta que el conocimiento es intacto, sin posibilidades de
modificarse, normada por una matematica estructurada, donde el estudiante sélo se remite a la
tarea de aprenderlo o conocerlo, mas no a construirlo. Esto origina que escinda de sentidos y

significados, soslayando y opacando la pluralidad del pensamiento matematico.

Al respecto Mendoza (2012) sefala, “que no se ha logrado que el conocimiento matematico sea
funcional, en tanto que se busca explicar la matematica desde la matematica misma, soslayando
otros campos cientificos que le permitieron su desarrollo e incluso, desconociendo las practicas

de referencia que hicieron surgir el conocimiento matematico”. Entonces se observa que hay

! Lo algebraico se toma del libro “El comportamiento con tendencia, lo estable y las ecuaciones diferenciales
lineales. Una argumentacion grdfica” de Cordero, Solis, Buendia, Mendoza y Zaldivar (2016). Este término se
manifiesta a lo largo de toda la tesis y semanticamente sera lo mismo que lo algoritmico.



ausencia de marcos de referencia para resignificar el conocimiento matematico, utilitario, lineal y

estatico, que se ha centrado principalmente en los objetos matematicos.

La socioepistemologia propone una resignificacion de la ecuacion diferencial, ya que proporciona
elementos que permiten a los estudiantes construir una matematica funcional. La matematica
funcional hace referencia a que los estudiantes usen los conceptos en diferentes situaciones,
pero que estos no sean utilizados porque el profesor les ensefié problemas tipos, sino que sean

capaces de dada una situacién dar un uso propio a lo aprendido.

De este modo, en el proyecto de tesis se hace uso de la epistemologia que propone Cordero,
Solis, Buendia, Mendoza y Zaldivar en el libro “El comportamiento con tendencia, lo estable y las
ecuaciones diferenciales. Una argumentacion grafica” (2016), en el que plantean que el
comportamiento tendencial de las soluciones llevan a métodos cualitativos y establece relaciones
entre las funciones que componen la ecuacion diferencial. Ademas sefialan que la grafica de la
solucién de una ecuacion diferencial lineal es un comportamiento que se mira de forma completa
y es un significado de la ecuacién diferencial. Los usos que se les puede dar a la gréfica hacen
emerger conocimientos que no son considerados en el discurso Matematico Escolar (dME),
que entre sus consecuencias no considera los usos de estas ecuaciones en la comunidad de los

Ingenieros Comerciales.

Con respecto a lo situacional, la epistemologia del comportamiento tendencial de las funciones
(Cordero et. al., 2016) se articula con el modelo dinamico de oferta y demanda del economista
Ledén Walras (1874).

De este modo, el proyecto de tesis se estructura en cinco capitulos en los cuales se desarrollan

las ideas antes expuestas.

En el primer capitulo del proyecto se desarrolla una contextualizacién del escenario en el cual se
da la problematica y se define la comunidad a la cual estara dirigido la secuencia de aprendizaje.
Ademas se muestra una parte de los contenidos del curso en cuestién y se hace un andlisis de
algunos textos usados como textos guias del curso (Mat023), donde la mayoria de ellos
presentan una vision de las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden desde un contexto
gue identificaremos como lo algebraico. Por otro lado, se expondran las motivaciones y objetivos
de este trabajo de tesis que se relacionan con un redisefio de la situacion de aprendizaje que

resignifique las ecuaciones diferenciales de primer orden en estudiantes de ingenieria comercial.

En el segundo capitulo se hace un estado del arte desde la Matematica Educativa acerca de las
ecuaciones diferenciales. Asimismo, se formula a la ley de oferta y demanda de Walras (1874)

como lo situacional del redisefio de situacion de aprendizaje.



En el capitulo tres se describen los elementos tedricos que permiten el andlisis presentado en
este proyecto. Se destaca a la Teoria Socioepistemolégica de la Matematica Educativa como el
Marco Tedrico que se usa en este proyecto. Asimismo, se desarrollan los aspectos
metodolégicos del proyecto. En este sentido, se usa como metodologia de investigacién a la
Ingenieria Didactica, por lo que se plantean las diferentes fases como mecanismos de validacion
interna del disefio de situacién que aqui se propone. Las fases se relacionan con: el analisis
preliminar de los argumentos epistemoldgicos; el analisis a priori y disefio de la situacion; la
experimentacion y el andlisis a posteriori; y finalmente la confrontacion entre el analisis a priori

con el posteriori, lo que permitird validar el disefio.

El cuarto capitulo presenta el andlisis a priori de la situacién de aprendizaje, donde en primera
instancia se analizan por actividad cada una de las posibles y esperadas respuestas que puedan
dar los estudiantes al experimentar con la secuencia. En una segunda instancia, luego de la
experimentacién del redisefio de situacion, se presenta el analisis a posteriori de cada una de
las respuestas de los estudiantes, para luego hacer una confrontacién de estos resultados con
los que se proponia como posibles respuestas en el andlisis a priori. Esto permitié ajustar la

secuencia del disefio y generar algunas reflexiones para futuros proyectos.

En el quinto capitulo se presentan las conclusiones principales de este proyecto, y de
consideraciones que se tuvieron antes de experimentar el disefio.

Finalmente, en el Anexo se muestra la situacion de aprendizaje que se experimentd con la
comunidad de Ingenieros Comerciales y cuyo andlisis expresa la resignificacion de las

ecuaciones diferenciales lineales en un escenario de ley de oferta y demanda.






CAPITULO I: La problemética






CAPITULO I: La Problematica

Este proyecto de tesis hace uso de una epistemologia del conocimiento matematico que dota de
nuevos significados a la enseflanza y aprendizaje del conocimiento matematico. La
epistemologia puesta en uso se constituye en un programa de investigacién que estudia al
conocimiento matematico como una construccion social, es decir, se estudia a la matematica no
como un saber estatico y preestablecido, sino como un conocimiento con significados propios

que se resignifica de acuerdo a lo situacional en que es usado.
1.1. Motivaciones de la investigacion

Este proyecto de tesis se plantea sobre la base de interrogantes y vacios que dan a conocer
estudiantes de Ingenieria Comercial, de una universidad chilena, al cursar la asignatura de
Matematicas 3 (Mat023). Este proyecto, especificamente, fortalece el tema de ecuaciones

diferenciales de primer orden.

Cabe destacar que los estudiantes, manifiestan que los contenidos programéticos de la asignatura
son extensos y abstractos y que en general no existe ningln tipo de relacion entre los que se les

ensefa y lo que tiene que ver con su campo laboral.

En este sentido, cuando se estudian las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales, estas se
relacionan con el mundo de la ingenieria, esto es, problemas de caida libre, desintegracion
radioactiva, crecimiento poblacional, problemas de persecucién, mezclas, entre otros. Aplicaciones

que estan alejados del campo laboral de un Ingeniero Comercial.

En este escenario cabe citar a Cordero, (2015) quien hace alusion a como el dME escinde de la
funcionalidad del conocimiento matemético. Por esta razén se formulan adherencias sin cuestionar
la utilidad de ese conocimiento, se altera su naturaleza que deriva en la generacion de sentimientos
de auto exclusion y los modelos educativos con el afan de ganar homogeneidad de su aprendizaje,

soslayando y opacando la pluralidad del pensamiento matemético (Cordero, 2015, pp. 16).

Es mas, se ha observado que los estudiantes son capaces de resolver algebraicamente una
ecuacion diferencial lineal de primer orden sin dificultad, pero sin lograr entender el significado
gréfico de dicha solucion. Ellos son capaces de utilizar las propiedades con algun grado de
dificultad, pero a la hora de preguntarles respecto a significados asociados no se ponen en uso
sus conocimientos. Este fendmeno indica que los estudiantes logran tener una manipulacién

algebraica de las ecuaciones diferenciales, pero que esta carente de significado.




Respecto de esto (Cantoral, 2003, pp. 363) sefala, “es sabido que la manera de abordar la
matematica en el sistema escolar ocurre mediante la centracién en los objetos matematicos,
concebidos estos como entidades abstractas que son ejemplificadas y ejercitadas; eludiendo en
el tratamiento didactico la construccion del conocimiento matematico por parte del estudiante, esto
es, se concibe que las matematicas tratan con objetos abstractos, anteriores por tanto a la praxis
social y, en consecuencia, externas al individuo, siendo el profesor quien comunica verdades
preexistentes a sus alumnos, normado por el dME ”. Por tanto, la construccion social del

conocimiento queda rezagada en el dME.

La asignatura de Matematicas 3 (Mat023) se dicta para todos los estudiantes que cursan el
segundo afio de cualquiera de las Ingenierias que imparte la Universidad Federico Santa Maria,
incluyendo a aquellos estudiantes que estan en la carrera de Ingenieria Comercial, bajo la
modalidad de curso semestral; por afio, o cursan alrededor de 1000 estudiantes, solo en los

campus de Santiago (San Joaquin y Vitacura).

Conforme al Plan de Estudio de las Ingenierias, se encuentra inserta en el Ciclo Profesional, con
una carga horaria semanal de 6 horas — reloj (distribuidas en 4,5 horas de teoria y 1,5 de practica)
y como prerrequisito es necesario haber aprobado mateméticas 2 (Mat 022) que se dicta los dos

semestres de cada afio.

En el programa se sefala que el objetivo del curso es: Al aprobar el curso, el alumno sera capaz
de utilizar el lenguaje y las técnicas propias del calculo diferencial en varias variables para analizar

y resolver problemas provenientes de los ambitos fisicos, ingenieriles, econémicos u otros.

Respecto al programa del curso, este esta conformado por cinco unidades: Transformaciones
Lineales, Funciones en Varias variables, Ecuaciones Diferenciales de primer y orden superior,

Transformada de Laplace y Series e Integral de Fourier.
En particular en uno de las unidades, Ecuaciones diferenciales, los temas que se abordan son:

e Ecuaciones diferenciales de primer orden, problemas de valor inicial, aplicaciones:
problemas de crecimiento y decrecimiento, enfriamiento, mezclas quimicas, circuitos
eléctricos simples. Ecuaciones de variables separables, ecuaciones auténomas.

Singularidades y/o puntos de equilibrio, lineas y planos de fase.

e Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior: ecuaciones lineales homogéneas con
coeficientes constantes, wronskiano, solucién de ecuaciones lineales no homogéneas por
el método de los coeficientes indeterminados, método de variacion de parametros,

sistemas de ecuaciones diferenciales. Aplicaciones: modelos oscilatorios en sistemas




mecanicos y eléctricos y los planos de fase correspondientes, modelos econémicos y

modelos de dos poblaciones, problemas con valor en la frontera.

La bibliografia utilizada es:

Textos guias:

Kreyszig, E. "Matematicas avanzadas para ingenieria". Volumen 1y Il, Editorial Limusa,
1994,

Stein, S. and Barcellos, A. "Célculo y Geometria Analitica" Volumen | y Il Editorial McGraw
Hill, 1995.

Zill, D. and Cullen, M. “Ecuaciones diferenciales con problemas en la frontera”, Editorial
Thomson Learning, 2002.

Textos de Referencia:

Kreider, D., Kuller, R., Ostberg, D. "Ecuaciones Diferenciales", Editorial Fondo
Interamericano de Desarrollo, 1973.

Stewart, J. "Célculo". Grupo Editorial Iberoamericano 1994.

Marsden, J., Tromba, A. "Calculo vectorial". Editorial Adisson Wesley 1986.

Edwards, C., Penney, D. "Calculo con Geometria Analitica". Editorial Prentice Hall
1994.Cuarta Edicién.

Thomas, G., Finney, R. "Célculo con Geometria Analitica", Editorial Adisson-Wesley
1987.Sexta Edicion.

Como problemética se pretende develar la supremacia de lo algebraico respecto de lo numérico y

lo geométrico, en los libros que se usan actualmente en la ensefianza de las ecuaciones

diferenciales en estudiantes de ingenieria comercial.

Para ello se realiz6 una revisiébn de algunos libros de texto universitarios de ecuaciones

diferenciales que se encuentran en la bibliografia del curso, con el objetivo de presentar y analizar

algunas de las visiones que expresan estos textos, en particular en las ecuaciones diferenciales

lineales de primer orden no homogénea.
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En ellos se podra observar como él dME se expresa en la formacion de ingenieros comerciales.
Se destaca el caracter utilitario y no funcional de la matematica con el que se forma a los futuros
profesionales al soslayar el hecho de que la matematica también puede responder a otras
disciplinas, como el de la ingenieria comercial.

Es por esto que se plantea que el dME excluye a la comunidad de ingenieros comerciales de una
matematica funcional que les permita resignificar ésta desde lo situacional de su quehacer como

disciplina.

En este sentido, se le asigna un papel relevante a los textos como guia de estudiantes y docentes
en la construccién de significados en la ensefianza de las ecuaciones diferenciales. El brindar una
supremacia al contexto algebraico por sobre otros contextos como lo grafico o numérico, provoca
que la matematica escolar carezca de sentido y significados, opacando el desarrollo del

pensamiento matematico.




1.1.1. Libro 1. Ecuaciones Diferenciales Elementales y Problemas con

Condiciones en la Frontera de C.H.Edwards, Jr y David E. Penney

(1993).

48 Capitulo 1 Ecuaciones diferenciales de primer orden

m Ecuaciones lineales de primer orden

En la seccién 1.4 se mostré c6mo resolver nna ecunacién diferencial de variables se-
parables por integracidn despiiés de multiplicar ambos lados por un factor apropiado.
Por ejemplo, para resolver la ecunacicn:

dy

Y sv ) 1
5 xy  (y = 0), )
se multiplicaron ambos lados por el factor 1 /y para llegar a
1.8y 2x;  estoes, Di(Iny) =D, (x?). (2)
vy dx =

Debido a que cada lado de la ecuacion (2) puede identificarse como una derivada
(respecto de la variable independiente x), todo lo que queda por hacer son dos inte-
graciones simples, lo cual nos llevaa In ¥ = 2 + C. Por esta razén la funcién p(y)
= 1/v se llama factor integrante de la ecuacion original en (1). Un factor integran-
te para una ecuacién diferencial es una funcién p(x, y) tal que la multiplicacién de
cada lado de la ecuacién diferencial por p(x, ¥) produce una ecuacién en la cual cada
lado es reconocible como una derivada.

Con ayuda de un factor integrante apropiado, existe una técuica estindar para
resolver la ecuacién lineal de primer orden

> DL Py = 0 3)
dx

en un intervalo en el cual las funciones coeficientes P(x) y Q(x) son continuas. Al
multiplicar ambos lados de la ecuacién (3) por el factor de integracién

> p(x) = ef Plodx, )
El resultado es

‘ dv . -
ot P(rjdrﬁ + Px)el Peraey, - o(xyel Perdx (5)

D, I:f P(x) d')(] = P(x),

el lado izquierdo es la derivada del prodiucto w(x) - efp("m, entonces la ecuacion (5)
es equivalente a

Porque

D, [y(x) _efP(_rJdr] - Q()()ef‘u(-”‘“.
Integrando ambos lados de esta ecnacidn se llega a
yxyel Plods — f (Q(X)ef'"‘-""‘) dx + C.

Finalmente, resolviendo para y se obtiene la solucién general de una ecnacion lineal
de primer orden dada en (3):

y(x) = o= S PCIdx I:f (Q(x)efp(”‘“)dx o C] ) (6)

Esta férmula no debe memorizarse, pues en un problema especifico es mas sim-
ple usar el método por el cnal se desarrolls tal férmula. Esto es, paia resolver una ecuna-
cién que puede escribirse de la forma de la ecuacion (3) con las funciones coeficientes
P(x) y O(x) mostradas explicitamente, se pueden intentar los signientes pasos.

Tabla 1: Definicion de la Ecuacién Lineal de primer orden y descripcion del proceso de resolucion
Edwards y Penney (1993)

por




1.5 Ecvaciones ineales de primer orden 49
METODO: SOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER ORDEN

1. Empezar por calcular el factor de integracion p(x) = gl oo
2. Posteriormente, multiplicar ambos lados de la ecnacién diferencial por plx).

3. Identificar el lado izquierdo de Ia ecnacién resultante como la derivada de un
producto:

Dy [p(x)y(x)] = plx)Q(x).
4. Finalmente, integrar la ecnacion,
px)y(x) = f p(x)Q(x) dx + C,

después resolver para y y obtener Ia solucidn general de la ecuacion diferencial
original.

Comentario 1. Dada nna condicién inicial w(xg) = yg, se puede (como
siempre) sustitnir x = x5y y = ¥ en la solucion general y resolver para conocer el
valor de C llegando asi a una solucién particular que satisface la condicion inicial.

Comentario 2. No es necesario proporcionar explicitamente una constan-
te de integracion cnando se encuentra el factor integrante p(x). Por eso se sustituye

f P(x)dx con f P(x)dx+ K
en la ecuacion (4), cuyo resultado es

K+[ P(x)dx eKefPfrJn'r.

plx)=e

Pero el factor constante e no afecta materialmente el resultado de multiplicar ambos
lados de la ecnacidn diferencial en (3) por p(x), por eso podemos tomar K = 0. Por
lo tanto, se puede escoger para JPx)dx cualguier antiderivada conveniente de P(x),
sin preocuparse por aiadir nua constante de integracion.

Resolver el problema de valor inicial

= Lale—.n’}, v(0) = —1.

Aquise tiene P(x)=—1y Q(x) = 1—81 e™*B asi que el factor de integracion es

plx) = eff—l)a‘.r =%

La multiplicacién de ambos lados de la ecuacion por e * nos llevaa

e_"—“—e'}'z—e Sl (M
dx . §
la cual identificamos como
d —x 11 ,—4x/3
— (e7"y) = U=/
dx ( : ) 8

Tabla 2: Método de solucidon de la ecuacion lineal y ejemplo, Edwards y Penney (1993)
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ASf, la iutegracic’m respecto de x resulta
_ —4x/ _dx/
€ ry_fLRIe 4"3(])( = 7%6 4'[’3+C,

y multiplicando por ¢* proporciona la solucién general

o 3 ,—x/3
B yl)=Ce' — e (8)
—_— _\‘:—%exp(—\m
\ La sustitucion de x = 0y x = —1 nos da ahora C = 3—12 . Asi, Ia solncion particular
deseada es
3 = e* = Be = L (eF = 33e7).

Comentario. Lafigural.5.1 muesta nn campo de isoclinas y curvas solu-
ciou tipicas para la ecuacion (7), incluyendo nna que pasaa través del puato (0, —1).
Observe que algunas soluciones crecen ripidamente en la direccidn positiva conforme
se incrementa x, mientras que otras crecen ripidamente en la direccidn negativa. El
comportamiento de nna curva solucién dada se determina por su condicién inicial

P © y(0) = ¥p. Los dos tipos de comportamiento estdn separados por la solncién particu-
FIGURA 1.5.1. Campo de lary(x) = — 2 ¢ *5 para la cual C = 0 en la ecuacion (8) tlque yp = — 2 parala
isoclinas y curvas solucidn para curva solucidn que esta punteada en la fignra 1.5.1. S1yy > — % ,entonces C > O en
V=y+ %eam ] la ecnacion (8), de tal manera que el término ¢* eventualmente domina el comporta-

miento de y(x), y asi y(x) = +occonforme x — +co. Pero siy, < — % entonces

C <0,y de este modo ambos términos en y(x) son negativos y por tanto y(x) — —oo
conforme x —= +oc. En cousecuencia, la condicidn inicial yy = — 3—; es critica en el
sentido de que las soluciones que inician arriba de — % en el eje y crecen en la di-
teccidn positiva, mientras que las soluciones que inician debajo de — % crecen en
direccidn negativa conforme x — +oc. La interpretacion de un modelo matemitico
frecuentemente depende de encontrar esa condicidn critica que separe el tipo de

comportamiento de una solucién de otra distinta.

Tabla 3: Comentario respecto de la solucién y grafica de las curvas solucion de la
ecuacion, Edwards y Penney (1993)

En este texto la ecuaciéon diferencial lineal de primer orden no homogénea la resuelven
encontrando un factor de integracion, el cual es “impuesto” por férmula, sin explicar cémo se

obtiene, para luego llegar a la formula de Leibnitz.

Es decir, dada la ecuacion diferencial de la forma: Z—z + P(x)y = Q(x), definida en un intervalo

donde P(x) y Q(x) son continuas.

Si multiplicamos esta ecuacion por el factor u(x) = el P(dx ge gbtiene:
[ P(x)dx dy [P(x)dx [ P(x)dx
e I +e P(x)y=e Q(x)

Luego expresan el lado izquierdo de la igualdad como la derivada de un producto, quedando:




D(yefP(x)dx) — efP(x)de(x),

Integrando con respecto a x se obtiene:
yel POIdx — f el P (x)dx o y=e [P (f el POIxQ (x)dx + C)

Obteniendo la férmula de Leibnitz, que recomiendan no aprenderla de memoria, pese a esto, en
la préxima pagina dan una especie de receta en la cual entregan paso a paso como se resuelve

dicha ecuacion.

En la siguiente pagina se da un ejemplo de un PVI que se resuelve siguiendo las indicaciones
anteriormente dadas, obteniendo una solucion particular de esta, se hace un pequefio estudio
cualitativo graficando campos de iséclina y alguna curvas solucién analizando el comportamiento

de las soluciones cuando la variable independiente tiende al infinito.

El procedimiento completo, de alguna forma nos entrega una perspectiva de como se esta
privilegiando el contexto algebraico, donde la solucion de la ecuacion diferencial lineal es
expresada a través de una férmula y pasa a ser relevante en él desarrollo del tema

posteriormente.

A continuacion se revisa otro texto guia del estudiante de ingenieria comercial en el cual también

identificaremos esta supremacia de lo algebraico en la presentacion de la ED.

10
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1.1.2. Libro 2: El texto Ecuaciones diferenciales con problemas en
frontera de Dennis G.Zill, Michael R. Cullen (2002).

52 CAPIIULO 2 ECUACIONES DIFFRENCAIES DE PRMER ORDEN

40. y(x+y+ 1) de+ (x + 2¥)dy =0, pfx,y) = &
41. (2y* + 3x) dx + 2xy dy =0, n(x,y) = x
22. (2 2xy = y)da+ (V'+ 2xy = x)dy =0, ulx,y)= (x+ y)7?

Problema para discusion

43. Revisemos el concepto de factor integrante que se presentd en los problemas 37 a 42. Las
dos ecuaciones, Mdx + N dy =0y uM dx + N dy =0, {$0n necesariamente equivalentes
en el sentido que una solucién de la primera también es una solucién de la segunda o
viceversa?

ECUACIONES IINFAIES

W Definicion de una ecuacion diferencial lineal m  Forma normal de wna ecuacion lineal
B Variacion de pardmetros WMétodo de'solucion M Factor integrante W Solucion general
» Funcion definida por una integral

En el capitulo 1 definimos la forma general de una ecuacion diferencial lineal de orden # como
sigue:

n a—1
a2 o @S2 v aw L ay = g0

Recuérdese que linealidad quiere decir que todos los coeficientes sélo son funciones de x y que
y y todas sus derivadas estdn elevadas a la primera potencia. Entonces, cuando # = 1, la ecuacion
es lineal y de primer orden.

DERINICION 2.3 IRIT R

Una ecuacion diferencial de primer orden, de la forma

a(x) % + ab(ﬂy? &) h

€S una ecuaciéon lineal.

Al dividir ambos lados de la ecuacién (1) entre el primer coeficiente, a1(x), se obtiene una
forma mas util, la forma estéamdar de una ecuacion lineal:

% + P(x)y=fix). @

Debemos hallar una solucion de (2) en un intervalo J, sobre el cual las dos funciones P yfsean
continuas.

Tabla 4: Definicion de la Ecuacion Lineal de primer orden por Zill & Cullen (2002)

11
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Seceibn 2.3 Ecuaciones |inea|es 53

En la descripcion que sigue ilustraremos una propiedad y un procedimiento, y terminare-

mos con una formula que representa una solucion de (2). La propiedad y el procedimiento son
mds importantes que la formula, porque ambos se aplican también a ecuaciones lineales de

orden  superior.

Propiedad El lector puede comprobar por sustitucién directa que la ecuacién diferencial
(2) tiene la propiedad de que su soluciin es la suma de las dos soluciones, y = y. + ¥, donde
¥e €s una solucion de

i—i . P(x)y - o o)

Y ¥p €s una solucion particular de (2). Podemos determinar Y. por separacion de variables.
Escribimos la ecuacion (3) en la forma

%‘E+ P(x)dr=10,

al integrar y despejar ay obtenemos y. = ce TP por comodidad  definiremos ¥y = enlx), en
donde y, = 179, Aplicaremos de inmediato el hecho que dy/dx + P(x)¥ = 0, para determinar
ay,.

Procedimiento  Ahora podemos definir una solucién particular de la ecuacion {2}, si-
guiendo un procedimiento llamado variacién de pardmetros. Aqui, la idea bdsica es encontrar
una funcion, w, tal que ¥, = a(x)p1{x), en que y 1. que estd definida en el pdmrafo anterior, sea una
solucion de la ecuaci6n (2). En otras palabras, nuestra hipétesis de y, equivale ay, = gy{x),
excepto que el “pardmetro variable” # reemplaza a ¢. Al sustimir y, = #y1 en (2) obtenemos

2 fun] + Py = F2)

d d
w S+ e+ Py = ()
CETD

u [‘3} . P(x)yl] 0 2 = 1t

de modo que »i % = f{x).

Separamos variables, integramos y llegamos a

du:ﬂi)dx &)—dx

»i{x) " 8= yi(x)

De acverdo con la definicion de yy, tenemos

Yo = Uy = o~ Ftads [ eIF(k}drf(x) dx.

Tabla 5: Método de solucién de la ecuacion lineal, Zill & Cullen (2002)

12
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54 CAPITULO 2 ECUACIONES DIERENCIAIES DE PRIMER ORDEN

Asi,

Y= Yo+ y, = ce TP+ IRk Ie-”’("-““f(.r) dx. 4

Entonces, si (1) tiene una solucién, debe poseer la forma de la ecuacidn (4). Reciprocamente,
por derivacion directa se comprueba que la ecuacion (4) es una familia monoparamétrica de
soluciones de la ecuacidon (2).

No se debe tratar de memorizar la ecuacion (4). Hay un modo equivalente y mds ficil de
resolver la ecuacion (2). Si se multiplica (4) por

e[P(x)dx (5)
y después se deriva @/ Py = ¢+ I el POEF(x) dx {6)
i [ej .Ptxld:ﬂ - e”"‘]d‘f(x). (7)
T :
5 4y [P{tidxy, = ol Pliidz
llegamos a aftads = Plx)elfindy = elfnaf(y), (%)
X

Al dividir este resultado entre e/ P obtenemos la ecuacién (2).

Método de solucion El método que se recomienda para resolver las ecuaciones (2)
consiste, en realidad, en pasar por las ecuaciones (6) a (8) en orden inverso. Se reconoce el lado
izquierdo de la ecuacién (8) como la derivada del producto de /P& por y. Esto lleva a (7). A
continuacién integramos ambos lados de (7) para obtener la solucién (6). Como podemos
resolver (2) por integracion, después de multiplicar por /PO et funcion se denomina factor
integrante de la ecuacidn diferencial. Por comodidad resumiremos estos resultados.

Solucion de una ecuacion lineal de primer orden

i) Para resolver una ecuacion lineal de primer orden, primero se convierte a la forma de
(2); esto es, se hace que el coeficiente de dy/dx sea la unidad

if) Hay que identificar P(x) y definir el factor integrante, el "4

i) La ecuacidn obtenida en el paso § se multiplica por el factor integrante:

efrints B 1 p) sty = atipi),

iv) El lado izquierdo de la ecuacion obtenida en el paso i es la derivada del producto del
factor integrante por la variable dependiente, ¥; esto es,

A felresisy) = oo,

v) Se integran ambos lados de la ecuacién obtenida en el paso iv.

Tabla 6: Método de solucién de la ecuacion diferencial lineal de primer orden, Zill & Cullen (2002)

En el texto de Dennis G.Zill, Michael R. Cullen, la ecuacioén diferencial se enfrenta de una manera
distinta que el texto anterior. Se ocupa un procedimiento que sera Util también en la resolucién

de ecuaciones lineales de orden superior (variacion de parametros). Se toma una solucién de la

13
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forma y(x) = y. +y,, donde y, es solucion de la ecuacion homogénea e y, es una solucion

particular de la ecuacion no homogénea.
Es decir, el procedimiento es el siguiente:

Sea la ecuacion:

d
2+ PGy = 0) .

Sea la solucion general de la ecuacion diferencial (1) de la forma y(x) = y.(x) + y,(x), donde
Yc(x) es la solucién de

dy _ (2)
I +P(x)y=0

€ yp(x) es solucion particular de (1).
Para determinar y.(x), resolvemos (2) por separacién de variables.

dy
— =_p

Ix x)y
4y

d
= —P(x)dx
y

Iny = —fP(x)dx +K

y = e~ [ P(x)dx+K

yc(x) — Ce—fP(x)dx

Para determinar la solucion y,, (x) (solucién particular de (1)), se usara variacion de
parametros, es decir, se toma y, (x) = uq(x) * y.(x), donde y.(x) es la solucién de la
ecuacion homogénea. Luego,

Yp (1) = ug (0¥ (%) + ug (¥, (x)
Luego reemplazando en la ecuacion diferencial (1), se obtiene:

u1 (0)Ye (6 + ug ()ye (x) + Pus (0)y:(x) = Q(x)

+up (DY (x) = Q(x)

uy (%) [yc’(’” + P(x)y.(x)
0

14
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Uy ()ye(x) = Q(x)

Separando variables, se tiene:

du;  Q(x) (M)

& e = uw= i
Luego,

— ,—JP(x)dx , Q)

W(x)=e e_fp(x)dxdx.

Por lo tanto,
Q(x)
— Ce—JPX) -fP()dx ., | _ <7
y(x) = Ce~JPMax 4 o= [ P(x)dx e—fP(x)dxdx'

Como se puede observar, este método de resolucion de la ecuacién diferencial es distinto al texto
anterior ya que deduce de forma natural lo que en el texto anterior denominan el factor integrante.
Este método de resolucion es usado con posterioridad para resolver ecuaciones diferenciales

lineales, no solo de primer orden, sino que también de orden superior.

Pese a este intento de movilizar al estudiante a una manera distinta de ver y resolver la ecuacion
diferencial lineal de primer orden, el autor recomienda no memorizar esta solucion, pero resulta
que entrega un resumen en el cual se sefialan los pasos a seguir para encontrar la solucién de
la ecuacion diferencial, es decir, entrega una especie de recetario paso a paso en que lo
algebraico toma un valor predominante en la discusién. A continuacion se presenta un tercer libro
de referencia usados por la comunidad de estudiantes de ingenieria comercial en el cual también

se exhibe la supremacia de lo algebraico en la difusién de las ecuaciones diferenciales.
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1.1.3. Libro 3: El texto Matematicas Avanzadas para Ingenieria de Erwin
Kreyszig (2009).

ECUACIONES DIFEREMNCIALES LINEALES 53

Problemas de la seccién 1.6

. Comprobar {4).

Comprobar la exactitud en el ejemplo 1 usando la prueba usuai.

. Comprobar la solucion del ejemplo 2, segin se indica

Dar los detalles de la deduccion de (8).

. Comprobar que el teorema 1 no puede usarse para resolver el ejemplo 4.

. Comprobar que y, )7 y x3* son factores integrantes de y dx + 2x dv = 0 y resolverla.

FV RN

Verificar que la funcidn F dada es un factor integrante ¥ resolver el problema con valor inicial:
T.2ydx +xdy =0, y(0.5) =8, F=x

8. 3ydx + 2xdy =0, y(—1) =14, F=x?

9. (1 + x)dx + x2dy =0, ¥1) =0, F = %

10. dr + (x + ¥ + Ddy =0, y2.5) =05, F=ev

1L 2x"ly — Ndy + 3 — 2y ) dy =0, 1) = —1, F=x2y2

12. yde + [y + tan(x + Y)ldy = 0, ¥0) = =2, F =cos(x + y)

13. ydx + fcoth(x — ¥y} —yldy =0, »(3) =3, F =senh{x — y)

4. Qxe™ — ydr + ydy =0, y0) = VI, F=¢=

Encontrar un factor integrante F para las signientes ecuaciones y resolverlas {por inspeccion o
usando los teoremas 1 y 2):

15. 2 cos 7wy dx = wsen 7y dy 6. ycosxdx + 3senxdy = 0

17. 2y + xy)dx + 2xdy =0 18. 2y dx + 3xdy =0

19. (1 + 2x2 + dxy)dx + 2dy =0 20. 2x dx = [3y? + (xZ2 — yH tan yl dy
2. (y+ DDédx —(x+ Ddy =0 22. S5dx — ¥ Tdy = 0

23, aydrx + bxdy =0 24, (3xe¥ + 2y)dx + (x%¥ + x)dy =0

En cada caso, encontrar las condiciones para que F sea un factor integrante de (1), Sugerencia.
Suponer que F(P dx + O dv} = 0 es exacta y aplicar 1a ecuacidn (5) de la seccidn 1.5,

25, F = x° 2. F = yb 27. F = x0yb 8. F=ev

29. Llhilizando el problema 27, deducir el factor integrante del problema 11.

30. (Comprobacidn) Siempre es importante comprobar las soluciones. En relacién con et
método presente, resulta particularmente esencial ya que quizds sea necesario excluir la
funcitn y(x) dada por F(x, ¥} = 0. Para ver este hecho, considérese (xy) ' dy ~x2dx =0,
demostrar que un factor integrante es F =y y que lleva a d{y/x) = 0.por tanto y = cx. donde
c es arbitraria, pero £ =y = {} no es una solucioén de la ecuacion original.

1.7 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Se dice que una ecuacioén diferencial de primer orden es lineal si puede escribirse
coma

) ¥+ play = r(x)..

Tabla 7: Definicion de la ecuacion diferencial lineal de primer orden por Kreyszig (2009).
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54 ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

El rasgo caracteristico de esta ecuacion es que es linealen yy ', entantoque p y »
pueden ser cualesguiera funciones de x dadas.

Si el segundo miembro r{(x) es cero para toda x en el intervalo en &l que se consi-
dera la ecuacién (se escribe r(x) = 0), se dice que la ecuacién es homogénea; de no
ser asl, se dice que es no homogénea.

Se encontrara ghora una férmula para la solucién general de (1) en algun interva-
lo /, suponiendo gue p ¥ # son continuas en /. Para la ecuacion homogénea

(2) y = plx)y. =0
esto es muy sencillo. De hecho, al separar las variables se tiene

r ‘
f = —p{x) dx, portanto In|y| = —f plx) dx + c*

y al tomar exponentes en ambos miembros

[ i
3 Ly(x) = ce~ P dz (c = ze® cuando y = 0);

en este caso también puede tomarse ¢ = 0y obtener la solucidn trivial y = 0.

La ecuacién no homogénen (1) se resolver a continuacién. Resulta que posee
la grata propiedad de tener un factor integrante que sélo depende de x, De hecho (1)
se escribe primero come

(py — v¥dx + dy = 0.

Esta expresion es P dx + 0 dy=0, donde P =py—ry O =1, Por tanto, la ecuacion (6)
de la seccidén 1.6 se reduce a

15

‘lc = p{x).

[

X

Puesto que solo depende de x, la ecuacion (1) tiene un factor integrante F(x), que se
obtiene directamente por imtegracién y tomando exponentes [como en (7}, seccidn
1.6]: _ '

F(x) = efp o,
Al'mulriplicar {1) por esta F y aplicande la regla para derivar un producto, se obtiene
ef!] d-’:(y' + py) = (efp dxy)’ = gf? d-xr‘

Ahora se integra con respecto a x,

elpdzy — fefpdxrdx +c

Tabla 8: Solucion de la ecuacion diferencial como una ecuacion exacta, Kreyszig (2009)
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ECUACHONES DIFERENCIALES LINEALES 13

y se despeja y, abreviando p dr por A,

) y(x) = e"‘_[jg"_r dx + c], i _fp(x) dx.

Esto representa la solucion general de (1) en la forma de una integral.” (No importa
1a eleccion del valor de la constante de integracion en jp dbv; ver el problema 2.)

EJEMPLO 1 Resolver la ecuacién diferencial lineal

y -y =

Solucidn, En este caso,
p= -1, r= g% h=fpdx=—x

v de {4) se abtiene la solucidn general
¥x) = % I:fe”ez"dx + c] = ¢*[e* + ¢l = ce® + 27,

De manera altemnativa, la ecuacion dada puede multiplicarse por &* = e, encontréndose
' — eI = (ye %) = o2 T < pf

¥ se integran ambos miembros, obteniéndose el misme resultado que andes:

ye ¥ = e + ¢, Por tanto v = 2T 4 ce¥. B

EJEMPLOQ 2 Problema de mezcla

El tanque de la figura 10 contiene 200 galones de agua en los que estan disueltas 40 |b de sal. Al tanque
entran 5 galones de salmuera por minuto, cada uno de los cuales contiene 2 Ib de sal disuelta, y 1a mezcla,
cuya uniformidad se manticne agitdndola, sale a la misma razén. Encontrar la cantidad de sal p(#) que hay
en el tanque en coalquier tiempo 1.

Solucion. Primer paso. Modelade. 1.a razén de cambioc con el tiempo y*' = dyv/dt de y(t) es igual al flujo de
entrada 5 % 2 = 10 {Ib/min] de sal menos el flujo de salida. E! flujo de salida {Ib/min] es (5/200) x {1 =
0.025»(¢) ya que »(#) es la cantidad total de sal que hay en ef tanque y 5 gal/200 pat es la fraccion del
volumen que sale por minuto. De manera alternativa, 37} c2 la cantidad total de sal, en consecuencia ()Y
200 s la cantidad de sal por galén, y salen 3 gal/min. Por tanto, el modela es y' = 10 - 0.0025y, es decir,
el problema con valor inicial

y + 0.025y = 10, ¥i0) = 40

Figura 1. Tanque en el ejempio 2.

' 8i la integral no puede integrarse usando los métodos convencionales de célculo (como ocurre con
frecuencia en la practica), quizés tenga que usarse un método numénico para integrales (seccién 18.5)
0 para la propia ecuzcion diferencial (secciones 20.1, 20.2),

Tabla 9: Férmula de Leibnitz y problema de aplicacién de la ecuacion lineal, Kreyszig (2009)
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56 ECUACIONES DIFERENGCIALES DE PRIMER ORDEN

Segundo paso. Solucion de la ecuacién. En (4), con f en lugar de x, se tiene p = 0.025, A=0.025¢,r= 10
v se llega a la solucidn general

wr) = o~ 0025 I:Jre':‘-‘m’t <10 dr + c]

10
—0.025t 10.025¢ +
‘ [0.025 ¢ c]

= e 003 4 400
De la condicion inicial W) = ¢ + 400 = 40 se obtiene ¢ = —360 y como respuesta la solucion particular

¥O = 400 — 360¢ 0025t [|h],

Se observa que la cantidad de sal que hay <n el tanque aumenta de manera mondtona. (Puede el lector
explicar esto flsicamente? i

Desde luego, quizds la ecuacion (4) no sea necesaria en casos simples como los
ejemplos 1 y 2, pero resultard de utilidad en ecuaciones mas complicadas.

EJEMPLO 3 Resolver

¥y + 2y = £%3 sen2x + 2 cos 2x).

Solucidn, Aquip =2, h=2x, de donde por (4) s¢ obtiene

St
It

e 2 [J}Zzez(g sen2x + 2cos 2x) dx + c]
= e—Zx{eﬂt sen 2x + C]

ce™ 2% + ¢Tsen 21, R

EJEMPLQ 4 Problama con valor inicial
Resolver el problema con valor inicial

¥ + ytan x = sen 2x, yih = 1.
Solucidn. Aquip=tanx,r=sen2x=2senxcosxy
fpdx = f(anxdx = In [sec x].

De lo anterior se ve que en ¢4),
R _ -
e? = sec x, e~k = cos x, ef = (sec x)2 senx cos x) = 2 sen x,

y ta sofucion general de la ecuacion en cuestidn es
¥x} = cos x [Zfscnxdx + c] =ccosx — ?coséx.
A partir de esta expresion y de Ja condicion inicial, | =¢- 1 -2 1%, de donde ¢ = 3 y la solucitn del

problema con valor inicial es

y=3cosx — 2coslx. |

Tabla 10: Problema de ecuacién lineal con condiciones iniciales, Kreyszig (2009)
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En este texto la solucién de la ecuacion diferencial lineal

dy p B
v ()y =Q(x)

®3)

la encuentran tomando un factor de integracion que sélo depende de la variable x, transformado

la ecuacion diferencial [P(x)y — Q(x)]dx + dy = 0 en una ecuacion diferencial del tipo exacta. Es

decir,

ulP(x)y — Q(x)]dx + udy =0
Tomando

oM
M(x,y) = pPy —puQ = E(x,y) = upP
Na =1 = Dy=0
XY) =1 ax xX,y) =

Entonces:

oM ON

W(x;}’) —W(x;}’) uP —0

oo = = = P(x)

N(x,y)
Por tanto, la ecuacion diferencial tiene un factor de integracién de la forma p(x) = el P(dx

Luego si se multiplica la ecuacion (3) por el factor de integracion, se obtiene:

dy

[P@)dx (22 _ fP(x)dx

el P (2 4 p(a)y) = e POIQ x)
d
a (efP(x)dxy) — efP(x)de(x)

efP(x)dxy — fefP(x)de(x)dx +C
Obteniendo finalmente, la formula de Leibnitz

y(x) = e~/ P()dx (f el POax 0 (x)dx + C)
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En este tercer libro la ecuacion diferencial la resuelven de una manera distinta a los otros textos
presentados, puesto que al realizar un ejemplo recurren inmediatamente a la formula algebraica

obtenida al final de la presentacién.

Con este planteamiento se puede observar como se define y soluciona una ecuacién diferencial
lineal de primer orden. Esto expresa como es la actividad matematica que se esta desarrollando
implicitamente en el curso de Mat023. Se puede inferir cémo el contexto algebraico se impone
en este curso, debido a que se emplean diversos métodos cuantitativos para encontrar las
soluciones de las ecuaciones diferenciales. En este sentido, podemos sefialar que se presenta
un concepto matematico que se estudia bajo la mirada algebraica, lo cual implica que cuando se
ven aplicaciones de estos conceptos solo se hace a través de ejercicios de tipo fisicos, lo cual
se aleja de lo situacional que envuelve al quehacer de los ingenieros comerciales. Tedricamente,
parafraseando a Cordero et al., (2016), el dME promueve una ensefianza hegemonica del

conocimiento matematico donde predomina el contexto algebraico.

Desde la 6ptica disciplinar que se adopta en este proyecto de tesis, este tipo de difusién de las
ecuaciones diferenciales de primer orden en los textos escolares da cuenta de la supremacia de
los procedimientos algebraicos en la ensefianza de las mateméticas, lo que conlleva a que los
estudiantes piensen en la existencia de un recetario que les permitira resolver cada una de las
ecuaciones a las que se enfrentan (Cordero, et al, 2016).

Los textos escolares en la educaciéon toman un papel relevante, ya que sefialan los caminos de
todas las acciones en el proceso de ensefianza y aprendizaje tanto para estudiantes como
profesores. Para el docente funciona como su fuente de informacién en su practica de la
ensefianza. Es decir, el texto conforma un marco de referencia para el profesor y para los
estudiantes, que dado la supremacia de lo algebraico genera una perpetuidad de la hegemonia
del dME.

Finalmente se puede sefialar que los textos y los docentes juegan un papel primordial en la
generacion de significados de las matematicas en los estudiantes. En este sentido, si la
ensefianza de las ecuaciones diferenciales se promueve solo en el contexto algebraico, es decir
opacando la pluralidad de otros contextos como el numérico y grafico, el aprendizaje sera carente
de sentidos y significados en el desarrollo del pensamiento matematico en los ingenieros

comerciales.

21

——
| —



1.2. Pregunta de Investigacion

En contexto cabe preguntarse, ¢,cémo contrapesar la supremacia del contexto algebraico en la
ensefianza de las ecuaciones diferenciales de primer orden en estudiantes de ingenieria

comercial?

De acuerdo a Cordero et al (2016) histéricamente, el estudio de las soluciones de las ecuaciones
diferenciales ordinarias se ha desarrollado en tres grandes escenarios: el algebraico, el numérico
y el geométrico. En este sentido, desde el punto de vista epistemoldgico la teoria de las
ecuaciones diferenciales ordinarias se ha desarrollado bajo esos tres escenarios. No obstante,
en los textos escolares predomina el contexto algebraico escindiendo de los contextos numérico
y gréfico.

Los programas de estudio y los libros de texto expresan un predominio del escenario algebraico,
con algunos acercamientos a lo numérico y geométrico. Esto conlleva, como consecuencia, que
se tenga una vision acotada de los métodos que existen para resolver ecuaciones diferenciales.
En otras palabras, los programas actuales desarrollan un enfoque algoritmico-algebraico. Esto
da cuenta del desarrollo de conceptos matematicos acabados que son carentes de significados.
A modo de contrapesar la supremacia del contexto algebraico que promueve el dME en el
proyecto de tesis se usara la categoria del comportamiento tendencial de las funciones que
plantean Cordero, Solis, Buendia, Mendoza y Zaldivar (2016) en el libro “El comportamiento con
tendencia, lo estable y las ecuaciones diferenciales lineales. Una argumentacion gréafica”. Este
libro suministra la epistemologia usada en el proyecto de tesis para disefiar una situacion de
aprendizaje que resignifique las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden en estudiantes

de ingenieria comercial.

En términos genéricos, esta epistemologia precisa que los elementos didacticos a poner en uso
en el disefio de situacién consisten en relacionar los contextos algebraico y grafico de las
ecuaciones diferenciales. Esta perspectiva se basa en argumentos cualitativos de las ecuaciones
diferenciales que emergen en la interaccion permanente entre ecuaciones Yy gréficas (Cordero et
al, 2016). El desarrollo de esta epistemologia del comportamiento con tendencia de las

ecuaciones diferenciales se desarrolla en el apartado 4.4.1 titulado lo epistemolégico del disefio.

Esta epistemologia es la que sera usada para suministrar nuevos significados a las ecuaciones
diferenciales de primer orden, en donde lo situacional se relaciona con la ingenieria comercial y
su relacion con la ley de oferta y demanda de Walras (1874), comunidad usuaria del conocimiento

matematico que atiende este proyecto de tesis.

Con los antecedentes expuestos en este apartado junto con la pregunta de investigacion, se
plantean los siguientes objetivos de la investigacion.
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1.3.- Objetivos

Este trabajo tiene como propdsito disefiar una situacion de aprendizaje que permita resignificar
las Ecuaciones Diferenciales lineales en estudiantes de Ingenieria Comercial, a través de los
usos de la economia en la ley de oferta y demanda. En este sentido, el objetivo general, asi como

los objetivos especifico del proyecto de investigacion quedan denotados por:

Obijetivo general:

e Disefiar una situacion de aprendizaje que resignifique las ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden en estudiantes de ingenieria comercial usando como argumento
el comportamiento tendencial de las funciones.

Obijetivos especificos:

¢ Determinar la epistemologia del conocimiento matematico para configurar el disefio de

la situacién de aprendizaje.
e Configurar el disefio de situacién de aprendizaje.

e Experimentar el disefio de situacion con estudiantes de la carrera de Ingenieria

Comercial.

e Analizar los datos de la experimentacion de la situacidon para ajustar el disefio de

situacion como producto final del proyecto.
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CAPITULO II: Antecedentes

2.1. Antecedentes

Para la mayoria de los estudiantes de la carrera de Ingenieria Comercial, las ecuaciones
diferenciales carecen de significado y de sentido, es decir, no logran identificar en que se pueden
utilizar dado el contexto en el cual ellos se desarrollan. En otras palabras, las ecuaciones

diferenciales no logran ser funcionales en lo situacional del quehacer del ingeniero comercial.

Al respecto Mendoza (2012) sefala que “ho se ha logrado que el conocimiento matematico sea
funcional, en tanto que se busca explicar la matematica desde la matematica misma, soslayando
otros campos cientificos que le permitieron su desarrollo e incluso, desconociendo las practicas
de referencia que hicieron surgir el conocimiento mateméatico”. Este planteamiento precisa que
hay ausencia de marcos de referencia para hacer funcional este conocimiento.

En la historia de la educacién de ecuaciones diferenciales podemos encontrar diversos estudios
respecto de las dificultades, errores y usos de estas, en la ensefianza y aprendizaje en la
comunidad de ingenieros. (Guerrero, Camacho, Mejia 2010; Mendoza 2012, Mendoza, Cordero
2014).

En este sentido, se plantea que el aprendizaje de las ecuaciones diferenciales queda anclado a
la re memorizacién de métodos que permiten la resolucién de ejercicios y problemas. Esto hace
concebir a las ecuaciones diferenciales como definiciones y métodos que se deben aprender
para resolver una extensa lista de ejercicios cuyo tratamiento por excelencia es el de tipo
algebraico.

En los dltimos afios variadas lineas de investigacion se han preocupado de ajustar los cursos
introductorios a las ecuaciones diferenciales (Arslan, Chaachoua y Laborde, 2004; Buchanan,
Manar y Lewis, 1991; Herndndez, 1995). Un punto a destacar se relaciona con incorporar
representaciones graficas y numéricas como herramienta de andlisis de las soluciones de las
ecuaciones diferenciales. En este sentido, Buchanan et al (1991), Gollwitzer (1991), Moreno y
Laborde (2003), y Blanchard (1994), han evidenciado en sus trabajos que con el uso de softwares
matematicos que permiten visualizar graficas de soluciones, campos de direcciones, asi como la
expresion algebraica de las soluciones de ecuaciones diferenciales, fortalece el aprendizaje de
estos conceptos en los estudiantes.

Usar dispositivos tecnolégicos para la manipulaciéon de gréficas de funciones, visualizar
conceptos, generar habilidad de analisis, asi como favorecer las nociones de prediccién y
simulacion, resulta una manera de trastocar la forma en que se ha ensefiado tradicionalmente

las ecuaciones diferenciales.
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Otra dificultad que han reportado lineas de investigacién es el transito entre distintos registros de
representacién. En este sentido, Guerrero et al (2010) manifiestan que “durante el trabajo de los
estudiantes en el registro gréafico para la interpretacion de las soluciones, es muy clara la escasez
de notacion matematica o el uso de alguna estrategia matematica para justificar sus
afirmaciones”. En general los estudiantes al momento de enfrentarse a una ecuacion diferencial,
la idea que manejan se reducen a la aplicacion de alguna estrategia de clasificacién y

posteriormente a su resolucion a través de alguna férmula.

Hace mas de 20 afios que Tall (1986) pone de manifiesto la importancia de utilizar algin software
especifico para el estudio cualitativo de las soluciones de las ecuaciones diferenciales, facilitando
con esto la interpretacion correcta de su proceso de resolucién y desarrollo, asi como de la
comprensién del concepto de ecuacion diferencial, incorporando asi en su configuracién el
tratamiento grafico, numérico y algebraico de manera conjunta.

Por otro lado, también podemos sefialar que los textos que se utilizan en la ensefianza de las
ecuaciones diferenciales hacen que se dificulte la comprension de ellas, ya que privilegian el
contexto algebraico, centrandose en la aplicacion de técnicas de integracion para después ver
alguna aplicacion en problemas de modelacion, como una forma de mostrar la importancia de

esta, minimizando la utilizacion del contexto grafico y numérico.

Tal como lo describe Cantoral (2013) afirmando que “el libro de texto juega un papel protagoénico:
se constituye como un objeto pluridimensional que pueda juzgarse de diferentes enfoques. Es a
la vez el apoyo del saber en tanto que impone una distribucion y una jerarquia de los
conocimientos y contribuye a forjar los andamios intelectuales tanto de los estudiantes como de
profesores; y es un instrumento de poder dado que contribuye a la uniformacion linguistica de la

disciplina, a la nivelacion cultural y a la propagacion de las ideas dominantes” (Cantoral, 2002,
pp.18).

En general, en la mayoria de los textos de ecuaciones diferenciales el tema de la ecuacion

diferencial lineal de primer orden se presenta de la siguiente manera:

Una ecuacion diferencial lineal de primer orden tiene varios tipos de representaciones, por

ejemplo:

d
Z+PEY =0 Y +P®Y=g®

Si consideramos la ecuacion diferencial como

2+ P(x)y = Q(x) (1)
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donde Py Q@ son funciones continuas en un intervalo I € R.
Un factor integrante para la ecuacion (1) es una expresion de la forma:
u@x) = elreax(2)
Si multiplicamos la ecuacioén diferencial (1) por el factor de integracion (2), se obtiene:
e/ Py ! 4 o[PIdxp(x)y = e/ PWAxg(y), (3)

Notemos que la ecuacion anterior se puede escribir:
d [ P(x)dx [P(x)dx
——{yel P8} = el PIAxg (x)

Integrando respecto de x, obtenemos:
yefP(x)dx — fefp(x)d"Q(x)dx +C.
Para finalmente obtener:
y = el POIax[[ o[ PWdxg(x)dx + C} Formulade Leibnitz.
Si consideramos la ecuacion diferencial de la forma
y' +PX)y=9x) (4.
Se tiene la siguiente explicacién del factor integrante:

El factor de integracion es una funcién p(x) tal que si multiplicamos cada miembro de la ecuacién

diferencial por este factor, lleva a la ecuacion a una forma que es inmediatamente integrable.
)y + uE)PO)y = px)gx)  (5)

La idea de este procedimiento es encontrar u(x) de tal forma que el lado izquierdo de la ecuacién

(5) sea la derivada de alguna funcion. Luego:

Se sumay se resta u'(x)y en el lado izquierdo de la ecuacion (5), obteniendo:

[ )y +ux) y'] = [ (x) = Pux)]y = u(x)g(x)  (6)
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Sin pérdida de generalidad podemos tomar el segundo miembro del lado izquierdo de la ecuacion

(6), e igualarlo a cero. Esto nos permite escribir la ecuacion (6) como:

[LG)y]" = p(x)g(x) (7)
lo que implica que el lado izquierdo de la ecuacién (7) es inmediatamente integrable.
Anteriormente habiamos tomado

u(x) = P)u(x) =0 (8

Si asumimos que p(x) es positivo, entonces la ecuacién (8) se puede escribir:

H(x)
p(x)

d
=P(x) & a(ln ux)) = P(x).
Integrando, se obtiene:
Inu(x) = [ P(x)dx + C.

Tomando € = 0 se obtiene u(x) = eJ P@dx,

Obteniendo finalmente:

_Jr@gdx +C
p(x)

Estos son algunos ejemplos de cémo socializan los textos el tema de la ecuacién diferencial
lineal de primer orden, el factor de integracion y las soluciones de ésta, lo que muestra un
predominio del contexto algebraico ante el contexto grafico. Este predominio del contexto
algebraico no da oportunidad de que el estudiante pueda visualizar otras maneras de comprender
las soluciones, asi como la misma ecuacion diferencial.

Los textos y los docentes juegan un papel primordial en la generacién de significados en los
estudiantes. Sila ensefianza de las ecuaciones diferenciales se da solo en el contexto algebraico,
es decir se expresa una supremacia de analisis cuantitativos por sobre andlisis de naturaleza
cualitativa, esto origina que sea pobre en sentidos y significados opacando la pluralidad del

pensamiento matematico.
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2.2. El comportamiento con tendencia de lo estable y las ecuaciones

diferenciales lineales

Desde la Matematica Educativa se ha planteado que la interpretacién de las soluciones de una
ecuacion diferencial expresadas en forma grafica y algebraica, deberia constituir uno de los
objetivos principales de un curso de ecuaciones diferenciales, y sobre todo si tomamos en
consideracion los estudios reportados por Cordero y Solis (2001), Cordero (2001), los cuales dan
cuenta de una nocién que permite reconstruir significados a través de la nocion de
comportamiento tendencial de las funciones (CTF). Esta nocién no sélo considera analisis de

naturaleza cuantitativa, sino que también analisis cualitativo.

Es justamente el (CTF), lo que usaremos para explicar el comportamiento tendencial de las
soluciones de una ecuacion diferencial lo cual serd usado més adelante en el redisefio de la
situacién. La fuente sera el libro “El comportamiento con tendencia, lo estable y las ecuaciones
diferenciales lineales. Una argumentacion grafica” de Cordero, Solis, Buendia, Mendoza y
Zaldivar (2016). En este libro se plantea que “el comportamiento tendencial de las soluciones
lleva a métodos cualitativos y establece relaciones entre las funciones que componen la ecuacion
diferencial. La gréfica de la solucidon entrega un comportamiento y es un significado de la
ecuacion diferencial. Para lograr comprender el comportamiento tendencial de las soluciones es
necesario cambiar algunas concepciones del método cuantitativo. Uno de los cambios centrales
es que “una ecuacion diferencial lineal es una relacién entre funciones que determinan

comportamientos (Cordero et al, 2016, pp. 40)”.

Para explicar que es el comportamiento tendencial de las soluciones, tomaremos una ecuacion
diferencial de la forma y'(x) + y(x) = F(x) y haremos variar F(x), estableciéndose relaciones
entre la solucién de la ecuacion y el comportamiento de F(x). Por ejemplo, si determinamos el

comportamiento de las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales:
Y@ +yx)=0 'y
y' () +y(x) =k,

se podra anticipar la solucion de la ecuacion diferencial y'(x) + y(x) = x buscando el

comportamiento tendencial de y(x).
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Si tomamos la primera ecuacion y'(x) + y(x) = 0, de ella sabemos que su solucién general es
y(x) = Ce™. La gréfica de y(x) nos indica que cuando x >0 = y(x)=Ce™ -0,

ademaés el signo de C nos dice si la curva esta arriba o abajo del eje x.

Yo = /

Figura.1. Comportamiento tendencial de y(x) = Ce™

La segunda ecuacion diferencial y'(x) + y(x) = k, tiene como solucion general a y(x) = k +
Ce™. La gréfica de y(x) nos entrega un comportamiento tendencial a la recta y(x) = k, es

decir, cuando x > © = y(x) =k + Ce ™ — k, ya sea por arriba o abajo del eje x.

/ .

Figura.2. Comportamiento tendencial de y(x) = k + Ce™

Como se puede ver en ambas ecuaciones aparece un comportamiento tendencial. Con este
andlisis uno podria preguntarse entonces, si en la ecuacion y'(x) + y(x) = x, la solucién y(x)

tendera a x.

Se puede encontrar que la solucion general de esta ecuacion diferencial es y(x) =x —1 +
Ce™ y como podemos ver que cuando, x > o = y(x)=x—1+4+Ce™® tiende a

comportarse como una recta de pendiente 1.
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y=x—1

€T

Yyr=x —1—e

Figura 3. Comportamiento tendencial de y(x) = x — 1+ Ce™*

Luego la solucién de la ecuacion y’(x) + y(x) = x tiene un comportamiento tendencial a x.

Esta nocion del comportamiento tendencial favorece el desarrollo de la modelacion a través de
ecuaciones diferenciales. Estas consisten en hacer variaciones de los pardmetros que componen

la ecuacion diferencial.

Por ejemplo si consideramos ecuaciones diferenciales de la forma:

ay'(x) +y(x) = F(x)
y' () + ay(x) = F(x)
y' () +y(x) = aF (x)

Seria interesante saber como es el comportamiento de la solucién y(x).

El comportamiento tendencial consiste en considerar el coeficiente de y' y la funcién F(x), para
determinar graficamente el comportamiento de y(x). Es asi como para la ecuacion diferencial

ay'(x) + y(x) = F(x), su solucién es de la forma: y(x) = G(x) + Ce_(g), donde G(x) =

—(x/a) x
g e(a)F(x)dx. Si hacemos x — oo entonces y(x) = G(x), es decir, y(x) se comporta
y y

a

como F(x), luego el coeficiente a modifica la razén de cambio del comportamiento.

Si consideramos la ecuacion diferencial ay’(x) + y(x) = x cuya solucién es de la forma:
y(x) = x —a+ Ce~*/? se tiene que el comportamiento de y(x) es tendencial a F(x), en el
sentido de que la funcion G (x) tiene la misma pendiente que la funcién F(x) = x, pero, con un
desplazamiento de a unidades en el eje x, con a > 0. Algunas gréaficas de esta solucién para

distintos valores del pardmetro a se pueden observar en la Figura 4.
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-t ylr)=z-1+3"

9

B yr)=2-2-3""

ylz) Fr-2+¢"

Figura 4. Comportamiento tendencial de la solucién de ay’ + y = x, para distintos valores de a.

Esto nos muestra que se puede predecir el comportamiento de la solucién de una ecuacion
diferencial, dado el patrén de comportamiento de las ecuaciones diferenciales lineales de primer

orden.

Lo anterior entrega una nocién de la epistemologia del comportamiento tendencial de las
soluciones que proponen Cordero, Solis, Buendia, Mendoza y Zaldivar (2016), la cual se usara
en el disefio de una situacién de aprendizaje para la resignificacion de las ecuaciones

diferenciales con estudiantes de ingenieria comercial.

Se destaca que en este proyecto de tesis se da una mirada diferente al estudio de las ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden, puesto que se reconoce el uso del comportamiento
tendencial de las soluciones de una ecuacion diferencial en un problema especifico de oferta y
demanda, lo que permitird resignificar las ecuaciones diferenciales en la comunidad de
ingenieros comerciales a través de andlisis cualitativos de la gréafica. En el siguiente apartado se
plantea lo situacional del disefio que se relaciona con la ley de oferta y demanda planteado por

Ledén Walras en el afio 1874.
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2.3. El sistema econ6émico de Le6n Walras

El economista Le6n Walras desarrollo la primera formulacion sistematica de la teoria matematica
del equilibrio econémico general en sus Eléments d'économie Politique Pure ou Théorie de la

Richesse Sociale (1874). En ella incorporé gran parte de la teoria clasica.

Algunos elementos esenciales del aparato conceptual utilizado por Walras tienen relacion con
los conceptos de funcién de oferta y demanda y la nocién de utilidad marginal decreciente. Estos

ya habian sido formulados matematicamente por autores como Bernoulli, Cournot y Dupuit.

En términos generales hay dos areas principales en las que se reconoce que Walras alcanzé su
objetivo de contribuir al desarrollo del andlisis econémico cientifico: la teoria de la demanda

segun la utilidad marginal y el analisis del equilibrio general.

Tal como sefala Camara (2000), Walras fue un economista matematico e ideolégicamente
distante del laissez faire?. Se diferencio de la gran mayoria de los economistas de su época en

tres aspectos:
e Creia en la economia como una disciplina tedrica positivista.

e Pensaba que la utilizacion de las matematicas en el estudio de la investigacién

econdmica era algo esencial.
e Combati6 firmemente la politica del laissez faire.

Walras deriva la curva de demanda de un bien de la curva de oferta del otro. Analiza después el
equilibrio del consumidor, es decir, las condiciones para la maximizacién de su satisfaccion. Lo

anterior se resume en la siguiente Figura.

2 Laissez faire, es una expresion francesa que significa “dejen hacer, dejen pasar”; una préctica
caracterizada por una abstencion de direccion o interferencia especialmente con la libertad individual
de eleccidn y accidn.
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Figura 4: Proceso de convergencia al equilibrio.

Qr

Cantidad

El proceso de ajuste se realiza via precios hasta que se eliminan los excesos de ofertay demanda

y el mercado se vacia. Se produce en forma natural una convergencia hacia un punto de

equilibrio que es socialmente aceptable. El concepto de la ley de oferta y demanda se explicara

de forma mas detallada en el siguiente apartado.

2.4. Nocion de la Ofertay Demanda

La ley de oferta y demanda es un modelo econémico basico postulado para la formacion de

precios de mercado de los bienes dentro de la escuela neoclasica, usada para explicar una gran

variedad de fendbmenos y procesos tanto macroeconémicos como microecondémicos.

La curva de demanda registra las preferencias de los consumidores y sus posibilidades de

comprar, mientras que la de oferta refleja las posibilidades y costos de produccién de las

empresas. La superposicion de ambas implica comparar posibilidades y costos de produccién

con preferencias y posibilidades de los consumidores.
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() (Cantidad)

s = —7+dP

equilibrio

Qi =a— [P

P (Precio)

Figura 5: Curvas de oferta y demanda.

“La curva denotada por @, es la curva de demanda, mientras que la denotada por Q; es la curva
de oferta, ambas definidas para un producto determinado demandado por un grupo de
consumidores y ofrecido por un grupo de empresas. El punto de interseccion (P,, Q,) entre ambas
curvas corresponde al punto de equilibrio, que es el punto en el que las preferencias y
posibilidades de los consumidores coinciden con las posibilidades y costos de las empresas. A
ese precio los consumidores estan dispuestos a comprar todo lo que los productores estan
ofreciendo. A su vez, estos pueden satisfacer plenamente la demanda de los consumidores”
(Massad, 2013, pp 44).

Entiéndase por equilibrio como “el conjunto de variables escogidas e interrelacionadas, ajustadas
de tal modo entre si que no prevalezca ninguna tendencia inherente al cambio en el modelo que
constituyen” 3, donde la palabra “escogidas” se refiere al hecho de que existen variables que, por
decision del analista, no han sido incluidas en el modelo y la palabra “interrelacionadas” sugiere
que, para alcanzar el equilibrio, todas las variables del modelo deben hallarse simultaneamente

en estado de reposo.

Cabe destacar que este modelo de oferta y demanda es un elemento esencial en el quehacer
cotidiano de un ingeniero comercial. De ahi que en este proyecto de tesis se use este para
suministrar lo situacional del disefio de situacién para que estudiantes de ingenieria comercial
resignifiquen las ecuaciones diferenciales. En el proximo capitulo se presentan los aspectos

tedricos y metodolégicos del proyecto.

3 Fritz Machlup, “Equilibrium and Disequilibrium: Misplaced Concreteness and Disguised Politics”,
Economic Journal, marzo 1958, pag. 9. (Reimpreso en F. Machlup, Essays on Economic Semantics,
Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, N.J., 1963.
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CAPITULO lIl:

CAPITULO IlI: Marco te6rico y Metodoldgico

En el capitulo I, la problematica, se planted la problemética y los objetivos del proyecto de tesis.
Posteriormente, en el capitulo Il titulado antecedentes, se expone un estado del arte sobre la
ensefianza de las ecuaciones diferenciales, asi como de lo situacional que sera usado en el

redisefio propuesto, esto es, la ley de oferta y demanda de Walras (1874).

Este tercer capitulo, el marco tedrico, denota la ontologia usada en el proyecto de tesis tanto en
la configuracion del redisefio como en los analisis y planteamiento epistemolégico del tema. De
ahi que en este apartado se retrate de manera general los fundamentos de la teoria
socioepistemolégica puesto que estos son los argumentos teéricos desplegados en la discusion.
Se caracteriza el concepto de dME como la problemética fundamental de los procesos de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Asimismo, se caracteriza la metodologia usada en
el redisefio de situacion. Esta metodologia, la ingenieria didactica, suministra las fases de andlisis

usadas en la configuracién del redisefio.
3.1. Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa

La Matemética Educativa, también llamada Didactica de la Matematica, como disciplina cientifica
estudia procesos asociados a la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. En el seno de
la disciplina cohabita una variedad de marcos teéricos cuyo aspecto inherente entre ellos se
relaciona con una postura epistemoldgica ante la construccion del conocimiento matematico ya

sea de manera cognitiva, social, en el aula, entre otros.

Por nombrar algunos marcos teéricos: Teoria de Registros de Representacion Semiética (Duval,
1995): Teoria de Situaciones Didéacticas (Brousseau, 1986); Teoria APOE (Dubinsky, 1991);
Teoria Socioepistemolégica (Cantoral, 1990; Farfan, 1993; Cordero, 1994); Espacio de Trabajo

Matemético (Kuzniak, 2011); entre otros.

Algunos marcos tedricos retratan las construcciones y mecanismos mentales usados por los
individuos en la construccién de objetos matematicos. Por ejemplo, Okta¢ y Roa (2010) dan a
conocer el procedimiento que siguieron para el disefio de una descomposicion genética que
construya el concepto de transformacion lineal delineando dos posibles caminos. En el primero
se supone que un individuo construye el concepto general de transformacion como objeto
(entendiendo por transformacion las funciones definidas entre espacios vectoriales sobre un

campo), ya que las propiedades de preservacion de suma vectorial y producto por un escalar
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son transformaciones sobre T donde es posible determinar si dicho objeto cumple o no las
propiedades. El segundo camino, el objeto espacio vectorial es asimilado por el esquema de
funcion. De esta forma un individuo puede generalizar su esquema de funcion aceptando que las
funciones pueden definirse entre espacios vectoriales. Como caracteristica comun entre los dos
caminos, sefialan Okta¢ y Roa (2009), es concebir la construccion de las dos propiedades de

linealidad de manera independiente (Figura 6).

Propiedad 1. Sean U y 1 espacios vectoriales sobre un campo K y T:U—V
una funcién tal que para todo u,, u,,€ U se tiene que T (u, + u,)=T(u,) + T(u,).

Propiedad 2. Sean U y V espacios vectoriales sobre Ky 7: U— ' una funcion
tal que para todo u € U y para todo c € K se tiene que 7 (cu)=cT(u).

Figura 6: Definicion de Transformacion lineal usada por Roa y Oktac (2010), pp. 102.

Otros marcos tedricos estudian las conversiones de registros de representaciones semiéticas
usados en la construccién de conceptos matematicos. Por ejemplo, Guzman (1998) estudia la
incidencia de los registros de representacion semiotica en el aprendizaje de nociones relativas a
las funciones. Para ello considera los registros gréafico, algebraico y lenguaje natural con
estudiantes de primer afio de ingenieria respecto a funciones reales y el sentido que estas
nociones cobran para ellos. Para ello aplica un cuestionario que fue aplicado a estudiantes de
un curso de calculo diferencial. A continuacion se presenta una pregunta del cuestionario (Figura

7) y un analisis general del que reporta Guzman (1998).

Dada la funcién f cuya representacion grafica esta dada por

YA

jes fcontinua en el punto de abscisa x=3/27

Figura 7: Ejemplos de preguntas usadas en Guzmdn (1998), pp. 13.

Segun Guzman (1998), esta pregunta esta planteada en el registro grafico con la cual pretende
que a partir del gréfico los estudiantes respondan si la funcién es continua, o no, en el punto

dado. Es decir, se busca que se reconozca que la funcion es continua en el punto y que puedan
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argumentar este hecho. La pregunta obliga a los estudiantes a exhibir en su argumento la
comprension que tiene acerca del concepto de continuidad en un punto, asi como a la real
comprensién que estos tienen sobre la definicién estudiada en clases.

En general, como conclusién del analisis de las respuestas del cuestionario, Guzman (1998)
reporta que las respuestas de los estudiantes estan dadas en un solo tipo de registros, dejando
de lado las conversiones a otros registros. En general, las respuestas quedan en el registro en
cual les fue planteada la pregunta, privilegiando el registro algebraico el cual es dominante en

las clases.

En particular la teoria socioepistemolégica, marco tedrico usado en el proyecto de tesis, en
palabras de Cantoral y Farfan (2003):

“...estudia fenémenos de produccién, adquisicion y de difusién del conocimiento
matematico desde una perspectiva multiple, que incorpore al estudio de la
epistemologia del conocimiento, su dimensién sociocultural, los procesos cognitivos
asociados y los mecanismos de institucionalizacion via la ensefianza” (Cantoral &
Farfan, 2003, pp. 36).

En este sentido, desde la socioepistemologia se ha sefalado que el discurso Matemético Escolar
(dME) es el elemento que define la problematica fundamental de la ensefianza y aprendizaje de
las matematicas. Por tal razén se plantea el redisefio del dME a partir de la Construccion Social

del Conocimiento Matematico (CSCM).

La matematica escolar se ha fundamentado bajo un sistema de razén que norma las practicas y
las representaciones sociales de los diferentes actores del sistema didactico. Este sistema de
razén se caracteriza por ser hegemonico, utilitario, sin marcos de referencia que permitan
resignificar la matematica, la centracion en los objetos mateméticos y su presentacién lineal y
acabada. A este sistema de razon se le ha denominado discurso Matemético Escolar (Soto y
Cantoral, 2015).

Cada una de estas caracteristicas presenta un aspecto esencial de la problematica de la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. El caracter hegemonico del dME se expresa en
la supremacia de algunas argumentaciones del conocimiento por sobre otras. El estudio de esta
caracteristica nos ha mostrado la importancia de reconocer una pluralidad epistemol6gica y que
ésta sea integrada al dME al momento de ser redisefiado (Cordero, Gomez, Silva-Crocci y Soto,
2015).

El caracter utilitario se materializa en la aplicabilidad de los conceptos que son ensefiados y que
deben ser aprendidos. En contraparte se propone dar un vuelco a esta concepcion utilitaria del

conocimiento para poner el foco en el caracter funcional del conocimiento. Esto quiere decir, que
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se concibe al conocimiento como aquel que permite al humano transformase y transformar su
realidad (Cordero, 2008).

La centracidn en los objetos matematico (conceptos y procedimientos matematicos) se ha
expresado en una educaciéon matematica que pone en el centro la ensefianza y el aprendizaje
de conceptos, teoremas, demostraciones, entre otras, donde el uso del conocimiento ha sido
soslayado. Esto ha hecho entender la importancia de cambiar el foco hacia las practicas sociales
gue generan el conocimiento matematico (Cantoral, 2003).

La falta de marcos de referencia no han permitido que los actores del sistema didactico
resignifiqgue el conocimiento matematico. Debemos recordar que la matemética responde a
diferentes disciplinas y ambitos del conocimiento, es en el estudio de las diferentes situaciones
y escenarios que encontraremos esos marcos de referencia que permitiran el redisefio del dME.
Un elemento importante que se ha estudiado en el programa de investigacion
socioepistemolégico es la transversalidad del conocimiento para compensar esta carencia del
dME.

Por ultimo, el conocimiento acabado y lineal se expresa en una concepcién del conocimiento

preexistente al humano (Soto y Cantoral, 2015).

Estas caracteristicas en su conjunto hacen que el dME nos excluya de la construccién social del
conocimiento matematico a través de una violencia simbdlica. Esta violencia se expresa en la
imposicién de significados, argumentaciones y procedimientos matematicos ante la construccion
del conocimiento matematico. En efecto, el discurso Matematico Escolar no permite cuestionar
ni trastocar a la matematica escolar provocando una adherencia a la hegemonia de sus
argumentos. Es decir, se produce una especie de fidelidad absoluta la cual resulta nociva para

reconocer la problematizacion del conocimiento matematico.

Resignificar este discurso Matematico Escolar bajo la construccion social del conocimiento
matemético debe significar que la matemética escolar se fundamente en la pluralidad del
conocimiento matematico y, por ende, forme parte de los marcos de referencia para su

ensefianza y aprendizaje.

Desde la socioepistemologia se parte de la premisa de que las practicas sociales son las
generadoras del conocimiento matematico (Cordero, 2008). El humano ha sido soslayado en la
difusion de dicho saber. Aqui toma sentido hablar de dos epistemologias que no dialogan en la
ensefianza de las mateméticas, una que tiene que ver con el cotidiano de la gente y la otra con

la epistemologia del dME.

Para contrapesar la hegemonia del dME se usard la categoria del comportamiento tendencial de
las funciones. Esto quiere decir que los elementos didacticos que se pondran en uso en el

redisefio de situacion consisten en relacionar los contextos algebraico y gréfico. Esta perspectiva

44

——
| —



se basa en argumentos cualitativos que emergen en la interaccion permanente entre ecuaciones
y graficas (Cordero et al, 2005). El detalle de esta epistemologia del comportamiento tendencial
de las funciones se desarrolla en el apartado 5.5.1 lo epistemoldgico del disefio.

El comportamiento tendencial de las funciones es la epistemologia usada para suministrar
nuevos significados a las ecuaciones diferenciales de primer orden, en donde lo situacional se

relaciona con la ingenieria comercial, comunidad usuaria del conocimiento matematico.
3.2. Metodologia

Se enmarca el proyecto de tesis en un paradigma de investigacion de corte cualitativo. En este
sentido, se toma como metodologia de investigacion para la validacion del redisefio de la
situacion de las ecuaciones diferenciales a la ingenieria didactica (Artigue, 1995), la cual se
caracteriza por un esquema experimental basado en realizaciones didacticas. Esto quiere decir
que se considera la concepcion, realizacion, observacion y analisis que se desarrollan a partir de
la hipétesis epistemolégica de trabajo.

Esta metodologia se caracteriza también, comparando con otros tipos de investigaciones que se
basan en experimentaciones, por la forma de validaciéon que tiene asociada. En este sentido,
generalmente las investigaciones de experimentaciones se sitian en un enfoque comparativo de
validacion externa, basada en la comparacion estadistica del rendimiento de grupos
experimentales y grupos de control. Por el contrario, la ingenieria didactica se sitda en estudios
de caso cuya validacién es en esencia interna, basada en la confrontacion entre el analisis a

priori y a posteriori (Artigue, 1995).

La metodologia de la ingenieria didactica se compone de fases que denotan una distincion
temporal del proceso investigativo, esto es: analisis preliminar; andlisis a priori; experimentacion;

analisis a posteriori y validacion.

e El andlisis preliminar: Ademas de un cuadro tedrico general, éste se basa en una serie
de andlisis preliminares teniendo en cuenta los objetivos especificos de la investigacion.
En el caso de este proyecto se plantea un analisis epistemoldgico de los contenidos a
desarrollar, esto es el comportamiento tendencial de las funciones; asi como lo

situacional que tiene relacién con el modelo de oferta y demanda.

e El analisis a priori: Se debe concebir como un analisis de control de significado. En este
sentido, el objetivo del analisis a priori es determinar en qué las selecciones hechas
permiten controlar los comportamientos de los participantes y sus significados. El analisis
a priori comprende una parte descriptiva y otra predictiva, centrada en las caracteristicas

inherentes de una situacion que se ha disefiado y que se va a implementar.
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La experimentacion: Consiste en una revision exhaustiva de los sucesos que acontecen
durante la experimentacion con cierta poblacién de estudio. En el caso de este proyecto,
la poblacion de estudio tiene relacién con estudiantes de ingenieria comercial

manteniendo un registro exhaustivo de lo acontecido durante la experimentacion.

Andlisis a posteriori y validacion: El analisis a posteriori se basa en el conjunto de datos
recogidos en el desarrollo de la experimentacion. Estos datos se enriqguecen con otros
datos obtenidos de la utilizaci6n de metodologias externas, como cuestionarios,
entrevistas, aplicadas en distintos momentos de la investigacién. Ahora bien, en la
confrontacion de los dos andlisis, el a priori y a posteriori, se fundamenta en esencia la

validacién del disefio en cuestion.
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CAPITULO 1IV: Disefio de situacion






CAPITULO IV: Disefio de situacion

Este capitulo versa sobre la configuracion del disefio de situacion en el que se pondra uso la
epistemologia del comportamiento tendencial de las funciones (cordero et al, 2016) cuyo aspecto
situacional se relaciona con la ley de oferta y demanda (Walras, 1874). De ahi que en este cuarto
capitulo, por una parte, se desarrolla el andlisis preliminar del disefio en el que se denotan los

aspectos epistemoldgicos y situacional de la situacién de aprendizaje.

Asimismo, se presenta el andlisis a priori de la situacion de aprendizaje denotando el objetivo
general de esta, asi como los objetivos especificos de cada momento de la situacion. En este
sentido, se analizan por actividad las posibles y esperadas respuestas que puedan dar los

estudiantes al experimentar la situacion.

Posteriormente se presenta el andlisis a posteriori de cada una de las respuestas dadas por los
estudiantes que experimentaron el disefio de situacién. Estas son confrontadas con lo esperado
en el analisis a priori. Esta confrontacién permite recomendar ajustes para el disefio, asi como

generar reflexiones para futuros proyectos.

La experimentacion del disefio se llevé a cabo con un grupo de estudiantes de la carrera de
Ingenieria Comercial de la Universidad Técnica Federico Santa Maria. Son estudiantes de
segundo afio que ya han cursado la asignatura Mat023 de su carrera, especificamente en el
contenido de ecuaciones diferenciales, lo que en cierta forma garantiza que dichos estudiantes
cuenten con las conductas de entrada necesarias para la experimentacién de las actividades

propuestas.

En la experimentacion del disefio de situacidn se us6 el paquete computacional de caracter libre
GEOGEBRA, cuya ventaja radica en que el estudiante puede visualizar la gréfica de las
soluciones de la ecuacién diferencial y con ello conjeturar los patrones de comportamiento de

dichas soluciones.
4.1. Analisis preliminar

En general, con la nocién de dME se plantea que en los procesos de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas se desarrolla dentro del plano algoritmico — algebraico. Es por esto que con
este proyecto se pretende fortalecer el uso de la informacién grafica que entrega la solucién de
la ecuacion diferencial y asi desarrollar en los estudiantes de ingenieria comercial un andlisis
cualitativo de las soluciones. En la siguiente seccién se presenta de manera general los aspectos

epistemolégicos usados en el disefio.
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4.1.1. Lo epistemoldgico del disefo

El disefio de la situacion de aprendizaje respecto a lo epistemolégico se baso en el trabajo de
Cordero, Solis, Buendia, Mendoza y Zaldivar (2016), los cuales plantean un tratamiento didactico
que ayuda tanto al docente como al estudiante a ampliar el dominio de conocimiento de las
ecuaciones diferenciales al analizar las interacciones entre los contextos algebraico y grafico, y

a modificar en alguna medida los acercamientos tradicionales que se hacen del tema.

De ahi que en las actividades de la situacién subyacen cuatro dimensiones, esto es: lo
epistemoldégico, lo cognitivo, lo didactico y lo social. En este sentido, Cordero et al (2016) precisan

respecto a estas categorias:

Sobre lo epistemolégico se sefiala que durante el desarrollo de la teoria de las ecuaciones
diferenciales los contextos han transitado entre lo algebraico, lo numérico y lo geométrico. No
obstante, el dME no considera dicho desarrollo, centrando la ensefianza de las ecuaciones

diferenciales s6lo en lo algebraico.

Respecto a lo cognitivo se sefala que la dificultad con la cual se encuentra el estudiante es
justamente el poder transitar de un contexto al otro. Esta dificultad se ha generado ya que durante
afios ha primado una epistemologia dominante del conocimiento que impone argumentos,
significados y procedimientos, olvidando los contextos y las situaciones especificas que son

usados al momento de construir algln conocimiento matematico especifico.

Por otra parte, en lo didactico se sefiala la posibilidad de ensefiar a los estudiantes a considerar
soluciones cualitativas. Esto con el afan de encontrar un equilibrio de ensefianza mas

satisfactorio desde un punto de vista epistemoldgico y cognitivo.

Finamente, en cuanto a lo social se sefiala la necesidad de incorporar argumentaciones mas

acordes a la necesidad del estudiante, en el sentido de desarrollar una matematica funcional.

En este sentido, el redisefio de situacion consiste en una serie de actividades que los estudiantes
deberan realizar en grupos pequefios, el cual tiene como objetivo general permitir el contacto
con los estudiantes de Ingenieria Comercial de segundo afio, donde se ponga en discusion la
importancia del comportamiento tendencial de las soluciones, y que esta lleva a métodos
cualitativos y establece relaciones entre las funciones que componen la ecuacién diferencial
lineal de la forma y'(t) + ay(t) = F(t), ay'(t) + y(t) = F(t). Dicho comportamiento implica
la variacion del pardmetro a en lugar de resolver la ecuacién diferencial para hallar las
soluciones, y ademas considerar dichas soluciones ahora como un modelo que determina

comportamientos y tendencias.
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En resumen, se establecen relaciones entre la solucién de la ecuacién y(t) y el comportamiento
tendencial hacia la funcién F(t), lo que permite caracterizar la solucién de la ecuacion diferencial

sin necesidad de resolverla.

Por ejemplo, si consideramos la ecuacion diferencial lineal y'(t) + ay(t) = b, a > 0, cuya

L b _ .
solucion es de la forma y(t) = - + Ce~ %, Considerando valores muy grandes de t para la
solucion y(t), setiene: t >0 = y - G(t) = S . Luego tenemos que la gréafica de y(t) tiende

b . .,
alarecta G(t) = ~ para valores muy grandes de t. Entonces podemos decir que la solucién de

la ecuacidn diferencial presenta un patron de comportamiento en su gréfica, en el sentido de que

corresponde a una recta con pendiente cero, al igual que la funcién F(t), pero, que corta al eje

F L g .
y en % Graficamente se tiene:

Figura 8. Grdfica de la solucién de la ecuacion y' + 2y = 3.

4.1.2. Lo situacional del modelo dinamico de ofertay demanda

Por otra parte, para el disefio de la situacion de aprendizaje respecto a lo situacional se va a
considerar el modelo dinamico del economista Leén Walras*, para explicar el ajuste a través de

las funciones de oferta y demanda lineal.

Para ello consideremos, las funciones de demanda y oferta para un bien particular:

Qu=a—-pP (a,f>0) (4)
Qs=-v+6P (.6 >0)

4 Walras fue economista que vivié entre 1831y 1910. Parte fundamental de su trabajo lo dedicé a la
determinacién de los precios en una situacion de libre y perfecta competencia.

(5 )
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La primera (segunda) ecuacion indica que en cada instante la cantidad demandada Q; = Q4 (t)

(ofertada Qg = Q4(t)) decrece (crece) linealmente con el precio P = P(t).

Si se igualan las ecuaciones y luego se despeja P, se obtiene:

a+
B+

<

a—pP=-y+6P & a+y=(B+6P & P=

(=%}

Luego el precio de equilibrio estara dado por:

- a+ty (5)
P = =alguna constante positiva
E; (=alg p )
() (Cantidad)
Q= —v+ 0P
equilibrio
Qu=a- 0P
- P (Precio)

Figura 9. Funciones lineales de oferta y demanda.

Si ocurre que el precio inicial P(0) esta precisamente en el nivel P, el mercado estaré ya en

equilibrio y no hara falta un analisis dinamico.

El caso interesante es cuando P(0) # P, s6lo sera posible obtener P después de un proceso
de ajuste, durante el cual no sé6lo cambiara el precio a través del tiempo, sino que las funciones

de demanda y oferta, por ser funciones de P, también deberan cambiar con el tiempo.
4.1.2.1. La trayectoria temporal

Luego a lo anterior; dado un intervalo de tiempo suficiente para que actle por si mismo el proceso
de ajuste, el proceso dinamico postula que la variacion instantanea del precio (con respecto al
tiempo) es, en todo momento, directamente proporcional al exceso de demanda (Q; — Q) que

prevalece en ese momento. La ecuacién diferencial que modela este fenémeno es:
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dpP
o= kQu—0) (k>0 (0

donde k representa un coeficiente de ajuste (constante).

En virtud de las ecuaciones de demanda y oferta (1), nuestra ecuacion diferencial quedara:

Z—€+k(,8+8)P=k(a+y), (1)

lo que es una ecuacion diferencial lineal de primer orden no homogéneo.

aty

Imponiendo la condicion de que P(0) = Py, se obtiene que C = P, — 515

luego la trayectoria

temporal del precio es:

a+y a+y) —k( (8)
P —__ 7 P — B+8)t
© /3+6+(° 5106/ ‘

como P = Z—:; (precio de equilibrio), entonces:

P(t) = P + (P, — P)e kB+d)t, (9)
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4.1.2.2. La estabilidad dinamica de equilibrio

Como P, y P son ambas constantes, entonces el factor clave en el comportamiento
tendencial de la solucién de la ecuacion, es la expresion exponencial e *(B+9t Como g +

6 >0 y k>0, podemos decir que la expresion tiende a cero cuando t — oo.

En consecuencia, dadas las hipé6tesis del modelo, podemos decir que la trayectoria
temporal conducira a la situacion de precio de equilibrio. En una situacién como esta,
donde la trayectoria temporal de la variable dependiente P(t) converge hacia el nivel P,

decimos que el equilibrio es dinamicamente estable.

Segun cuales sean las magnitudes relativas de P(0) y P, la solucién de (6) abarcara tres

casos posibles:

1. Si Py = P entonces P(t) = P. En este caso la trayectoria temporal del precio puede
representarse graficamente por una linea recta horizontal. El equilibrio se alcanza de
manera inmediata. Esto indica que los precios permaneceran constantes e iguales al
valor que hay en la actualidad.

2. SiPh>P - (P,— P) >0, pero, este término disminuira a medida que un aumento

en t disminuya el valor de e~k(B+8)t,

De esta forma la trayectoria temporal se
aproximara al nivel de equilibrio P desde arriba.
3. SiPp<P - (P,—P)<0,elanalisis es anélogo al caso anterior, pero, el equilibrio

se alcanza desde abajo.

P(t)

P(t) : caso de Py > P

P(t) : caso de Py < P

Figura 10. Comportamiento tendencial de la solucion
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Los estudiantes se ayudaran de esta epistemologia para poder predecir con argumentos

graficos, si un modelo de oferta y demanda especifico presenta estabilidad o no.

Una de las caracteristicas de lo anterior es que el tipo de actividades que se generaron para la

comprension de la estabilidad, implican la modelacion y un énfasis en la grafica como modelo

tendencial.
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4.1.3. En Sintesis

La figura 11 sintetiza cémo el disefio de la situacién didactica, articula lo epistemolédgico de

Cordero et al. (2016) con lo situacional del modelo de oferta y demanda de Walras (1946).

Solucidén de la ecuacion diferencial lineal de primer orden.

dME
Epistemologl'aW
(e Ecuaciones de Cordero J (e Oferta y
lineales de e Lo epistemolégico demanda

primer orden .
¢ Lo cognitivo

¢ Lo didactico

Ecuaciones | | *losodal Lo situacional
diferenciales de Walras

Situacion
didactica

Figura 11: Sintesis, lo epistemoldgico de Cordero con lo situacional de Walras.
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4.2. Andlisis A priori: disefio de la actividad didactica

El disefio consta de tres momentos, y encada uno de ellos esta presente el comportamiento
tendencial de la solucién de la ecuacion diferencial. Cabe destacar que la estructura de estos
momentos es planteada por Cordero et al (2016), pero que en este proyecto son usados para

articular estos con la ley de oferta y demanda de Walras (1874).

En el primer momento se promueve el analisis a través de la gréfica de los distintos
comportamientos que tiene la solucién de acuerdo a variaciones de los parametros de la
ecuacion diferencial. EI segundo momento resignifica el comportamiento tendencial de las
soluciones de una ecuacion diferencial al modelo de oferta y demanda. Mientras que el tercer
momento hace una integracién de los dos momentos anteriores en el cual se tendran que
relacionar la ecuacién diferencial con su solucion y su gréafica, ademas de analizar la estabilidad

o inestabilidad del modelo econémico.

La figura 12 se presenta un esquema que sintetiza el propésito global, como los propésitos

locales, del redisefio de situacion que se desarroll6 con el proyecto de tesis.
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Secuencia didactica

—-—

10

) ) )

Andlisis de los distintos comportamientos
que tiene la solucion tras variaciones de
los pardmetros de la Ecuacion.
Diferencial.

Resignificar el comportamiento

tendencial de las soluciones (CTS) de una

Ecuacion. Diferencial al modelo de
Oferta-Demanda.

solucion y su grafica, ademas de analizar
la estabilidad o inestabilidad del modelo
econémico.

—

Relacionar la Ecuacién. Diferencial con su

— =

D D D

Actividad 1:

Distincion del comportsmiento tendencial
de la solucion de una ecuacién diferencial
de la forma

Y (E)+y(t)=F(t).

Actividad 8y 9:
Con argumentos graficos se debe
relacionar la ecuacion diferencial con su
solucion.

Actividad 5:

Encontrar la ecuacién diferencial que
modela el fenémeno econdmico de
oferta-demanda y analizar el
comportamiento tendencial entre la

2l &t Identificar si el modelo presenta
solucién y la funcién.

estabilidad o inestabilidad.econdémica..

A

— @

\\

~
N

\

-

Actividad 2,3y 4:

Determinar patrones de
comportamiento de la solucién segin
varia el parametro de ecuaciones
diferenciales de la forma:

y'(t)}+ay(t)=F(t)
ay'(t)+y(t)=F(t)
y'(t)H+y(t)=F(t)
y'(t)}+y(at)=F(t)
\_ Para distintas funciones

\ F(t). /

Actividad 6:

Resignificar el comportamiento
tendencial de las soluciones de una
ecuacion diferencial con el fenémeno de
la estabilidad e inestabilidad econémica y
el precio de equilibrio.

o

Actividad 7:

Integrar las actividades 3y 4 del
momento 1 en problemas de oferta-
demanda.

A

Figura 12: Estructura general del disefio de situacion diddctica.




4.2.1. Momento 1

Este momento se caracteriza por que el estudiante podra manipular diferentes formas de la
ecuacion diferencial lineal de primer orden y observar a través de la gréafica los distintos
comportamientos que tiene la solucion de acuerdo a variaciones de los parametros de la

ecuacion diferencial.

Este momento consta de cuatro actividades, el paso de una a otra intenta resignificar la grafica
de la solucion de una ecuacion diferencial y establecer que la grafica es un comportamiento que

se debe mirar de forma completa.

Actividad 1
Considere el siguiente grupo de ecuaciones diferenciales:
y'(t) + y(t) = F(t), donde
F(t)=b b constante.
F(t) =t
F(t)=e® b#1,b€IR
Halle la solucién para cada una de las ecuaciones diferenciales.

Discuta el comportamiento tendencial entre la solucién y(t) y la funcién F(t).

Grafique usando cada una de las soluciones y compérela con la gréafica de la funcién F(t)
correspondiente. Para realizar las gréficas de las soluciones puede hacer uso de Geogebra.

Figura 13. Actividad 1, Momento 1
En la primera actividad se toma una lista de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

de la forma y'(t) + y(t) = F(t), donde se varia F(t).

Se requiere que el estudiante logre identificar la ecuacion, como una ecuacion diferencial lineal
de primer orden, y que esta se puede resolver encontrando un factor de integracion la cual

expresa la solucién como:

y(t) = eJ POt {f el PO (1) dt + C}
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Posteriormente el estudiante tendra que estudiar el comportamiento de la soluciéon cuando la
variable independiente t — «~, dandose cuenta que la tendencia es parecida a la grafica de la
funcion F(t). Con esto se tendrd un primer acercamiento al comportamiento tendencial de las

soluciones de una ecuacion diferencial de primer orden.

A continuacion presentamos algunas soluciones de la Actividad 1:

a) Ecuacion diferencial:
y®+y@®=>b

Ecuacion diferencial Comportamiento Grafica de la solucién
tendencial de la
solucion
y®+y®=>b Si consideramos t — oo, o)
se tiene que

Tomamos un factor

integrante de la forma y(&)=b+Cet > b
u(t) =eldt = et

_ .
y(t)=b+e F()=b

Ocupando la férmula de
Abel, se obtiene la solucién
de la forma:

t

y(t)=b—e¢

y(t) = e t(bet + ()
y(t) =b+ Ce™t :

Figura 14. Solucién de la ecuacién diferencial y' (t) + y(t) = b
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b) Ecuacion diferencial:

YO +y@®) =t

Ecuacidn diferencial

Comportamiento
tendencial de la solucion

Grafica de la solucion

Yy +y®) =t

Tomamos un factor
integrante de la forma

u(e) = el 9t = et

Ocupando la férmula de
Abel, se obtiene la solucidn
de la forma:

y(t) = e t(tet —et + C)
y(t)=t—1+Ce™t

Si consideramos t — oo,
se tiene que

y(t)=t—1+Ce™t
->t—1
Es decir, su
comportamiento es como
una recta con pendiente

igual a 1.

yt)=t-1-¢"!

Figura 15. Solucién de la ecuacion diferencial y'(t) + y(t) =t

Otra forma de enfrentar el ejercicio es usando los conocimientos previos referentes a la
interpretaciéon geométrica de la derivada como pendiente de la recta tangente a una curva, y con

esto graficar los campos de direcciones (con Geogebra) que tendran la misma tendencia que la

funcion F(t).

\ | VA A

N\ /s

Y

‘\
-~~~ N Y

B NN A Y AP Ay

—_—— L

. N

e

P .

-

Figura 16. Campo de direcciones de la ecuacién y'(t) + y(t) = t
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¢) Ecuacion diferencial:

Y' () +y(t) =e”

Ecuacion diferencial

Comportamiento
tendencial de la solucion

Grafica de la solucion

Y +y(t) =e”

Tomamos un factor integrante
de la forma pu(t) = e/ 3t = ¢t

Ocupando la férmula de
Abel, se obtiene la solucién
de la forma:

~ e(b+1)t
y()=et +C

b+1
bt

_ -t
y(t)—b+1+Ce
belR* y b#—1

Si consideramos t — oo, se
tiene que

bt

b+1

y(t) = + Ce™t

bt

. e
Tiende a —.
b+1

bt

. e
Es decir, y(t) = Py

Para b > 0.

Figura 17: Solucion de la ecuacion diferencial y' (t) + y(t) = ePt, b >0

Ecuacion diferencial

Comportamiento
tendencial de la solucién

Grafica de la solucion

y'(t) +y(t) =e™

Tomamos un factor integrante
de la forma pu(t) = e/ 3t = ¢t

Ocupando la férmula de
Leibnitz, se obtiene la
solucion de la forma:

oD+t
t)y=et C
yn =e <b+1+ )
bt
t) = Ce™t
YO =g+ Ce

belR™ y b+—1

Si consideramos t — oo, se
tiene que

bt

b+1

y(t) = + Ce™t

bt

. e
Tiendea —.
b+1

bt

. e
Es decir, y(t) = Py

|
Para b < 0.

Figura 18. Solucién de la ecuacién diferencial y' (t) + y(t) = e?*,b < 0

63

——
| —




Actividad 2

Considere la siguiente secuencia de ecuaciones diferenciales para algunos casos

particulares de F(x):

a) y@®) tayt)=»b
ay'(t) +y@®)=»b
b) y@®) tay) =t
ay'(t) +y(@®) =t

y'(t) + ay(t) = e

) ay @ +y@ = e

Analice las diferentes situaciones, exclusivamente con argumentos graficos. Utilice

Geogebra.

Figura 19. Actividad 2, Momento 1

En esta actividad el estudiante se enfrenta a un problema distinto al de la actividad anterior, en
el sentido de que ahora se toma una lista de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

de la forma:

y'() +ay(t) =F(t)
ay () +y(t) = F(t)

con F(t) una funcién continua en un cierto intervalo I € IR.

Es decir, se varia el parametro a para poder establecer algun tipo de relaciéon entre el
comportamiento de la solucién de la ecuacién y dicho coeficiente, es decir, establecer patrones
de comportamiento segun varia el parametro a. Este cambio del coeficiente es fundamental, ya
que hace ver de manera natural a la funcibn como “una instruccibn que organiza
comportamientos”. Ademas de que el estudiante debe contrastar este resultado con argumentos
graficos, haciendo uso de Geogebra. Esto nos hace pensar que el comportamiento tendencial

de las funciones efectivamente es un argumento.

Si ay'(t) + y(t) = F(t) entoces y(t) se comporta como F(t), sin embargo el parametro a

modifica la razén de cambio del comportamiento.

Algunas soluciones de esta actividad serian:
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a) Ecuacion diferencial

y'@t)+ay(t) =b; ab>0

Ecuacidn diferencial Grafica de la solucion

y'(@) +ay®)=b

Su factor de integracion es de la
forma:

u(t) = e

Luego por la férmula de Leibnitz su
solucion es

b
y(t) = o + Ce

Figura 20. Grdfica de algunas soluciones de la ecuacién diferencial y' + 2y = 3

Otra forma de resolver este ejercicio es analizando la interpretacion geométrica de la derivada
como pendiente de la recta tangente a una curva, esto permite graficar los campos de direcciones

que tendran la misma tendencia que la funcién F(t).

y®)+ayt)=b = y'(t)=b—ay(t)

Entonces,

b
yt)>0 © b-—ay(t)>0 < y(t)<a;a,b>0

b
yt)<0 & b—-ayt) <0 < y(t)>a;a,b>0

Luego su campo de direcciones seria:
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Figura 21: Campo de direcciones de la ecuacidn diferencial y' + 2y = 3

En el caso en que y'(t) + ay(t) = b; a < 0,b > 0 tenemos:

Ecuacion diferencial Grafica de la solucion
, y(t)
y'(@©) +ay()=>b
2t
3 y(t) = +4de
Su factor de integracion es de la forma: ult) = 2" 067\
u(t) = e
y(t) = —g +e
Luego por la férmula de Leibnitz su solucién
es =
b t
y(t) ==+ Ce %
a
ylt) = —g -
y(t) = —= — de*

Figura 22: Grdfica de algunas soluciones de la ecuacion diferencial y' — 2y = 3

Y si dibujamos los campos de direcciones haciendo uso de la interpretacion geométrica de la

derivada, se tiene:
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Figura 23: Campo de direcciones de la ecuacion diferencial y'-2y=3

b) Ecuacion diferencial

y' () +ay) =t

Ecuacion diferencial Grafica de la solucidon

y'(@©) +ay() =t "
y

Su factor de integracion es de la forma:
u(t) = e F(t) =t

., yt)=t—1427"
Luego por la férmula de Leibnitz su solucion es

() ‘ 1+C‘“f
=——— e
y a a?
y(t)=t-1-4de”!

yt)=t-1-¢"

Figura 24: Grdfica de algunas soluciones de la ecuacidn diferencial y' (x) + y(2x) = 3
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Ahora si analizamos la interpretacion geométrica de la derivada como pendiente de la recta

tangente a una curva, se tiene:

y®)tay®)=t < y'()=t—ay(t)

Entonces:
y'(t)=t—ay

t
yt) >0 © t—ay>0 & t>ay < a>y;a>0,a¢0

t
Y <0 & t—ay<0 & t<ay & E<y;a>0,a¢0

Luego su campo de direcciones seria:

14y

\ | A TR WA W A YRR VRN WO

WMl v vy vy Ty

\ \ VvV NN NN

\ ' VOV vV N NN

VANV OV Y N NN -

v O SI\NY VNN = - 7

\ \ \ -~ 7/ / /

v Y 2 A | /
\ ~ - 7/ / / / / /
O~ 1/ /2 I 317 I I s r
= Y/r ¢+ ¢ 1 1 1 1 1"
7 /AN Ay AR ENEN R RN (R B |

VAR /2 SRV IRRE R I N R [ R

F;'gura 25: Campo de direcciones de la ecuacion dife/encialy’(t) +2y(t) =t

. . . 1. .
Luego el campo de direcciones estard desplazado en " unidades hacia la derecha respecto de

las soluciones de la ecuacion diferencial.

El andlisis para a < 0 se hace de forma anéaloga al anterior.
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Actividad 3

Una ecuacion diferencial lineal de primer orden de la forma ay'(t) + y(t) = F(t) tiene como
t
solucion a la funcién y(t) = G(t) + ce~(@.

En la siguiente tabla, unir la ecuacion diferencial a través de una linea con la funcién G(t)

correspondiente a la solucion.

Justifique la eleccion que hizo, para cada ecuacion diferencial.

Ecuacién diferencial G(t)
2y'(t) + y(t) = cost t2—t+6
’ — $2 1
3y' () +y(t) =t +5t+3 Z(H'l)

YO +y0=7(t+3)

1 2
—cost+—sent

2 5 5
5y'(t) + y(t) = sent 1 5
T t 26 08 t

Figura26: Actividad 3, Momento 1

En esta actividad se presentan ecuaciones diferenciales lineales de primer orden de la forma
ay'(t) +y(t) = F(t), para cada una de ellas deberan identificar la forma de la solucién entre un
conjunto de ellas y argumentar por qué son de esta forma. Con esto se logra un reconocimiento

de patrones de soluciones, es decir, determinar comportamientos tendenciales entre la ecuacién

diferencial y su solucion.

Dicho comportamiento implica el variar los parametros en vez de resolver la ecuacion para

encontrar las soluciones.

——
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Esta actividad se puede responder teniendo en claro lo siguiente:

Tenemos la ecuacion diferencial de la forma: ay’(t) + y(t) = F(t) que se puede expresar como
ay'(t) = F(t) — y(t). Luego la idea es encontrar el coeficiente a de la ecuacion para que y(t)

tienda rapida o lentamente hacia F(t).
Por ejemplo:

Tomemos la ecuacién diferencial ay’(t) + y(t) =t,a # 0 cuya solucién es y(t) =t —a +

t

Ce_(a). Esta solucién es tendencial a F(t), ya que sitomamos t — o tenemos que la solucion

t
yt)=t—a+ Ce_(E) — G(t) = t — a. Luego la funcién G(t) =t — a tiene exactamente la

misma pendiente que la funcion F(t) = t, pero, se aleja a unidades de esta.

Por lo tanto, si tomamos la ecuacién diferencial %y’(t) + y(t) =%(t+g), tenemos que su

solucion es y(t) = i + i +Ce 2t > G(t) = £+% cuando t - . Luego la funcion G(t) =

t 1 .. . . ., 1 3 .1 . .
" + " tiene la misma pendiente que la funciéon F(t) = Z(t + E)’ pero se aleja 2 unidades hacia la

derecha.
Por otro lado, si tomamos la ecuacion diferencial ay’(t) + y(t) = t2, se tiene que su solucién es

de laforma y(t) = t? — 2at + 2a? + Ce™t y cuando t — o el comportamiento tendencial de la

solucion es a G(t) = t% — 2at + 2a?.

Luego el vértice de la funcién cuadratica G(t) = t? — 2at + 2a? es V = (a, a?), produciéndose
un patrén de comportamiento para estas soluciones respecto de la funcién F(t) = t?, para

distintos valores del parametro a.
A continuacién presentamos graficas de soluciones de las ecuaciones diferenciales:

y +y=t%4 2y +y=t?; 3y +y=t?
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y(t) = — 42 +38 wit) = £ — 6 — 18

y' +y=t? 2y' +y =t? 3y’ +y=t?

Figura 27: Grdficas de soluciones de la ecuacion diferencial ay'(t) + y(t) = t?

Ahora si tomamos la ecuacion diferencial ay’ +y = t2 + 5t + 3, se tiene que su solucién es de
la forma y(t) = t? + (5 — 2a)t + 2a® + 3 — 5a + Ce™t que cuando t — oo entonces y(t) =
t?+ (G -2a)t+2a’2+3-5a+Cet > G(t)=t?>+(5-2a)t+2a’+3—"5a.

Luego el vértice de la funcién cuadratica G(t) =t2+ (5—2a)t+2a>+3—5a es V =

(Za—s 4a%-13

> 2 ) produciéndose también un patron de comportamiento para estas soluciones

respecto de la funcién F(t) = t? + 5t + 3, para distintos valores del parametro a.
Por lo tanto, si usamos este argumento para la ecuacion diferencial
3y'(t) + y(t) =t?> +5t+3
tenemos que su solucion tendra el mismo comportamiento que la funcion
Gt)=t>’—t+6
Que es la misma paréabola que describe la funcién F(t) = t2 + 5t + 3, pero, con un corrimiento

- 1 23
ensu vérticeal = (E’T)
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Actividad 4

solucidn a la funcién y(t) = G(t) + Ce™%,

correspondiente a la solucién.

Justifique la eleccién que hizo para cada ecuacién diferencial.

Una ecuacion diferencial lineal de primer orden de la forma y'(t) + ay(t) = F(t) tiene como

En la siguiente tabla, una la ecuacioén diferencial a través de una linea con la funcién G(t)

y'(t) + 5y(t) = sent

Ecuacion diferencial G(t)

y'(@©+2y@) =t t 1

2 4

’ — $2 5
y' (@) +3y(t) =t*+5t+3 %sent—%cost

y(©+5y@ =7(c+3) 2 8,
2 4 2 3 9 27

1 2

—sent+—-cost
5 5

Figura 28: Actividad 4, Momento 1
En esta actividad se presentan ecuaciones diferenciales lineales de primer orden de la forma
y'(t) + ay(t) = F(t). Para cada una de ellas deberan identificar la forma de la solucién segun el
pardmetro a, y tras ello relacionarla con la funcién G (t). Con esto se logra un reconocimiento de

patrones de soluciones, es decir, determinar comportamientos tendenciales entre la ecuacién

diferencial y su solucion.

Si se toma la ecuacion de la forma y'(t) + ay(t) = t,a > 0, tenemos que su solucion es de la

forma y(t) = é— % + Ce™%;a > 0.

. . t 1 _ 1
Si hacemos tender t — oo se tiene que y(t) = St Ce ™™ > G(t) = Pl
Por lo tanto, se tiene que la funcién lineal G (t) tiene una variacién en su pendiente de

1 . . . 1 -
m = =, y un corrimiento horizontal hacia la derecha en ~.a > 0, respecto a la funcién F(t) = t.

a1

t
2
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. ., . . 1 1 3 ..
Por lo tanto, si ecuacién diferencial fuese y'(t) + Ey(t) = Z(t + E)’ entonces su solucién es

y(t) = %— % + Ce_(z), la que tiende a G(t) = é—i cuando t — oo. Es decir, la grafica de la

funcién G (t) tiene un corrimiento horizontal hacia la derecha de 1/1 = 2 unidades respecto a la
2

gréfica de la funcion F(t) = i(t + S)

Ahora si la ecuacion diferencial fuese de la forma y'(t) + ay(t) = t? sus soluciones son de la

forma y(t) = (i) t? — (%) t+ % + Ce ™,

En este caso cuando t —» o y(t) » G(t) = G) t? — (%) t+= luego a medida que va

a’’
cambiando el valor del parametro a, a > 0 para la ecuacion diferencial dada, tendremos gréaficas
de G(t) (parabolas) cuyo vértice ird cambiando segun el parametro V = G%) También se
puede observar que las graficas de estas funciones crecen mas lentamente respecto de la grafica

de la funcién F(t) = t? a medida que el valor de a se incrementa.

Por lo tanto, para la ecuacién y’'(t) + 3y(t) = t? + 5t + 3 se tiene que la funcién G(t) sera

13t 14

2
igual G(t) = %+ P
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4.2.2. Momento 2

En este momento el objetivo es hacer funcional para los estudiantes las ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden y resignificar el comportamiento tendencial de las soluciones de una
ecuacion diferencial al modelo de oferta y demanda.

Actividad 5

La oferta y la demanda de un producto de consumo, estan definidas en términos del precio
por las expresiones:Qs = 60+ 2P y Qp, = 120 — 3P. Si la constante de proporcionalidad es
k = 4 y el precio inicial es 8 unidades monetarias. Se pide:

e Bajo el supuesto de que en todo momento la tasa de cambio del precio (con respecto
al tiempo) es, directamente proporcional a la demanda. Obtener la ecuacién diferencial
gque entrega el modelo.

e Discuta el comportamiento tendencial entre la solucion P(t) y la funcion F(t).

e Grafique la solucidon y comparela con la grafica de la funcién F(t) correspondiente.

Figura 29: Actividad 5, Momento 2.

En esta actividad se entregan la oferta y la demanda de un producto en términos del precio. Se
les pide que con estos datos puedan encontrar la ecuacion diferencial que mejor modela este
fenémeno econdmico, ademas de analizar bajo los argumentos que entrega el Momento 1 el
comportamiento tendencial entre la solucién P(t) y la funcion F(t). La actividad finaliza con la

grafica de la solucién de la ecuacion y la funcion.

Lo primero que se debe realizar para contestar esta actividad es encontrar la trayectoria temporal

P(t). Para ello se debe utilizar la ecuacién diferencial que mejor modela este fenémeno que es:

dP

T = kQa=0). (k>0)

Luego si tomamos los datos que se entregan tenemos;

dP dP dP
=7 = k(120 =3P — 60 +2P) & —=4(120 —3P — 60 ~ 2P) & —+20P = 240

Luego la solucién de dicha ecuacién es: P(t) = 12 + Ce~2%. Si se impone la condicién inicial
(P(0) = 8) se tiene que P(t) = 12 — 4e™20¢,
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Con respecto a esta solucion se puede decir que el estado de equilibrio es P(t) =12, y la

ecuacion es estable, ya que k(8 + 6) = 20 > 0, luego P(t) — 12 cuando t — oo.

La gréfica de la solucién y de la funcién F(t) = 12 es:

()

Figura 30: Grdfica de P(t) = 12 — 4e 2%,
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Actividad 6

La oferta y demanda de un cierto bien estan dadas en miles de unidades respectivamente
por:

Qs =160 = 5P(t) - 350 'y Qp =40+ 3P(t) + 5 con P(0) = 20 dlares.
Se pide:

Encontrar la ecuacién diferencial que modela estos fendbmenos econémicos. Analice con
argumentos gréaficos si el modelo presenta estabilidad o inestabilidad econémica y
determine el precio de equilibrio (si existe).

Figura 31: Actividad 6, Momento2.

Aca se entregan la oferta y la demanda de un producto en términos del numero de unidades. Al
igual que en la actividad anterior se les pide que encuentren la ecuacion diferencial que modela
el fenémeno, pero, la diferencia es que con esta actividad logran resignificar el comportamiento
tendencial de las soluciones con el fendmeno de la estabilidad e inestabilidad economica y el
precio de equilibrio.

Aplicando el principio econdémico de oferta y demanda, es decir, Q; = Qs se tiene:

dP dP
— =40+ 3P() + —

160 — 5P(t) — =
60 — 5P(t) =3 — n

- o .. dp o
Lo que da la siguiente ecuacion diferencial: T + 2P = 30, cuya solucién es

P(t) = 15 + Ce ™%

Para determinar si existe estabilidad de precio y el precio de equilibrio, es necesario resolver el

problema de valor inicial:

dP(t)
dt

—2P(t) = 30; P(0) =20

Luego la solucién particular esta dada por P(t) = 15 + 5e~2t, cuya gréfica es:

——

76

—



0 2 4 6 o
t

Figura 32: Grdfica deP(t) = 15 + 5e~2,

Por otra parte, cuando t — oo, P — 15, entonces se puede concluir que en este caso se

presenta estabilidad de precio, y el precio de equilibrio es 15 ddlares.
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Actividad 7

En la columna de la izquierda aparecen escritas cuatro ecuaciones diferenciales que
representan algin problema de oferta-demanda; en la columna de la derecha estan escritas
seis expresiones para la funcion P(t). Relaciona la ecuacion diferencial con la expresion o
expresiones que creas que representan su solucion.

Ecuacion diferencial Expresion para P(t)
P(t) = (4 +2t)e”?' + 8
P'(t) + 20P(t) = 240

P(t) = 15+ 5e¢72%¢

P'(t) + 2P(t) = t*
P(t) =12 — 4720t

Pl(t) + 2P(t) =16 +2e7% t2 t 1 1

-t 2 o
P(t) > 2+4 4@

P'(t) + 2P(t) = 30
P(t) = 25eB3/Dt _ 20

P'(t) — ;P(t) =30 P(t) = 2 — 4e™"

Figura 33: Actividad 7, Momento 2

En esta actividad se presentan una diversidad de ecuaciones diferenciales que representan un
problema de oferta y demanda, pero, en cada uno de ellos deberan identificar la forma de la
solucién entre un conjunto de ellas y argumentar por qué son de esta forma. La idea es utilizar

los patrones que se lograron identificar en la actividad 3 y 4 del momento 1.
Por la actividad 3 y 4 del Momento 1, se tiene que:

La ecuacion general y'(t) + ay(t) = F(t) tiene como solucién P(t) = e~ % [ F(t)e %dt +

Ce~%, dependiendo de la funcién F(t). Luego las ecuaciones:
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e P'(t) 4+ 20P(t) = 240 debe tener como solucién a la funcién P(t) = 12 — 4e™20t ya

que F(t) = 240 la cual queda dividida por a = 20.

2 1 1 _
e P'(t) + 2P(t) = t? tiene como solucion a la funcion P(t) = % — % +,—e 2t ya que
la soluciéon general de la ecuacién diferencial y'(t) + ay(t) = t? es y(t) = (%) t? —
(%) t+ % +Ce ™% cona = 2.

-2t

e Analogamente para la ecuacion diferencial P'(t) + 2P(t) = 16 + 2e =" se tiene que su

solucion debe tener la forma P(t) = (4 + 2t)e™2' + 8.
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4.2.3. Momento 3

En este momento se examina el comportamiento tendencial de la solucion, para ello se elabor6

dos actividades que integran los elementos obtenidos en las actividades anteriores.

Actividad 8

En la columna de la izquierda aparecen escritas cinco ecuaciones diferenciales que
representan algun problema de oferta-demanda; en la columna de la derecha estan las
graficas de seis funciones P(t). Debes relacionar la ecuacion diferencial con la gréfica o
graficas que creas que representan su solucion. Para el andlisis debes considerar si el
modelo presenta estabilidad o inestabilidad econémica, ademas del precio de equilibrio (si
existe).

Ecuacidn diferencial Gréficade P(t)

P'(t) + 20P(t) = 240

P'(t) + 2P(t) = t?

P'(t) +2P(t) = 16 + 2e7%¢

P'(t) + 2P(¢t) = 30

P'(t) —;P(t) =30

Figura 34: Actividad 8, Momento 3.

En esta actividad se entregan un grupo de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden que

representan un modelo de oferta y demanda, las cuales se tienen que relacionar con una o mas
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graficas que representen la solucion de la ecuacion. Haciendo uso de dicha grafica el estudiante

debe identificar si el modelo econémico presenta estabilidad o inestabilidad.

Para resolver estos ejercicios se hace uso de la actividad anterior, es decir, como ya se conoce
la forma de la solucién de dichas ecuaciones se hace uso del comportamiento tendencial de

dichas soluciones cuando t — 0.

Entonces:

Para la ecuacion P’ (t) + 20P(t) = 240, su solucién es de la forma P(t) = 12 — 4e~2% que

cuandot > 0 = P(t) - G(t) = 12. Luego su gréfica es de la forma:

* Fm

o

i

Figura 35: Grdfica de la funcion P(t) = 12 — 4e~20¢,

L, . 2 t 1 1 _
Para la ecuacion P'(t) + 2P(t) = t?, su solucion es de la forma: P(t) = — -5t 3e 2t |3
. t2 0t 1 .
que tiende a G(t) = 5 3 + " cuando t — ©0. Luego su gréfica es de la forma
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4 P(t)

0

2
Figura 36: Grdfica de la funcién P(t) = % - é + i - %e‘Zt

Para la ecuacion P'(t) +2P(t) = 16 + 2e~?t, su solucién es de la forma: P(t) =

(4 + 2t)e™?t + 8 la que tiende a G(t) = 8 cuando t — oo. Luego su grafica es de la forma:

AP

Figura 37: Grdfica de la funcion P(t) = (4 + 2t)e™ %' + 8.
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Actividad 9

Relacione las tres columnas

Ecuacion diferencial

P'(t) + 20P(¢t) = 240

P'(t) +2P(t) =t

P'(t) + 2P(t) = 16 + 272

P'(t) —%P(t) =30

P'(t) + 2P(t) = 30

Gréaficade P(t)

J P=20

P(t)

P®

P=15 \

Pt

Expresion de P(t)

P(t) = (4+2t)e %t +8

P(t) = 15+ 5e72

P(t) =12 — 4720

P(t)_t2 t+1 1,
T2 72713t

P(t) = 25eB3/2t _ 20

P(t) = 2 — 4e7

Figura 38: Actividad 9, Momento 3.

83

——
| —




La actividad 9 es similar a la anterior, pero, se agrega una columna mas que es la solucién de la
ecuacion diferencial, por ende, el estudiante tendra que relacionar la ecuacion diferencial con su

solucién y su gréfica.

Haciendo uso de las dos actividades anteriores se tiene que:

Para la ecuacion P’ (t) + 20P(t) = 240, su solucién es P(t) = 12 — 4e~2% y su gréafica es

de la forma:

b Pt

=+

Figura 39: Grdfica de la solucién P(t) = 12 — 4e —20t

2

5 5 2 ot 1 1 _ i
Para la ecuacién P'(t) + 2P(t) = t2, su solucién es P(t) = S5t ¢y su gréfica

es de la forma:

4 P(t)

=
t

0

t2 ot 1 1 _
Figura 40: Grdfica de la solucion P(t) = 53 + 12 e %t
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Para el resto de la Actividad el desarrollo es analogo al anterior.

Las actividades sefialadas en la secuencia tienen como propésito contrapesar la falta de marcos
de referencia para resignificar el conocimiento matematico que expresa el dME, recuperando
categorias del conocimiento matematico como la modelacién-graficacién y el comportamiento
tendencial de las funciones, las cuales estan presentes en escenarios distintos a los que
comunmente se tocan en el aula. En este sentido, el disefio de situacién propone caminos que
ayuden al estudiante a reflejar el uso de su conocimiento matematico en situaciones que estén

acordes a su futuro laboral.

85

——
| —



4.3. Andlisis a posteriori

El andlisis a posteriori consiste en una exhaustiva revision de los sucesos acontecidos durante
la implementacidon de la situacion didactica disefiada. En esta etapa es que se confrontan las
hipétesis definidas en el andlisis a priori y se determina efectivamente si fueron alcanzadas las

expectativas o cuanto mas alla nos desviamos de los resultados que se esperaban.

De esta confrontacidn entre el analisis a priori y a posteriori surge la fase que caracteriza a esta

metodologia de investigacion, esto es, la validacién de la misma.

4.3.1. Anédlisis del Momento 1

4.3.1.1. Actividad 1

En esta actividad se toma una lista de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden de la
forma y'(t) + y(t) = F(t), donde se varia F(t). Los cuatro grupos en estudio lograron
identificar la ecuacion diferencial como una ecuacion diferencial lineal de primer orden con
coeficientes constantes no homogénea. En general, no tuvieron problema con encontrar la
solucién de la ecuacién, dando evidencia que el proceso algebraico — algoritmico lo manejan
bien. El grupo A, fue el Gnico que evidencia la existencia de un factor de integracién con el cual
se puede resolver la ecuacion diferencial, los otros tres grupos solo aplicaron la férmula de

Leibnitz
y(t) = el POt U el POAtE () dt + C}

para obtener la soluciéon. Una vez obtenida esta, los grupos se ayudaron de Geogebra para

realizar las graficas de las soluciones de las ecuaciones diferenciales planteadas.

Posteriormente los cuatro grupos hacen un andlisis del comportamiento de la solucién cuando la
variable independiente t — «, dandose cuenta que la tendencia es parecida a la gréfica de la
funcién F(t). Con esto ellos logran tener un primer acercamiento al comportamiento tendencial

de las soluciones de una ecuacion diferencial de primer orden.

A continuacién presentamos las hojas de respuesta de los cuatro grupos:
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Figura 41: Respuesta de la Actividad 1, Grupo 1

Como se puede visualizar, este grupo inmediatamente vincula la solucién de la ecuacién
diferencial con F(t), usando argumentos cualitativos y graficos (con ayuda del Geogebra). Para
todas las ecuaciones planteadas toman un valor particular de la constante C para graficar la
solucién. Pese a ello, en la segunda ecuacién de esta actividad, el grupo solo gréfica una soluciéon

de la ecuacion diferencial y de forma equivocada grafican la funcion F(t) = t, ya que latrasladan
en una unidad hacia la derecha. Esto les lleva a interpretar de forma equivocada el
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comportamiento de la solucién con la funcion F(t) = t. Esto no les permitié interpretar lo que
estaba pasando con la grafica de las soluciones respecto de que en el primer cuadrante las
soluciones tienden a comportarse como una recta con pendiente igual a la funcion F(t) = t con

un traslado de una unidad hacia la derecha.

En la ecuacion 3 grafican de forma errénea la funcion F(t) = e®¢, ya que no se dan cuenta que
esta funcién es siempre positiva para todo t. Pese a este error, fueron capaces de visualizar que
en el primer cuadrante las soluciones tienen un comportamiento bastante parecido al de la

funcién F(t) = ePt. Cabe sefialar que el estudio anterior sélo se hizo en el caso en que b > 0.

Con todo lo anterior, este grupo dio evidencias de entender que si la variable t se hace tender al

infinito las soluciones se comportaban de manera parecida a la funcién F(t).
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Figura 42: Respuesta de la Actividad 1, Grupo 2.

Este grupo resolvio las tres ecuaciones diferenciales aplicando la formula de Leibnitz. En el caso

de la primera ecuacion hicieron un analisis grafico s6lo usando un valor particular de la constante

C de la solucién, es decir, para C > 0y F(t) = b,b > 0, luego vieron que pasaba cuando la

variable independiente se hacia tender al infinito, dandose cuenta que la solucién empezaba a

tender por arriba a la constante b, en sus palabras: “en el infinito se comporta igual a b”.
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En el andlisis de la segunda ecuacion diferencial, lo hacen de forma similar que la anterior, pero,
ahora intentan el andlisis con la grafica de mas de una solucién con distintos valores de C,

ademas de la funcion F(t) = t.

Cuando grafican la solucion de la ecuacion con € = 0 junto con la funcion, se dan cuenta que las
graficas son dos rectas paralelas (tienen la misma pendiente), pero, una desplazada hacia la
derecha respecto de la otra sin especificar cuantas unidades, especificamente dicen: “en el

infinito las pendientes se comportan de igual manera, con un desplazamiento hacia la derecha”.

Para el valor C =1 y C = —1 graficaron de forma erronea las soluciones, ya que las hicieron

tender a la gréfica de la funcién F(t) = t y no a la gréfica de la funcion y(t) =t — 1.

Para la tercera ecuacion diferencial, es decir, y'(t) + y(t) = ePt, hacen un analisis grafico para
tres casos, b >0, b =0 y b > 0y con un solo valor para la constante de la solucién C. Para

los tres casos estudiados hacen el siguiente comentario “en el infinito son asintéticas entre ellas.

En O tienden a estabilizarse”

Calculan el limite a la solucion cuando la variable independiente tiende a infinito y llegan a la

ebt

conclusién que la solucién tiende al valor o)
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Figura 43: Respuesta de la Actividad 1, Grupo 3.

Este Grupo realiza bien el tratamiento algebraico — algoritmico al calcular las soluciones de las
tres ecuaciones diferenciales, pero, no logran un tratamiento visual completo de la situacion, no

advierten del todo la grafica de la soluciones de las ecuaciones.

A las tres soluciones le aplican el limite cuando t — oo, dandose cuenta de que la solucion tiende

a la funcion F(t).
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Figura 44: Respuesta de la Actividad 1, Grupo 4.

Al igual que los otros grupos, no hubo problemas con encontrar las soluciones de las ecuaciones
diferenciales.

Para graficar las soluciones, en los tres casos tomaron valores especificos de b y de la constante

de la solucién C. En los tres casos encontraron que la grafica de la solucién de la ecuacion se
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comporta de manera similar a la funcion de la ecuacion diferencial, cuando la variable

independiente tiende al infinito.

Luego con respecto a esta actividad los estudiantes respondieron basicamente lo que se
esperaba de ellos, aunque con argumentos un tanto limitados en el sentido de las gréaficas que
realizaron. Ninguno de los grupos hizo un andlisis respecto de la interpretacién geométrica de la
derivada como pendiente de la recta tangente a una curva y con esto graficar los campos de
direcciones. Lo que se esperaba en esta actividad es que algunos estudiantes hubiesen podido

hacer un andlisis como indica la Figura 42.

Sea la ecuacion diferencial: \ v

N\

y®+y@®) =t

N | V7V rrr -
NN\ /-

\
\
AN
~ V4 /|
- / /
Despejando y'(t) se tiene: : /A
’ 7 / / /
‘) =t- 3 /o1
y@®=t-y©® 1 / / 1 I
YY) >0 o t—y()>0 1 ‘: 2; 3:4:5 :e 15
= y() <t - / / ! ! 1 !
/ I I i I |
Y (#)<0 e t—y()<0
e y() >t

Figura 45: Campos de direcciones de la ecuacion diferencial y'(t) + y(t) =t

Esto manifiesta de alguna manera que los estudiantes manejan la idea de derivada, pero, bajo
un punto de vista algebraico y no geométrico. Esto sucede justamente porque los estudiantes
tienden a mantener por mas tiempo en sus registros mentales los procesos algebraicos, ya que
durante todo su proceso educacional se le ha dado importancia a ese tipo de registros, dejando
la modelacién practicamente de lado. Los docentes y el proceso educativo tienden a creer que
la grafica y las interpretaciones geométricas (que son una forma de modelacién) son una
aplicacion de la matematica, al contrario de lo que sefiala Cordero (2006) que dice “la modelacién

es, en si misma, una construccién del conocimiento matematico”.

Pese a estas dificultades, que son asignadas por el dME, los estudiantes lograron realizar un
primer acercamiento al comportamiento tendencial de las soluciones de la ecuacion diferencial,

gue es justamente lo que se queria conseguir con esta primera actividad de la situacion didactica.
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4.3.1.2. Actividad 2

En esta Actividad, se considera una secuencia de ecuaciones diferenciales de la forma y'(t) +

ay(t) = F(t), con F(t) = b, t, e’t. En general todos los grupos no tuvieron problema con la
resolucién de las ecuaciones diferenciales, no obstante, los andlisis planteados se desarrollan

de distinta manera.
Por ejemplo:

e EIGrupo 1 através de la solucion de la ecuacién diferencial, tomaron t — oo obteniendo
la convergencia de y(t), para luego graficar algunas soluciones particulares.
Las soluciones particulares que graficaron fueron hechas con valores de C > 0, por lo
que las soluciones convergen a y(t) por arriba. Desestimaron graficar las soluciones
para valores de C < 0.
Luego a través de la grafica intentaron establecer patrones de comportamiento segun
varia el parametro a y b, todo esto haciendo una comparacion entre las soluciones de
las ecuaciones de laforma y’(t) + ay(t) = F(t) y ay’(t) + y(t) = F(t)conF(t) =
b, t y el
Para la ecuacion y’(t) + ay(t) = b, establecieron el siguiente patrén:
v Sia>b, y(t), tenderd a unrango (0,1). Esto como una forma de decir que las
soluciones convergen a s en una franja que esta entre O y 1.
v’ Sia <b, y(t), tiende a una expresion mayor que 1. Lo cual es erréneo ya que
en este caso la convergencia seguiria dandola el cociente 3, conb > 0.
v Sia=b, y(t) tiende a 1.
v' Sia = 0 se indetermina.
Todo lo anterior bajo la hipétesis a > 0.
Luego colocan una nota en la cual dicen, si a < 0, el comportamiento es inverso, lo cual
es erréneo ya que en el infinito la solucién también se va al infinito.
Para la ecuacion ay’(t) + y(t) = b dicen lo siguiente respecto del comportamiento de
su solucién segun distintos valores de sus parametros:
v' Sia > b, es una constante mayor a b.
v Si0 < a<1,larectase acerca al cero.
v' Sia =0, larectaes el eje x.
v

Si a = b, la recta tendera a una constante.
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Por otro lado con respecto a la ecuacion diferencial y'(t) + ay(t) =t y ay'(t) + y(t) =t,

dicen lo siguiente:

v Si a esta en la ecuacion y’(t) + ay(t) = t muestra un comportamiento cuya
pendiente es menor, con lo cual se podra demorar mas.
v Siay’(t) + y(t) = t el comportamiento de la funcién sera mas rapido ya que la

pendiente de la funcion fue mayor.

Este andlisis es un tanto erréneo ya que para valores mayores de a > 1 el comportamiento de

las soluciones es al revés de lo que declaran los estudiantes.

Para las ecuaciones de la forma y'(t) + ay(t) = et y ay’(t) + y(t) = e’* encuentran la
solucién de una de ellas ya que la otra estaba mala y realizan un bosquejo de alguna solucién

particular. No realizan analisis respecto de comportamiento, segun los valores de los parametros.

e El Grupo 2 encontr6 de buena forma las soluciones de las ecuaciones diferenciales y
luego hacen un analisis gréfico, especificando que sélo tomaran el valor C = 1 para la

constante de integracion, con lo cual facilitan bastante el desarrollo de su andlisis.
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Figura 46: Actividad 2, Grupo 2.
Como se ve en la Figura 43 en la pregunta a) de la Actividad 2 realizan la gréafica de soluciones
particulares de las dos ecuaciones diferenciales, especificando comportamientos de la solucién
segun sea el valor que tome el pardmetro a. Las gréaficas son hechas s6lo para un valor
especifico de la constante de integracién C > 0. Al hacer la comparacién entre las soluciones de
las ecuaciones involucradas hacen los siguientes comentarios. Para “a > 0, la pendiente de la
recta 1y 2 tienden a cero”, lo que es falso, ya que en ese caso las soluciones tienden a una recta
horizontal segln sea el valor que tome a y b. Por otro lado, para “a < 0 la pendiente tiende a

infinito y si a = 0 /a recta es horizontal”.
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Para la pregunta b) y c), basicamente hacen lo mismo. Realizan graficas para algunos casos
particulares de la solucion y luego emiten comentarios respecto de cual es el comportamiento de
las funciones respecto de la pendiente de la recta 1 y 2. Comentarios que en parte son reales,

pero, para situaciones muy limitadas.

e EIGrupo 3, encontro las soluciones de todas las ecuaciones diferenciales involucradas
en la actividad. Graficaron escasamente algunas soluciones y con ellas se ayudaron para
realizar algunos comentarios respecto del comportamiento da las soluciones segin varia
el parametro a.

Para la pregunta a) primera ecuacion diferencial, dicen: “Cona > 0y b € IR las curvas
se mueven (con b) en el mismo sentido y si a < 0 se mueven con comportamiento
contrario, es decir, mientras una crece la otra decrece, y si a = 0, la funcién se indefine.
Para la segunda ecuacién en su analisis dicen: “con a > 0 las rectas se mueven juntas
y si el b crece, mas suben las rectas”.

Para la pregunta b) el inico comentario que hacen es que “en la primera ecuacion a no
puede ser igual a cero, al contrario de la segunda ecuacién que con a = —1, las
funciones son iguales”, 1o que es verdad, ya que efectivamente en el infinito las
soluciones de las ecuaciones diferenciales tienden a comportarse de la misma forma.
En la pregunta c), grafican de mala forma algunas soluciones de las ecuaciones

diferenciales, lo que les perjudica en su andlisis posterior de la situaciéon. Hacen
comentarios como: “podemos notar que cuando ay’(t) con a > 0, y(t) se comporta
como una funcién par, pero cuando y’(t) esta sola, con a < 0, y(t) se comporta como

una funcién impar”.
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Figura 47: Pregunta a), Actividad 2, Grupo 4.

Como se puede observar en la Figura 44, para la ecuacion diferencial y’(t) + ay(t) = b los
estudiantes de este grupo se dieron cuenta que la convergencia sélo se daba cuando el valor del
parametro es a > 0. Hacen hincapié en que el rol del parametro a es importante, de hecho
argumentan que si a = 1 la solucién y(t) tendra el mismo comportamiento que b e incluso
suponen que a tiene que ser positivo para que el fenébmeno estudiado tenga sentido en su
realidad, es decir, precios. No le dan ninguna importancia en la solucién al parametro b, salvo
la importancia que tiene en la ecuacién diferencial. Por otro lado, para la ecuacion ay’(t) +
y(t) = b, desestiman la importancia de los parametros a y b, ya que comentan “en este caso,
deja de tomar protagonismo la variable a y b, puesto que al infinito y(t) siempre va a tender a

b”.
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Figura 48: Pregunta b) y c), Actividad 2, Grupo 4.

En la pregunta b) para ambas ecuaciones diferenciales, grafican la funcion F(t) = t y sobre la

misma grafica bosquejan una solucién particular de la ecuacion.

En la primera ecuacién hacen un breve andlisis, s6lo comentan que cuando t — oo, y(t) tiende

a F(t) = t. No existe ninglin comentario respecto a los valores que podria tomar el parametro
a, para que efectivamente la solucién de la ecuacién diferencial tenga un comportamiento

“parecido” al de la funcién F(t).
En cambio en la segunda ecuacion diferencial intentan darle sentido al rol que juega el parametro

a en la solucion de la ecuacion, haciendo el siguiente comentario:
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“cuando a — 0, y(t) tiene casi el mismo comportamiento que F(t) = t. Mientras mayor valor

tenga a, aumenta la brecha entre F(t) =t e y(t)”.

En la pregunta c) solo calculan la solucion y hacen un bosquejo de una solucién particular de la

ecuacion diferencial y de la funcion F(t) = e?t.
4.3.1.3. Actividad 3y 4

En estas Actividades, los grupos trabaron sin ningin problema ya que con ayuda de las dos

actividades anteriores fueron capaces de entablar patrones de conductas de las soluciones, es

decir, determinar comportamientos tendenciales entre la funcién F(t) de la ecuacion diferencial

t
y la funcién G(t) que es parte de la solucién de la forma y(t) = G(t) + Ce_(E) oy(®) =G()+

Ce—at

Cabe sefalar que solo el grupo 4 intent6 realizar un andlisis mas profundo en estas actividades.
Cambiaron las constantes dadas en cada actividad por un parametro a, e intentaron ver qué

pasaba cuando este parametro iba cambiando. En la Figura 46 y 47 se encuentra el andlisis

Actividad 3
Una ecuacion diferencial lineal de primer orden de la forma ay’(t) + y(t) = F(t) tiene como
solucién a la funcién y(t) = G(t) + ce~ &)
En la siguiente tabla, una la ecuacién diferencial a través de una linea con la funcion G(t)
correspondiente a la solucién
Justifique la eleccion que hizo, para cada ecuacion diferencial
Ecuacién diferencial G
/I“\ 2y'(L) + y(t) = cost t2—t+6
2 " —_ 1
o . 3y'() + y(@) =t* +5t+ 3 L o1y
/> \ a
// “/
1 1 3 1 2
/ ) Y@ + 3@ =z(c+3) Scost+zsent
/ Q Sy’(t) + y(¢t) = sent L sent S t
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Figura 49: Actividad 3, Grupo 4.
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Actividad 4

Una ecuacién diferencial lineal de primer orden de la forma y'(t) + ay(t) = F(t) tiene como
solucién a la funcién y(t) = G(t) + Ce™ .

En la siguiente tabla, una la ecuacién diferencial a través de una linea con la funcién G(t)
correspondiente a la solucion.

Justifique la eleccién que hizo para cada ecuacion diferencial.

Ecuacion diferencial G(t)
N) Y@®+2y@) =t i R LA
J yZ 2 4
/
Wy’ - = ¢? : 5 1
@)’ () +3y(e) =t*+5t+3 3 2_)650'”—2_(“)52
- 0
X - 1 4 3 / t2 13t 14
CL; Y© +3y@® =3(c+3) 4 Dot
oL ' s 1 2
Q ) y'(©) +5y(t) e Escnr+§cust
g 5
/ c " 5 l ¢ @A~ o 72 A
‘\);7\ S LAY VW Cclo vtN a4 OaL . » \ \
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Figura 50: Actividad 4, Grupo 4.
En estas dos Actividades los estudiantes de s6lo dos grupos (Grupos 3 y4) intentaron encontrar
algun patron de comportamiento para el pardmetro a de la ecuacion diferencial, para luego poder

relacionar la ecuacion diferencial de la columna de la izquierda con la posible funcién G (t) de la

columna de la derecha.

Algunos patrones de comportamiento que encontraron son:

Si la ecuacion diferencial fuese de la forma y’(t) + ay(t) = t? determinaron que el patrén de

comportamiento de la funcién G (t) (que es una funcién cuadratica), es el siguiente:

o El coeficiente que acomparfia a t? tiene que estar dividido por a.

o El coeficiente que acompafia a t va dividido por a?.
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o El coeficiente constante va dividido por a3.

Lo que es cierto, ya que la solucién de la ecuacion diferencial es de la forma
3] (1)t2 (2)t+2+6‘“t
= _— —_— —_— — e B
y a a? a3
Lo . _(\,2 _ (2 2
lo que implica que la funcién G(t) = (Z) t (al) t+—.

En el analisis a priori se tenia contemplado desarrollos como:

Si la ecuacion diferencial es de la forma: y’(t) + ay(t) = t? entonces su solucion es y(t) =

(l) t% — (%) t += lo que es una

2
a a

D2 _ (i) 2 -at impli
(a) t )ttt Ce™™, lo que implica que G(t)
ecuacion cuadratica cuyo vértice va cambiando segin V = (%%) para a > 0, de acuerdo a la

gréfica de la funcién F(t) = t2.

Lo mismo pasa con la ecuacién de la forma ay’(t) + y(t) = t? que tiene solucién y(t) = t? —
2at + 2a? + Ce™t, lo que implica que G (t) = t% — 2at + 2a? cuyo vértice va cambiando segin

V = (a,a?) para a > 0 respecto de la funcién F(t) = t2.

Pese a que los estudiantes no dieron argumentos como estos, se evidencia que lograron percibir
la génesis del problema, ya que fueron capaces de darse cuenta que el parametro a de la
ecuacion diferencial era relevante en la forma de la solucién de la ecuacién diferencial y

obviamente en el comportamiento tendencial de la solucién respecto de la funcién F(t).
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4.3.2. Anédlisis del Momento 2

4.3.2.1. Actividad 5

En esta Actividad, se entregan la oferta y la demanda de un producto de consumo en términos
del precio dada por las expresiones Qs = 60 + 2P y Qp = 120 — 3P. Se les pide que con estos
datos puedan encontrar la ecuacién diferencial que mejor modela este fenémeno econémico,
ademas de analizar el comportamiento tendencial entre la solucién P(t) y la funcién F(t). La

actividad finaliza con la gréfica de la solucién de la ecuacion y la funcion.

Todos los grupos coincidieron en que el punto de equilibrio de la oferta y la demanda se da
cuando Qg = Qp, es decir, cuando 60 + 2P = 120 — 3P lo que implica que para P = 12 las
curvas de oferta y demanda se intersectan. Lo que causé problemas en esta actividad fue el
planteamiento matematico del fenémeno econdmico, por lo que el profesor tuvo que intervenir y
explicar de qué forma se podia plantear matematicamente la situacién. Posteriormente en el
célculo de la ecuacion diferencial y posterior analisis de la soluciéon de manera gréfica, fue rapida

para ellos, amparados logicamente en el trabajo realizado con anterioridad en las actividades del

Momentol.
C QS —;5041( K=4 Po= o) C'\G’?:'
GD :,Lo _3‘9
e Qd- Bg)
?)TT&( ) '—e’i.—K(bO’Sr)
a® _ k( o-3p -2~ F dt

Qo
&

K60 ‘):l?.

ngura 51: Actividad 5, Grupol.

En la Figura 48 se puede observar que el Grupo 1 encuentra la solucién general de la ecuacion

diferencial, y posteriormente impone la condicion inicial para encontrar el valor de la constante
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C, pero, no explicita la solucién particular de la ecuacién diferencial. Esto les impide ver el
comportamiento de esta solucion respecto del equilibrio del problema de oferta y demanda,
impulsados quizas por las actividades del Momento 1, terminando con la gréafica de una funcién

que no existe para este problema en particular.

Por otro lado, los grupos 2, 3 y 4 hicieron algun tipo de comentario respecto del comportamiento

de la solucién cuando la variable independiente tiende al infinito.

En particular el Grupo 2, encuentra la solucion particular de la ecuacion diferencial y luego la
grafica junto con el precio de equilibrio, haciendo un pequefio comentario respecto al
comportamiento tendencial de la solucién P(t) y la funcién F(t), “por lo tanto se estabiliza”. Esto

se puede evidenciar en la Figura 49.
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Figura 52: Actividad 5, Grupo 2

El Grupo 3 hace el mismo desarrollo algebraico que el resto de los Grupos para encontrar la
solucién general y la particular de la ecuacién diferencial, pero, a diferencia de los otros no

hicieron ningin grafico para la solucion particular, siendo que el problema pedia explicitamente
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este hecho. También hacen un comentario respecto del comportamiento tendencial de la
solucion, dicen, “cuando t tiende a infinito P(t) nos da el precio”. Esto como una forma de decir

que la solucién tiende al precio de equilibrio cuando t tiende a infinito (ver Figura 50).
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Figura 53: Actividad 5, Grupo 3.

——

105

—



A '}\ % ’_?\3
s \<(Lo-SP) p =
\ C \ \
Y« LN \‘ A 1
¢ = NP = 240
ol X P = 24C
: .
Pl ) = Ea . & t + 12
21 ¢ - Fg N -\
A ‘\V\ K "\?\L\ = =
-~ - &
L= ‘\?\7'_,4_;’/7
T e R

Figura 54: Actividad 5, Grupo 4.

Por otro lado, segun la Figura 51 se puede ver que el Grupo 4 encuentra la solucién general y
particular de la ecuacién diferencial y también realizan la grafica de esta, junto con el precio de
equilibrio. Luego haciendo uso de esta grafica hacen el siguiente analisis “vemos que el precio
no arranca del equilibrio. Llega al equilibrio a (12) cuando t —» ®”, que es exactamente lo que

se esperaba que contestaran los estudiantes en esta actividad.

4.3.2.2. Actividad 6

Acé los estudiantes de cada grupo no tuvieron problema en plantear la ecuacion diferencial ya
gue se les entregaba la oferta y la demanda de un producto en términos del nimero de unidades
(la dificultad del planteamiento de la ecuacion diferencial fue resuelta por el profesor en la
actividad anterior). Con esta actividad deberian lograr resignificar el comportamiento tendencial
de las soluciones con el fendbmeno de la estabilidad e inestabilidad econémica y el precio de

equilibrio.
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Todos los grupos lograron resolver la ecuacién diferencial del modelo, pero, no encontraron la
solucion particular de la ecuacion diferencial del problema de valor inicial. Luego hicieron el
analisis con argumentos basados en graficas de soluciones para distintos valores de la constante

C, salvo el grupo 3.

Con respecto al comportamiento tendencial de la solucién y a la condicion de estabilidad o
inestabilidad, el Grupo 1 no hace comentarios al respecto, el Grupo 2 comenta: “se estabiliza”,
el Grupo 3 pese a no hacer ninguna grafica comenta: “nuestro precio en equilibrio es 15, es un
modelo que presenta estabilidad econdmica. Si representa estabilidad economica, ya que la

gréfica representa complementos perfectos.” Y el grupo 4 no hace comentarios.

A continuacién en las Figuras 52, 53 y 54 se muestran los analisis planteados por los Grupos 1,
2y 3.
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Figura 55: Actividad 6, Grupo 1.
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Figura 57: Actividad 6, Grupo 3.

Podemos decir que con esta Actividad se logré exactamente lo que se pedia, es decir, que los
estudiantes lograran resignificar el comportamiento tendencial de las soluciones en un problema
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de oferta — demanda, en el cual se deberia sefialar si el modelo era estable o inestable

econémicamente hablando.

4.3.2.3. Actividad 7

Los cuatro grupos realizaron rapidamente esta Actividad, ya que lograron identificar y utilizar los
patrones que se identificaron en la Actividad 3 y 4 del Momento 1. No realizaron ningun célculo
de soluciones, sélo identificaron la forma de la ecuacion diferencial que modelaba un problema
econdémico y lo relacionaron con la forma que podia tener la solucién. A continuacion en la Figura
55 se muestra la solucién de unos de los grupos. Cabe recalcar que todos los grupos contestaron
exactamente lo mismo.

Actividad 7

En la columna de la izquierda aparecen escritas cuatro ecuaciones diferenciales que representan
algun problema de oferta-demanda; en la columna de la derecha estan escritas seis expresiones
algebraicas para funciones P(t). Relaciona la ecuacién diferencial con la expresion o expresiones

que creas que representan su solucién.

Ecuacién diferencial Expresion para P(t)
P'(£) + 20P(t) = 240 P(t) = (4+20e™* +8
9 P(t) =15+ 5¢~%
P'(t) + 2P(t) = t? i %
S
-
\\ T P(t) =12 — 4e720
P'(t) + 2P(t) = 16 + 2e72t/ "\
2 ¢ 1 3
e o g B 0
-~ P@® g +4 2¢

P'() —2P(t) = 30 ~_

T————P(t) = 25e®/2t — 20

P(t) =2 —4e~%

Figura 58: Actividad 7, Momento 2.
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4.3.3. Anédlisis del Momento 3

4.3.3.1. Actividad 8

Tal como se esperaba los estudiantes hicieron uso de los aprendizajes dados por los dos
momentos anteriores para responder la Actividad 8. No era necesario calcular las soluciones de
las ecuaciones diferenciales para darse cuenta de la forma de la grafica de dicha solucién. Lo
que ayuda a encontrar la grafica correspondiente a la ecuacion diferencial, es encontrando la
forma del punto de equilibrio (Actividad anterior) y el signo del parametro a, que corresponde a

lo estudiado en la actividad 2 y3 del Momento 1.

Luego fueron capaces de relacionar la ecuacion diferencial que representa un problema de
oferta-demanda con la grafica de la solucién (ver Figura 56).

Ecuacion diferencial

Grafica de P(¢)

P'(t) + 20P(t) = 240

P/(t) 2P (L) = t2

P'(t) + 2P(t) = 16 + 2e~2¢t {

P'(t) + 2P(t) = 30

I

3
Pe) — 51)(:) 30

Figura 59: Actividad 8, Grupo 4
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4.3.3.2. Actividad 9

En esta Actividad los estudiantes necesitaron un nivel de abstraccion mayor que en la Actividad
anterior, relacionaron las ecuaciones diferenciales con su gréfica y su solucion, es decir,

lograron identificar y analizar las relaciones que posibilitan la interaccién entre los contextos

algebraico y gréafico (ver Figura 57).

Ecuacion diferencial Grafica de P(t) Expresioén de P(t)

P'(t) + 20P(t) = 240
o

P(t) = (4 + 2t)e 2t + 8

P(t) =15+ 5e72%¢ .
P'(t) +2P(t) = t* &

/ 0] 2
/ P=15 /
/

P(t) = 12 — 4¢~20¢

3
P'(t) - 5 P() =30

P(t) = 25e©/2t — 20

P’(t) + 2P(t) = 30 _/'/
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Figura 60: Actividad 9, Grupo 4.
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Para desarrollar esta actividad los estudiantes tuvieron que relacionar las actividades de los
Momentos anteriores. Con esta actividad se puede dar cuenta de que los estudiantes lograron

hacer una exploracion entre la solucion de la ecuacioén, con la ecuacion diferencial y su gréafica.

Se logr6 que los estudiantes pudieran ver las ecuaciones diferenciales desde un punto de vista
distinto al que les impone el dME, es decir, desde un punto de vista cualitativo enfocado al

contexto de su ambito de su quehacer profesional.

Cabe destacar que con la experimentacion del disefio se constata que en general los estudiantes
de ingenieria comercial no tienen problemas al trabajar la parte algebraica - algoritmica, puesto
que todos los grupos obtuvieron las soluciones de las ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden planteadas utilizando la férmula de Leibnitz. De manera tedrica, esto se puede interpretar
que en los estudiantes prevalece el dME que expresa el curso de Matematicas 023, pues se
desarrollan andlisis cuantitativos las ecuaciones diferenciales. En otras palabras, este

planteamiento sefiala que hay una adherencia a la hegemonia que impone el dME.

Aqui vienen los efectos: Tal adherencia no permitié desarrollar otra alternativa de andlisis de las
soluciones para las ecuaciones planteadas, como por ejemplo, trabajar con las propiedades
geomeétricas de la derivada (campos de direcciones) para obtener informacion eficiente acerca

del comportamiento de las soluciones en los problemas planteados.

Sin embargo, el uso del software GEOGEBRA ofrecié una alternativa distinta de analisis, en el
sentido de que pudieron ampliar su panorama respecto de la ecuacién diferencial, ya que ademas
de tener la solucion de la ecuacion ahora contaban con la gréfica de esta, permitiéndoles analizar
la ecuacion diferencial de manera cualitativa. Este andlisis cualitativo fortalecié el desarrollo

posterior de las siguientes actividades.

Una situacion a destacar es que los cuatro grupos lograron responder de forma correcta todas
las preguntas de la situacion. Se logré una buena recepcion y mucho entusiasmo de parte de
ellos. Con esto, de manera general, se concluye que la situacion de aprendizaje logro llegar a
todos los estudiantes en el sentido de resignificar el uso de las ecuaciones diferenciales para
determinar la estabilidad de un modelo de oferta/demanda entendiendo que este tipo de
actividades cercanas a su quehacer profesional estan alejadas de las impuestas en su curriculo
de MAT 023.
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CAPITULO VI: Conclusiones






CAPITULO V: Conclusiones

5.1. Conclusiones

El objetivo general de este proyecto de tesis ha sido redisefar una situacién de aprendizaje que
permita a estudiantes de Ingenieria Comercial resignificar las ecuaciones diferenciales lineales
de primer orden. Para tal cometido, bajo el modelo dinamico del economista Ledn Walras
(problema de oferta y demanda) como lo situacional del redisefio, se usé la epistemologia del
comportamiento tendencial de las funciones que reportan Cordero et al (2016). En este sentido,
el proyecto apunt6 a darle un significado distinto al estudio de las ecuaciones diferenciales en la
comunidad de Ingenieros Comerciales considerado un andlisis cualitativo, es decir, se
establecieron relaciones entre el comportamiento de la solucién de la ecuacion y los coeficientes
de un problema econdémico de oferta y demanda para luego concluir a través de la grafica de las
soluciones si ese problematiene o no estabilidad econdmica. Por lo tanto, la gréfica de la solucién
es un comportamiento que se estudia de forma completa y es un significado de las ecuaciones

diferenciales.

Con este estudio se plantea que impartir la asignatura Mat023 enfocandose en la bibliografia del
curso, asi como en algun texto sugerido por la coordinacion académica, influye en la forma de
ensefiar los temas, ya que como se presentd en el capitulo | la literatura parte de la presentacion
formal de las ecuaciones diferenciales seguidos de las formas de resolucion de la ecuacion y
luego realizan algun tipo de aplicacion en la fisica o al mundo de la Ingenieria. Esto presupone
una practica de ensefianza que, influenciada por los textos, privilegia los procedimientos

algebraicos por sobre la comprension y uso de los conceptos o la grafica.

Por lo tanto, si se desea contribuir a la comprensién de la visualizacién y funcionalidad de las
ecuaciones diferenciales por los estudiantes de Ingenieria Comercial, es indispensable modificar
trascendentemente el ambiente en el aula; tratar de crear ambientes de aprendizaje donde se
ensefie a los estudiantes a considerar soluciones cualitativas y a incorporar argumentaciones
que corresponden a categorias de una matematica funcional, lo que complementa los

tratamientos algebraicos y algoritmicos que se estan realizando.

Con el problema de la estabilidad de la oferta y demanda (Walras, 1874), se caracterizé lo propio
de la comunidad de conocimiento a la cual pertenecen los Ingenieros Comerciales en formacion.
En ese sentido, se reconoce una intimidad en la construccién de conocimiento de esta
comunidad, en tanto que reconoce el argumento del comportamiento tendencial de las

soluciones en la situacion econdmica de oferta y demanda.

116

——
| —



Sin duda esta es una situacion donde se presenta el conocimiento desde una perspectiva distinta
a la que propone la ensefianza tradicional, ya que permite fortalecer significados funcionales de
las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden en estudiantes de Ingenieria Comercial, lo

cual contribuye de manera significativa en la resignificacién de su conocimiento matematico.

La situacion que se redisefié const6 de tres momentos: analizar los distintos comportamientos
gue tiene la solucion tras variaciones de los parametros de la Ecuacion Diferencial; resignificar
el comportamiento tendencial de las soluciones (CTS) de una Ecuacion Diferencial en el modelo
de Oferta-Demanda; y relacionar la Ecuacién Diferencial con su solucién y su grafica, ademas
de analizar la estabilidad o inestabilidad del modelo econdémico. Con cada una de las actividades
del Momento 1 se pretende que el estudiante desarrolle y establezca patrones de
comportamiento de la funcién y de la grafica segin se varian los parametros de la ecuacion
diferencial. Con las actividades del Momento 2 se pretende resignificar los comportamientos
encontrados en las actividades del Momento 1 en problemas especificos de la ley de oferta y
demanda. Por ultimo, en las actividades del Momento 3, se pretende hacer explicito el
aprendizaje logrado en los dos Momentos anteriores, en tanto que se relaciona la ecuacion

diferencial proveniente de un problema econémico con su solucion y su gréfica.

Cabe mencionar que en la experimentacion del redisefio los entrevistados expresaron
entusiasmo al realizar la secuencia, acrecentdndose cada vez mas a medida que transcurria el
trabajo en ésta. Con lo reportado en el andlisis a posteriori se estima que lograron una vision
distinta del significado tradicional de las ecuaciones diferenciales, que—_resulta funcional al

quehacer de esta comunidad de conocimiento.
5.2. Sugerencias para un redisefio de la situacion

En la configuracién del redisefio de situacion reportada en este proyecto de tesis e se us6 el libro
de Cordero et al (2016) “El comportamiento con tendencia, lo estable y las ecuaciones
diferenciales lineales. Una argumentacion grafica”. En este libro se reporta una epistemologia y
algunos disefios de situacién, los cuales fueron modificamos y ajustados a lo situacional del

problema de oferta y demanda (Walras, 1874).

Sin duda esta situacibn admite mejoramientos y se puede nutrir de otros trabajos y otras
experiencias que se puedan rescatar del aula. De hecho en un principio la situacion se habia
pensado que debia realizarse sin uso de software para graficar, pero por razones de tiempo y de
objetivos se incorporé el Geogebra como ayuda para realizar dichas tareas. De hecho, Guerrero
et al, (2010) manifiesta que “mediante la implementacion conjunta de los registros algebraico y
grafico con ayuda de un medio computacional desde el inicio del curso de ecuaciones

diferenciales, se podran construir gradualmente los conceptos asociados a una ecuacion
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diferencial y el significado funcional de la solucién o soluciones de las ecuaciones diferenciales”
(Guerrero et. al, 2010, pp. 348).

Cabe sefialar que en una primera versién la secuencia estaba disefiada para experimentarla en
tres médulos de clase de una hora y media cada uno, pero por asuntos relacionados a la
programacion del curso se decidio llevarlo a s6lo dos maédulos, es decir, 3 horas cronoldgicas.
Para lograr que este recorte de horas en la experimentacion no afectara la intencionalidad de

ésta, se ajustaron algunas actividades del redisefio. Es asi como:

En el Momento 1 por ejemplo, especificamente en la Actividad 1 se eliminaron las ecuaciones
diferenciales cuya funcion a la cual estaban igualadas eran expresiones con cos t,sin t, la funcion
parte entera y polinomios de grado mayor a 1. En la Actividad 2 se eliminaron aquellas
ecuaciones diferenciales cuya funcion involucraba cambios en la variable independiente, como
por ejemplo, F(at) 0 F(t 4+ a) que sin duda habria enriquecido la discusién, pero se prefiri6
dejarlo para un futuro trabajo. La Actividad 3 y 4 se dejaron tal como se habia pensado desde un

principio.

En el Momento 2, la Actividad 5 fue la Unica que tuvo cambios. Acé se decidié eliminar aquel
problema econémico que presentaba inestabilidad econdmica, ya que con el primer problema de
esta actividad, més las actividades que se presentaron el Momento 1, al estudiante le quedaba
claro la tendencia de la funcién y cuando decidir si una cierta funcién ligada a un problema de

oferta y demanda presentaba estabilidad o inestabilidad econdémica.

El Momento 3 quedd tal como se habia concebido en un principio, ya que se observé que la
incorporacion de los Momentos 1 y 2 en estas actividades fue inmediata. Luego lograron la

resignificacién de la ecuacion diferencial.

Los cambios realizados a la situacion inicial permitié realizar un redisefio de la situacion
experimentada (ver Anexo). Para la implementacion de este redisefio de situacién se tuvo en
cuenta lo situacional de la comunidad de conocimiento inicial (ingenieros comerciales), lo cual es

evidentemente una limitacion de esta situacion.

Pero se pueden hacer nuevos redisefios de esta situacion, como por ejemplo, agregar funciones
sinusoidales a las ecuaciones diferenciales logrando ampliar la comunidad de conocimiento

(Ingenieros civiles y/o Mecénicos) a los cuales se puede experimentar.
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ANEXOS






DISENO DE LA SITUACION APLICADO

MOMENTO 1

Actividad 1
Considere el siguiente grupo de ecuaciones diferenciales:
y'(t) + y(t) = F(t), donde

F(t)=b b constante.
F(t)=t
F(t)=e® b#1,b€IR

Halle la solucién para cada una de las ecuaciones diferenciales.
Discuta el comportamiento tendencial entre la solucién y(t) y la funcién F(t).

Grafigue cada una de las soluciones y compérela con la grafica de la funcién F(t)

correspondiente. Para realizar las gréaficas de las soluciones puede hacer uso de Geogebra.
Actividad 2

Considere la siguiente secuencia de ecuaciones diferenciales para algunos casos particulares
de F(x):

y'(© +ay(t) =b

D 4y +y@ = b

p VO +a©) =t
ay'(®) +y(0) = t

o YO tay@®)=e

ay'(t) +y(t) = et

Analice las diferentes situaciones, exclusivamente con argumentos graficos. Utilice Geogebra.
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Actividad 3

Una ecuacion diferencial lineal de primer orden de la forma ay'(t) + y(t) = F(t) tiene como

t
solucion a la funcion y(t) = G(t) + Ce‘(z)_

En la siguiente tabla, una la ecuacién diferencial a través de una linea con la funcion G(t)
correspondiente a la solucion.

Justifique la eleccién que hizo, para cada ecuacién diferencial.

Ecuacion diferencial G(t)

2y'(t) + y(t) = cost t2—t+6

i — 2 1
3y't) +y() =t*+5t+3 Zt+1)
4
L YOO Lo
Ey(t) J’(t)—z(t E) ot +zsent
5y'(t) + y(t) = sent 1
26sent 26cost
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Actividad 4

Una ecuacion diferencial lineal de primer orden de la forma y’'(t) + ay(t) = F(t) tiene como

solucién a la funcién y(t) = G(t) + Ce %,

En la siguiente tabla, una la ecuacién diferencial a través de una linea con la funcion G(t)

correspondiente a la solucion.

Justifique la eleccidén que hizo para cada ecuacién diferencial.

Ecuacion diferencial G(t)
YO +2y@®) =t t 1
2 4
y'(t) + 3y(t) = t? + 5t + 3 S5 1
26sent 26COSt
1 1 3 t? 13t 14
") +=y(t =—(t+—) —+t—+==
y'(®) 2y() 7 > Tt ot
’ = 1 2
y(t)+5y(t) sent gsent+§cost
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MOMENTO 2

Actividad 5

La oferta y la demanda de un producto de consumo, estan definidas en términos del precio por
las expresiones:Qs = 60 + 2P y Qp, = 120 — 3P. Si la constante de proporcionalidad es k =4y

el precio inicial es 8 unidades monetarias. Se pide:

e Bajo el supuesto de que en todo momento la tasa de cambio del precio (con respecto al
tiempo) es, directamente proporcional a la demanda. Obtener la ecuacion diferencial que

entrega el modelo.
e Discuta el comportamiento tendencial entre la solucion P(t) y la funcion F(t).

e Grafique la solucion y comparela con la gréfica de la funcién F(t) correspondiente.

Actividad 6

La oferta y demanda de un cierto bien estan dadas en miles de unidades respectivamente por:
dap dap P
Qs =160 — 5P(t) — 35 Yy Qp =40+3P(t) + - con P(0) = 20 délares.

Se pide:

Encontrar la ecuacién diferencial que modela estos fenbmenos economicos. Analice con
argumentos graficos si el modelo presenta estabilidad o inestabilidad econémica y determine el

precio de equilibrio (si existe).

132

——
| —



Actividad 7

En la columna de la izquierda aparecen escritas cuatro ecuaciones diferenciales que representan

algun problema de oferta-demanda; en la columna de la derecha estan escritas seis expresiones

para la funcién P(t). Relaciona la ecuacion diferencial con la expresion o expresiones que creas

gue representan su solucién.

Ecuacioén diferencial

P'(t) + 20P(t) = 240

P'(t) + 2P(t) =t

P'(t) + 2P(t) = 16 + 2e~2%

P'(¢) —%P(t) =30

MOMENTO 3

Actividad 8

Expresion para P(t)
P(t) = (4 +2t)e”?' +8

P(t) =15+ 572t

P(t) = 12 — 4e™20¢

P(t)—tz t+1 1,
—2 27374

P(t) = 25eG/Dt _ 20

P() =2—4e*

En la columna de la izquierda aparecen escritas cinco ecuaciones diferenciales que representan

algin problema de oferta-demanda; en la columna de la derecha estan las gréficas de seis

funciones P(t). Debes relacionar la ecuacién diferencial con la grafica o gréficas que creas que

representan su solucidn. Para el analisis debes considerar si el modelo presenta estabilidad o

inestabilidad econdmica, ademas del precio de equilibrio (si existe).
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Ecuacion diferencial Gréaficade P(t)

P(t)

N

P'(t) + 20P(t) = 240

Pty

P'(t) + 2P(t) = t2 J (

\“ )
P=15 \

P'(t) + 2P(t) = 16 + 2e™%

)

P'(t) + 2P(t) = 30 )

! 3 J— A P®)
P'(t) —EP(t) =30

-
/

Actividad 9

Relacione las tres columnas:
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Ecuacion diferencial Gréaficade P(t) Expresion de P(t)

P(t)

J t
P=20

P(t)

\ P(t) = 15+ 5e72¢

P'(t) 4+ 20P(t) = 240 P(t) = (4 +2t)e 2t +8

P'(t) + 2P(t) = t?

Y‘ P(Y)

P(t) = 12 — 4e20t

P'(t) +2P(t) = 16 + 2e7%

_t2 t+1
2 2 4

P'(t) —gP(t) =30

1 Po

5 . P(t) = 25eG3/9t _ 20

p P

P'(t) + 2P(t) = 30

P(t) = 2 — 4e7
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